
KEE P YOUR CARD m THIS PJCKET 

^ Books will be issued only on presen- 
tation of proper library cards. 

Unless labeled otherwise, books may 
be retained for two weeks, subject to 
renewal for a like period. Borrowers 
finding' book marked, defaced or mutilat- 
ed are expected to report same at library 
desk; otherwise the last borrower will be 
held responsible for all imperfections 
discovered. 

The card holder is responsible for 
all books drawn on this card. 

No books issued unless fines are paid. 

Lost cards and change of residence 
must be reported promptly. 

PUBLIC LIBRARY, 

KANSAS eiTY, MO, 
KEEP YOOR CARD IN THIS POBKH 



■WKowtn mvcwK courwKy 

KANSAS CITY. MO. 






D ODDI DWSED7 5 




THE 

MOST INTERESTING 
AMERICAN 






© Pirie MacDonald 




the 

MOST INTERESTING 
AMERICAN 


BY 

JULIAN STREET 



NEW YORK 
THE CENTURY CO. 
1915 



Copyright, 1915, by 

The Century Co. 

Copyright, 1915, by 
P. F. Collier & Son, Incorporated 


PvUished, Dminhr^ 1916 



THE MOST INTERESTING 
AMERICAN 




THE MOST INTERESTING 
AMERICAN 


A S a child I remember waiting ea- 
gerly in the window of our house 
to catch a first glimpse of an uncle I 
had never seen, but who was the hero of 
my dreams, an army officer who had 
fought the Indians. When I had 
waited half the afternoon a man came 
up our steps and rang the bell. He 
wore a dark overcoat and a derby hat, 
and since I was looking for a man wear- 
ing a uniform and sword I paid slight 
heed to him. But presently he came 
into the room, and I learned that, 
after all, this was my soldier uncle. To 
this day I remember the shock of that 
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disappointment. I do not I’emember 
what he looked like; only what he did 
not look like: that he didn’t look like 
my idea of an army officer; that he was 
nothing to show off to the other hoys. 

When, a short time since, I first met 
Colonel B-oosevelt, I felt a slight re- 
currence of this disappointment. I 
cannot pretend that I expected him to 
be attired in the khaki of the cavalry 
or to be heavily armed, but I did expect 
him to be — ^what shall I say? — to be 
more like the cartoons ; to be, somehow, 
wilder looking. As I had not expected 
my uncle to look like a civilian, I had 
not expected Colonel Roosevelt to look 
like a conservative banker of Amster- 
dam or The Hague. And that was 
what he made me think of as he sat be- 
hind his desk in one of the editorial of- 
fices of the “Metropolitan Magazine.” 

4 



THE MOST INTERESTING AMERICAN 


The only sign there was about him that 
afternoon of the much pictured Rough 
Rider was the broad-brimmed, putty- 
colored hat which he laid upon his desk 
as he came in, and even that was but a 
modified version of the out-and-out 
cowboy hat, such as they wear around 
Medora. 

Though I missed the cartoon cos- 
tmne, I was not to be cheated of the 
smile. It met all specifications. As 
the Colonel advanced to greet me he 
showed his hard, white teeth, wrinkled 
his red weather-beaten face, and 
squinted his eyes half shut behind the 
heavy lenses of his spectacles, in sug- 
gestion, as it seemed to me, of a large, 
amiable lion which comes up purring 
gently as though to say : “You need n’t 
be afraid. I ’ve just had luncheon.” 

His handshake, too, surprised me. 

6 
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Though his manner is heartily cordial, 
his grip in shaking hands cannot be de- 
scribed as firm. It struck me that he 
had been obliged to shake hands much 
more than he wished to, and that he 
had formed the habit of saving him- 
self by letting the other fellow do the 
gripping. Nor was it the massive raw- 
boned hand I had expected. It is rather 
small, very thick through the palm, and 
— I hesitate to write it — somewhat fat. 
Let me hasten to add, however, that it 
is far from being a weak-looking hand, 
and that, as to color, it is highly satis- 
factory, the hack of it being as brown 
as a glove. For the rest, his torso is 
hke a barrel, his neck thick, short, and 
full of power, and his hair, as he him- 
self has said, “has always been like 
rope.” 

After I had met him a man asked me 
6 




THE MOST INTEEESTING AMERICAN 


if he had aged. I remember that the 
woi’d “aged,” applied to Colonel Roose- 
velt, struck me as bizarre. True, his 
mustache is now quite gray, but he has 
not aged and will not age. He has 
simply ripened, matured. He is fifty- 
seven years old {two years younger 
than President Wilson and one year 
younger than Ex-President Taft), 
looks forty-seven, and evidently feels 
as men of thirty-seven wish they felt. 

It was the day after his Plattsbm-g 
speech, and I had been there but a mo- 
ment when reporters came to find out 
what he had to say about the criticisms 
of his speech which had been printed in 
the morning papers. The Colonel re- 
mained seated at his desk while he dic- 
tated the first few paragraphs of a 
statement which the reporters wrote 
down word for word, but as he warmed 
7 
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to his work he arose and paced slowly 
hack and forth, thinking out his re- 
marks very carefully, speaking in a 
measured tone, enunciating with a kind 
of exaggerated distinctness which is al- 
ways characteristic of him, forming 
each syllable elaborately with his mo- 
bile lips, the workings of which cause 
his mustache to gyrate at times in a 
curious manner. All these mannerisms 
are manifested in his most casual con- 
versation, but when he is making a 
“statement” or dictating a letter they 
become extreme. 

When the statement was complete 
Colonel Roosevelt resumed his seat and 
for a moment discussed, informally, 
certain aspects of the Plattsburg mat- 
ter. He did not say that these subse- 
quent utterances were, as the saying 
goes, “not for publication,” but the 
8 
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change in his tone and manner made the 
fact so clear that to say so was unnec- 
essary. For the most part he spoke 
gravely, looking up earnestly at the re- 
porters who were standing about his 
desk, their eyes fixed intently upon his 
face. Their physiognomies were, like 
his, exceedmgly grave, and the thought 
came to me that the Colonel’s facial ex- 
pression was somehow reflected, for the 
moment, upon their featm’es. How- 
ever, it was not until he lapsed briefly 
into irony, turning on, as he did so, that 
highly speciahzed smile, that I perceived 
how, truly those yoxmg men reflected 
him. At his smile they all grinned 
open and responsive grins. To watch 
their faces was like watching the faces 
of an audience at a play: when the hero 
was indignant they became mdignant; 
when he sneered they sneered; and when 
9 
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he was amused they seemed almost to 
quiver with rapturous merriment. 

Then, and at other times, I studied 
carefully the Colonel’s mode of speech. 
Each syllable leaves his mouth a per- 
fectly formed thing; his teeth snap shut 
between the syllables, biting them 
apart, and each important, each ac- 
cented syllable is emphasized not 
merely vocally, but also with a sharp 
forward thrust of the head which seems 
to throw the word clattering into the 
air. When he utters the first personal 
pronoun it sounds like “I-ye-e-e-e-,” 
with the final “e’s” trailing off like the 
end of an echo. 

Colonel Roosevelt feels strongly 
about things and, as we know, expresses 
himself strongly, but it is my belief that 
his indescribably vigorous manner of 
speaking has at times been confused in 
10 
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people’s minds with what he has actu- 
ally said. Though his language is 
forcible, it is never “strong” in the 
usual sense of that word as applied 
to language. Regarding strong lan- 
guage, as regarding other things, he 
practises what he preaches. He is him- 
self what he called Admiral Mahan, “a 
Christian gentleman,” but as Disraeli 
wrote of some one, “his Cliristianity is 
muscular.” I talked to him on many 
subjects which, had he- been a profane 
man, would have elicited profanity, but 
he was not betrayed. Of Mr. Josephus 
Daniels, he remarked, for example: 
“Of course he ’s a fright-ixH Secretary!” 
and it sormded terrible enough. Again 
in speaking of another man of whom he 
disapproves he called him “That creat- 
ure!” and quite the most awful word I 
have ever heard him apply to any man 
IX 
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was the word "'shunh-k-ltr applied by 
him in a moment of great irritation. 
Now, of course, if your conception of a 
president, or an ex-president, implies 
a cold, exalted, supernatural being, half 
man, half god, with a flow of conversa- 
tion that never sounds more colloquial 
than John McCuUough reading Rus- 
kin’s “Stones of Venice” — ^if that is 
your conception of what a president 
shoifld be, why, then you might not be 
pleased with Colonel Roosevelt or his 
language in private conversation. 

Colonel Roosevelt drinks a little 
light wine, and smokes not at all. A 
friend of his explained his abstinence to 
me in this way: “His vitality is such 
that he does n’t need the stimulation of 
alcohol and nicotine, as some of the rest 
of us feel we do. And it is the same 
13 
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about swearing: he doesn’t need to 
swear, because he can say ‘Pacifist’ or 
‘Woodrow Wilson’ or ‘William Jen- 
nings Bryan’ in tones which must make 
the Recording Angel shudder. But 
the only Roosevelt Dam is the one they 
named for him in Arizona.” 

I was reminded of this when, in the 
course of conversation. President Wil- 
son’s series of notes to Germany was 
mentioned. 

“Oh, how I ’d have liked to praise 
Wilson if he ’d given me the chance !” 
exclaimed Colonel Roosevelt with feel- 
ing. “I ’m not for Roosevelt; I ’m not 
for any man ; I ’m for the United States. 
Every president has a right to time, 
at first, in which to formulate his pol- 
icies. Through the early part of the 
Wilson administration I waited and 
hoped, in spite of a belief that I have 
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long held that the pedagogic mind is 
generally too theoretical and abstract 
for politics. Even now, if the Presi- 
dent were a business man, and had not 
familiarized himself with history, and 
written history, he might be forgiven. 
But he is a coUege president and a his- 
torian, and has, by very direct implica- 
tion, criticized Jefferson and Madison 
for some of the very errors of which he 
himself, as President, has been guilty. 
In his ‘History of the American Peo- 
ple’ he speaks of Jeflferson’s reduction 
of the army and* navy, refers to our 
‘amateur’ soldiers in the War of 1812, 
and says that ‘the war began with a se- 
ries of defeats in the North at once 
ridiculous and disgraceful.’ 

“Bryan! Mexico! Daniels! No fleet 
manoeuvers for the first two years ! 
‘Too proud to fight!’ And all these let- 
14! 
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ters to Germany !” The Colonel had the 
air of snorting his contempt; then he 
added slowly, sardonically: “Of late I 
have come almost to the point of loath- 
ing a bee-2^0M-ti-ful, poZ-ished dZc-tion!” 

Colonel Roosevelt knows very well 
that he is severely criticized by many 
people for his attacks upon the adminis- 
tration; that a considerable body of his 
fellow citizens attribute those attacks to 
political motives, while others take the 
point of view that, though he has told 
the truth on vitally important matters, 
he ought to have preserved a dignified 
silence. In this connection I asked him 
if there were precedents for criticism of 
a president by an ex-president. He re- 
plied: 

“John Quincy Adams went to the 
House of Representatives after having 
been president and became the most bit- 
15 
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ter critic and opponent of the Mexican 
and slavery policies of Presidents Ty- 
ler and Polk.” Then, with a sarcastic 
smile, he added: “The most striking 
attack of this character I know of was, 
however, made by a president upon an 
ex-president. I refer to the offer of 
twenty-five milhons to Colombia by 
Mr. Wilson because of what I did, as 
President, about the Panama Canal.” 

These points will, perhaps, be of in- 
terest to those who criticize Colonel 
Roosevelt on the ground that his ful- 
minations are in questionable taste. 
And it may be added that where ques- 
tions of taste are raised, as against the 
welfare of the country, taste cuts but a 
small figure in the Colonel’s mind. 
Peeling that he is not responsible for 
the leadership or fate of any party, he 
considers that he can serve the nation 
16 
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best at this time as a fearless critic, a 
critic who can speak freely without hav- 
ing to consider the effect of his words 
in alienating the German-American, 
the Pacifist, or any other vote. Acting 
along this line he is strongly advocating 
the adoption by the United States of 
the Swiss system of imiversal military 
training, for the reasons, first, that it 
would practically guarantee the coim- 
try against invasion; second, that it 
would give American young men a 
sense of their individual duty to the 
Government; and, third, that the mod- 
erate amount of mihtary discipline and 
training involved woxild benefit the 
men of the country morally and physi- 
cally. 

“The people who consider me an op- 
portimist,” he remarked, “will, of 
course, say that I Ve taken up with pre- 
17 
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paredness merely to feather my own 
nest, although, as every one who will 
take the trouble to find out may ascer- 
tain, I have been shouting preparedness 
at the top of my lungs for thirty-five 
years. Also,” the Colonel continued, 
“they will say: ‘If Roosevelt believes 
in the Swiss system now, why did n’t he 
believe in it when he was president?’ 
I ’U tell you why : I did investigate the 
Swiss system years ago, but the need 
of universal military service, and like- 
wise the folly of such treaties as The 
Hague Convention, did not come out 
clearly until this war started — ^though 
now they should be clear to every one. 
No one should blame the President for 
not having favored universal military 
service when he came into ofiice, but 
certainly he ought to be for it now. 

“Then there are these Jacks who 


18 
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say: ‘What did Roosevelt do for pre- 
paredness when he was president?’ 
They try my patience. I labored to 
get four battleships a year with other 
ships in proportion. Finally I suc- 
ceeded in getting a program of two a 
year. Before I came in. Congress had 
stopped appropriating money for bat- 
tleships. My two-battleship program 
was continued until the Democrats 
came into power in 1910. Then it was 
dropped. When I became president 
the navy was run down. I could only 
get public opinion back of me on one 
thing, the navy or the army, and I se- 
lected the navy because it is our first 
line of defense. When I left office we 
were next to England as a naval power. 
Now we are fourth or fifth. I sent the 
fleet of sixteen battleships around the 
world — a thing no other power ever 
19 
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did, and which foreign naval authorities 
did not think could be done. I have al- 
ways regarded that world cruise as one 
of the best things I ever did for the 
promotion of peace. It is right that 
the people of the United States remem- 
ber the men who work for the navy and 
those who work against it. Those who 
helped me to build up the fleet were 
Lodge of Massachusetts, Clarke of Ar- 
kansas, Beveridge of Indiana, Hop- 
kins of Illinois, Cockrell of Missouri, 
and O. H. Platt of Connecticut. My. 
secretaries of the navy were Long, 
Moody, Morton, Bonaparte, Metcalf, 
and Newberry. Those who were the 
principal opponents of the navy were 
Senators Hale, Tillman, and Perkins. 
Hale was the big fellow. He used 
Tillman. The manipulation of the 
naval committee was such that whatever 
20 
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Mr. Hale’s navy yard at Portsmouth 
needed it received and whatever Mr. 
Tillman’s navy yard (Charleston) 
needed it also received, although both 
navy yards ought to have been closed. 
At that time it would have been useless 
for me to try to get them closed, but 
now, with public sentiment aroused, it 
would be possible, if the secretary of the 
navy would do liis duty. But he has 
been opening useless yards instead of 
closing them. 

“As to our little army, I built it up, 
and made it twice as efficient. The army 
corps I sent to Cuba under General 
Barry was as far superior to Shafter’s 
army, with wliieh I went to Cuba, as 
light is to dark. I fought as hard as 
I could, while I was president, for big 
manoeuvering camps, and I did succeed 
in getting a general staff for the army, 
21 
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though I could never get one for the 
navy.” 

I asked his opinion as to our duties 
in connection with the European war. 

“I felt very strongly,” he said, “that 
this Government should have taken ac- 
tion concerning Belgium on the 28th, 
29th, or 30th of July, but I held my 
tongue. You must remember that it 
was imder my administration that the 
United States entered The Hague Con- 
vention. I should never have permit- 
ted such a thing had I not believed we 
^ted in good faith. It was clearly oxxr 
duty to protest, but I waited and said 
nothing, thinking that perhaps the 
President wished to assemble a long list 
of atrocities so that the people would 
be behind him in protesting. But 
Dinant followed, and Louvain, and 
Reims, and no protest was made. In- 
22 
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stead we were instructed to be ‘neutral 
even in thought’ toward those who had 
broken faith with us and with civiliza- 
tion. So it went until the Lusitania 
was sunk. If we had acted with 
strength in Mexico, the poor souls who 
went down on the Lusitania would stiU 
be alive. But by our Mexican per- 
formances we had shown Europe what 
to expect of us.” Colonel Roosevelt 
paused for a moment, then, grimly, he 
added: “Haiti is apparently the kind 
of country we can handle now. Our 
conduct of international afPairs, so far 
as that vast and powerful nation is con- 
cerned, seems to have been admirable.” 

I may say here, as well as at any 
other point, perhaps, that my interview 
with Colonel Roosevelt and my ob- 
servation of him covered several days 
23 
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in both New York and Oyster Bay. 

At Sagamore Hill he is not so much 
the Dutch banker as the American gen- 
tleman in his country home. The place 
is three miles from the station, upon a 
height reached by a long, winding drive 
leading from the highroad. The 
house, which has lawn and trees about 
it, and has a view over Long Island 
Sound, is a very American-looking 
structure of red brick and gray painted 
wood. It is not at all an “imposing” 
residence, although that other word, 
“rambhng,” which is so much used in de- 
scribing houses, may with justice be ap- 
plied to it. It is a house which, from 
the outside, does not look nearly so spa- 
cious as it actually is. 

Through the center of it runs a wide, 
dark hall, to the right of which, near 
the front door, is the library, or rather 
24 
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the room which Colonel Roosevelt uses 
as an office, for it is improper to refer 
to any especial room at Sagamore Hill 
as a library, since all are filled with 
books. This room is a small museum. 
There are animal skins upon the ’floor 
and mounted heads of animals upon the 
walls. Among the pictures on the 
walls are a portrait of Mrs. Roosevelt, 
one of Colonel Roosevelt’s father, and 
others of Lincoln, Washington, and 
Daniel Boone. Also there is the bronze 
cougar, by Alexander Proctor, which 
was presented to the colonel by his fa- 
mous “Tennis Cabinet,” and a bronze 
cowboy, by Frederic Remington. 

Even more like a museum than the 
library is the great living room which 
has been added, of late years, at the 
end of the hall. It is a very large room 
two stories high, with a trilateral ceil- 
25 




THE MOST INTERESTING AMERICAN 


ing and wainscoting of wood in a 
pleasing shade of light brown, oiled 
hut not polished. Large as this room is, 
and rich as it is in trophies and souve- 
nirs of aU sorts, its finest quality is its 
freedom from imposingness. It is not 
in any way magnificent or austere, yet 
it is a very handsome, dignified room, 
with the kind of handsomeness which 
does not smite the eye nor overpower 
the senses, but which, upon the other 
hand, makes the stranger feel welcome 
and at ease, and tells him that he is in 
the home of a prosperous but simple 
and cultivated American family. What 
I am really trying to say is that the 
Roosevelts live comfortably, but with- 
out “side.” They do not keep a butler 
or a footman; their chauffeur is a negro. 
Into this setting the Colonel fits felic- 
itously. At Oyster Bay he usually 
26 
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wears an olive-drab suit with knicker- 
bockers, and golf stockings, and though 
he is a most hospitable and tactful host, 
one feels that when the guests have 
gone he vsdll welcome the opportunity 
to go tramping off through the woods 
with Mrs. Roosevelt or to take her row- 
ing in the skiff. 

Without Mrs. Roosevelt the house 
at Sagamore Hill would be as imper- 
fect as without the Colonel. She is a 
woman of the greatest charm and tact 
— precisely the kind of woman to be the 
wife of a public man, precisely the Mnd 
of woman who so seldom is. She makes 
every one who comes to Sagamore Hill 
feel instantly at ease, and she has the 
gracious faculty for seeming to know 
about and be genuinely interested in 
the people whom she meets, instead of 
wishing them to know about and be in- 
27 
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terested in her. More than this, she 
has wit. One day at luncheon the 
Colonel was speaking of the need of uni- 
versal military service, when he touched 
sarcastically upon the song entitled “I 
Did n’t Raise My Boy to Be a Soldier.” 
Whereupon Mrs. Roosevelt, whose hus- 
band and four boys would go to war if 
war came, remarked : 

“I did n’t raise my boy to be the only 
soldier !” 

While Colonel Roosevelt may not 
have stated publicly what his exact 
course of action with regard to Mexico 
or to the European situation would have 
been were he president, it is generally 
understood by those who know him that 
he believed in sending an army officer of 
the cahber of General Wood to Mex- 
ico to organize the Mexicans themselves 
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for the work of restoring and maintain- 
ing order, as was done by General 
Wood in Cuba. Further, it is known 
that he believes that a protest against 
the invasion of Belgium should have 
been made by this Government, not 
after the invasion but before; that is, 
when it began to seem probable that 
such a thing would occur. He believes 
that the President of the United States 
had an opportimity to play a part as 
great as that of Lincoln or Washing- 
ton, and that the way to have played it 
would have been to notify the German 
Government that, in the event of a 
violation of Belgian soil, the United 
States would call a posse comitatus of 
nations to intervene by force if need be. 

Colonel Roosevelt regards it as quite 
conceivable that with some one to rally 
them, England and Italy would have 
29 
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immediately signified their willingness 
to join in such a movement, and that 
most of the nations which have remained 
neutral might likewise have given their 
support to so just a cause. By this 
plan Colonel Roosevelt believes that the 
violation of Belgium, with its succeed- 
ing horrors, might actually have been 
prevented. 

I spoke to the Colonel of the impres- 
sion held by many of those who do not 
believe in hhn, that he is of a belliger- 
ent disposition and that, to use the usual 
expression, he “would have dragged the 
cotmtry into war.” 

“I know what they think about me,” 
he declared. “Because I stood up for 
the army and navy and for American 
rights, also because of the newspaper 
cartoons of me as a Rough Rider car- 
rying a club or shooting revolvers into 
30 
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the air, also because I speak my mind 
when I think I ought to, and because 
they know I would have taken action 
in regard to Mexico and in regard to 
Belgium — because of these things there 
are many people who say: ‘That man 
Roosevelt is a bloodthirsty anarchist!’ 
These people forget or ignore the fact 
that during the seven and a half years 
in which I was president we never fired 
a shot at a foreign foe, although com- 
plications arose from time to time, and 
although I insisted absolutely upon pro- 
tecting American citizens everywhere, 
as, for example, in the case of Perdi- 
caris, when I demanded Perdicaris alive 
or Raisuli dead. But, although I got 
the country into no wars, they say I am 
warlike. President Wilson, on the 
other hand, is a man of peace. He has 
waged peace with Mexico and Haiti, 
31 
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and lost a lot of men, and he has been 
waging peace with Germany, while 
Germany has been murdering our men, 
women, and children with her subma- 
rines. 

“Now, as a matter of fact — though I 
do not expect these people who picture 
me as bloodthirsty to believe it — I abhor 
war. But where I differ with the paci- 
fists is this: I regard war as a very 
terrible thing, to be avoided by every 
decent means, but I do not regard it as 
the worst conceivable thing in the world. 
I think some things are even more to 
be avoided than war; and these people 
who say I want war are right to this 
extent: Let them rape just one Ameri- 
can woman in Mexico — and they have 
raped many — and I should have action 
inside six hours. There was never any 
question as to whether the American 
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people would back me or not when I 
was president. They would always 
back me to assert American rights and 
defend American honor. They are the 
same people to-day, but they are dulled, 
momentarily, by a five years’ debauch 
of professional pacifism. 

“Every man has a soft and easy side 
to him. I speak now out of the abun- 
dance of my own heart. I ’m a domes- 
tic man. I have always wanted to be 
with Mrs. Roosevelt and my children, 
and now with my grandchildren. I ’m 
not a brawler. I detest war. But if 
war came I ’d have to go, and my four 
boys would go, too, because we have 
ideals in this family. I ’ve had a good 
deal from life, and I am not afraid to 
die, but any man who is a father ought 
to know whether I want to see my four 
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boys go off to fight. This feeling is so 
strong in me that when I have read in 
the papers that the President has sent 
still another note to Germany, fending 
off trouble for a while, I have to com- 
bat a feeling of relief by thinking of 
what our duty is and of how dreadful it 
would have been for me if men in the 
days of Washington and Lincoln had 
been ‘too proud to fight.’ 

“The average man does not want to 
be disturbed. He does n’t want to be 
called upon to leave his business and 
his family, and do a distinctly unpleas- 
ant duty. That is natural enough. 
Nevertheless, you can appeal to either 
of the two soul sides of that man. If 
you appeal to his deepest sense of duty, 
to all that he has of strength and of 
courage and of high-mindedness, you 
can make him shake off his sloth, his 
S4i 
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self-indulgence, his short-sightedness, 
or his timidity, and stand up and do, 
and dare, and die at need, just as the 
men of Bimker Hill and Trenton and 
Yorktown and Gettysburg and Shiloh 
did and dared and died. 

“But if, upon the other hand, with 
great rhetorical ingenuity and skiU, 
you furnish that man with high-sound- 
ing names to cloak ignoble action, or 
ignoble failure to act, then it is so natu- 
ral as to be pardonable in the average 
man to accept the excuse thrust upon 
him and to do the ignoble thing which 
the man who ought to be his leader 
counsels him to do. 

“It is with the people of a nation 
much as with a regiment. There is an 
old saying that there are few bad regi- 
ments but plenty of bad colonels. No 
matter how good a regiment may be, if, 
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in the stress of a great fight, its colonel 
advises each man as a matter of duty 
to do whatever is best for his own com- 
fort and safety, and if the colonel, still 
uttering lofty abstract sentiments, then 
marches to the rear, it may be taken for 
granted that the regiment will follow.” 

The anti-Roosevelt reader, wishing 
to take exception to everything having 
to do with Colonel Roosevelt, may per- 
haps take exception to the title of this 
volume. To this reader I wish to say 
that my title is not only temperate 
(mark you, I refrained from making it 
either “The Most Interesting Man in 
the World” or “The Greatest Amer- 
ican”) hut that I can prove it true. All 
one need do to prove Roosevelt the 
most interesting American, is to ask the 
question: “Well, if he isn’t, who is?” 
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In reply to this the anti-Roosevelt man 
wiU make a half-hearted effort to play 
Edison as a trump card and will there- 
after give up. 

Yet I believe that even those who are 
willing to concede to Colonel Roosevelt 
everything in the way of being interest- 
ing, or even everything in the way of 
greatness, do not generally grasp, all 
at one time, the completeness of his ver- 
satility. 

In the course of casual reading I 
have lately happened upon three Roose- 
velt items from curiously assorted 
sources. In the “Century Magazine” 
I read of the visit of an American au- 
thoress to the home of Mistral, the 
Provencal poet, and learned that “a 
heavily inscribed photograph of Theo- 
dore Roosevelt hangs in the hall in full 
view of the bust of Lamartine.” 
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In a New York newspaper I read an 
interview with M. Jules Bois, the 
French journalist, author, and poet. 
Said M. Bois: “Theodore Roosevelt is 
perhaps the greatest man in the world. 
To the European he typifies all that is 
essentially American. Abroad he is 
considered the greatest American.” 

A day or two later I read that Champ 
Clark had been talking about Roose- 
velt. “He knows a little more about 
more things than any man in the coxm- 
try,” declared the Speaker; and at the 
risk of seeming, perhaps, to digress, I 
cannot refrain from adding that Mr. 
Clark, though a Democrat, declared 
further that “Roosevelt is not mealy- 
mouthed.” 

But let me point in another way the 
versatihty of Roosevelt. Has it ever 
struck you that he combines within 
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himself qualities and attainments which 
actually are not combined in the entire 
population of any city in the United 
States? 

The city which would have in the 
sum of all its people a Roosevelt must 
possess, among its inhabitants, the fol- 
lowing: 

1. A Physical Culture Expert: 
Roosevelt built himself up from a sickly 
child to a man upon whose vigor it is 
needless to comment. 

2. A Historian: Roosevelt began to 
write his “History of the Naval War 
of 1812” while yet a Harvard student. 

3. A Biographer: See his “Oliver 
Cromwell,” his own Autobiography, 
and others. 
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4. An Essayist: He has written 
more books than many authors whose 
fame rests upon their writings alone. 
His essays, in particular, are the key 
to his actions. 

5l a Natural Scientist: As in au- 
thorship, his achievements in this field 
alone are enough to make him a man 
of note. Several leading natural sci- 
entists have said so. 

6. A Big-Game Hunter: His shoot- 
ing, like his vast reading, has been done 
in spite of exceeding nearsightedness. 
He is the most farsighted nearsighted 
man the country has produced. 

7. An Explorer and Discoverer: 
Africa; South America; the River of 
Doubt. 
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8. A Critic: Just Esten at any time! 

9. A Former Cowboy: For two 
years he was a ranchman. 

10. Ten or a dozen LL.D/s: He has 
them from Harvard, Yale, Columbia, 
etc. 

11. An Editor: It used to be the 
“Outlook.” Now he writes signed edi- 
torials for the “Metropolitan Maga- 
zine.” 

12. A Former Member of the State 
Legislature: In his early twenties he 
was minority leader at Albany. 

13. A Practical Reformer: No liv- 
ing man has brought about so many 
real reforms. 
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14. A Veteran Colonel of Cavalry: 
He says his “one great day” was that 
of San Juan Hill. 

15'. A Former Assistant Secretary 
of the Navy: He said then, and long 
before, all the things most of us are just 
finding out about preparedness. 

IQ. A Former Governor: He was 
Governor of New York, Assistant Sec- 
retary of the Navy, and Colonel of the 
Rough Riders all in less than one year. 

17. A Nohel Peace Prise Winner: 
For the Russo-Japanese peace. But 
people call him “dangerous.” 

18. A Former Vice-President: They 
did it to get rid of him, but — 
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19. A Former President: The 
youngest of all presidents. The presi- 
dent who sent the battle fleet around 
the world, who said “Perdicaris alive or 
Raisuli dead,” who concluded the peace 
of Portsmouth, and who started the 
Panama Canal. 

New Haven, Connecticut, comes 
nearest, perhaps, to having all these 
things among its citizens, for it con- 
tains Ex-President Taft, Ex-Gover- 
nor Baldwin, President Hadley and the 
Yale faculty, Harry Whitney, hunter 
and explorer, and the redoubtable 
“Mosey” King. But on other points 
New Haven fails. The only thing it 
has which Roosevelt hasn’t is Savin 
Rock — and there are those who think 
there is even a touch of Savin Rock 
about the Colonel. 
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Nor must it be forgotten that there 
are important Roosevelt items not in- 
cluded in my list. As a creator of pop- 
ular and telling phrases, he surpasses 
George Ade and Oliver Herford com- 
bined. He has not only the gift for 
characterizing in a few words, but for 
coming new expressions and revivify- 
ing old ones. 

Some one asks him how he is feel- 
ing. “I ’m feeling as fine as a bull 
moose!” replies the Colonel — and a po- 
litical party has its name. “The big 
stick,” “the square deal,” “parlor So- 
cialists,” “rosewater reformers,” “out- 
patients of Bedlam,” “race suicide,” 
“nature faker,” “muckraker,” “molly- 
coddle,” “Armageddon,” “malefactor 
of great wealth,” “the strenuous life,” 
“undesirable citizens,” and, more lately, 
“hyphenated Americans” : these expres- 
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sions which I happen to remember, and 
many more which you will think of, 
were either minted or put in general 
circulation by the Colonel. He goes 
hunting and the “Teddy Bear” comes 
into being; he becomes a soldier and 
both the term and type “Rough Rider” 
is made known to us. Everything he 
touches, everything he mentions, is 
made vital through him as through con- 
tact with a dynamo. A friend of mine 
who has known the Colonel a long time 
gives me the following items from 
among things that he has heard him say. 
Once when Roosevelt wished to explain 
the extreme utterances of certain re- 
formers he said: “Every reform has 
a lunatic fringe.” Again, in speaking 
of certain very minor European mon- 
archs he termed them “the bush-league 
czars.” One man he pronounced “As 
45 




THE MOST INTERESTING AMERICAN 


clean as a hound’s tooth,” while an- 
other, a certain so-called statesman, 
was “An elderly fuddy-duddy with 
sweetbread brains.” Somebody once 
asked him about European kings whom 
he had met. Whereupon the Colonel 

answered: “X [mentioning a 

monarch] would be president of some 
little peace society if he lived over here, 
but the kaiser would swing his ward.” 
At another time when some people, 
failing to appreciate the democracy of 
Roosevelt’s instincts, the enormous 
Americanism of the man, said that he 
washed to be a king, he declared to my 
friend: “The people who say that 
have n’t seen as many kings as I 
have. Kings are a kind of cross be- 
tween Vice-President and a permanent 
leader of the four hundred.” Which 
reminds me, by the way, that of all 
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Roosevelt’s positions there is just one 
with which we know he was born; and 
that one, social position in New York, 
is a thing for which, considered by it- 
self, he has nothing but contempt. 

Colonel Roosevelt’s sense of humor 
is highly individualized. It seems to 
me that his vast experience of life in its 
larger aspects has caused his sense of 
humor to develop into Gargantuan 
proportions, so that the ordinary little 
joke-for-a-joke’s-sake makes no great 
appeal to him. I believe that he ex- 
pects a joke, as he expects a man, to do 
something, and that he is somewhat in- 
clined to be impatient of what is merely 
amusing, just as he is impatient of 
mere eloquence in speeches and of the 
interruption of his own speeches by ap- 
plause. In speaking, as in writing, he 
does not try for eloquence, but merely 
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to be clear and vigorous. He writes 
slowly and with difficulty, using a pad 
and pencil and making many correc- 
tions. 

His appreciation of situations which 
are grotesque or comic is very rich. 
Time and again, while in the White 
House, he took boyish enjoyment in the 
weirdly assorted gatherings at his 
luncheon table. He has been known to 
entertain, at once, the British ambas- 
sador and the wildest kind of cowboys. 
I doubt that anything ever afforded 
him more amusement than furnishing 
a prize-fighter friend of his (John L. 
Sullivan, I think) with a letter of in- 
troduction to the dignified and sedate 
Governor Hughes of New York, now 
justice of the Supreme Court. Having 
a fine appreciation of both these men. 
Colonel Roosevelt was fascinated with 
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his mental picture of their meeting and 
their conversation, though it is perhaps 
needless to say he gave the letter only 
for good reasons. 

It was characteristic of him that he 
knew them both well, for his taste in 
men, like his taste for affairs, is widely 
assorted. Once I asked him which of 
his various activities he had most en- 
joyed, and he was imable to say. So 
it is with men. He likes prize fighters, 
painters, cowboys, poets, diplomatists, 
hunters, sculptors, soldiers, naturalists, 
football players, novelists, men who can 
tell hinn about Irish or IQ'orwegian 
sagas, about ancient Greek coins, or 
about almost anything else. It was the 
great sculptor, Saint-Gaudens, who 
spoke to him one day of the beauty of 
the old Greek coins, and it was charac- 
teristic of Roosevelt that he immedi- 
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ately caused new coins — ^the most beau- 
tiful since those of ancient Greece — ^to 
be designed and minted. So also, when 
he set his mind to architecture and 
landscape gardening, a fine arts coimcil 
composed of noted men, serving with- 
out pay, came into being, and the new 
pubhe buildings in Washington began 
to be harmoniously designed and 
placed. This fine arts council was, 
however, instinctively resented by the 
pork-barrel senators and congressmen, 
and it was disbanded by Mr. Taft 
shortly after he became president. At 
one hour of the day Roosevelt would be 
talking ariny reforms with an olBScer, 
at another jujutsu with a Japanese, or 
he would be writing to some poet whose 
work he had seen and liked. 

And sometimes, when there was need, 
he would provide a government posi- 
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tion. for a man whose work was good 
but not remunerative. Al ong with the 
rest of him there is something of the 
artist, and that is a tribute which can 
be paid with honesty to but few Ameri- 
can presidents. 

Naturally those of us who admire 
him like to call Roosevelt a “typical 
American,” because it pleases us to 
think that an exceptional American is 
typical. In so far as he is a type pro- 
duced by the United States he is typi- 
cal; in so far as that type is common, he 
is not. He has always been the excep- 
tion. A jack-of -all-trades, he is mas- 
ter of many. He rushes in where 
angels fear to tread, but he is no fool. 
He has been called a “man of destiny,” 
but destiny has not done all the work, 
any more than God has done aU the 
51 



THE MOST INTEEESTING AMERICAN 


work for the kaiser. Destiny has not 
helped to make Rooserelt, as much as 
Roosevelt has helped to make destiny-f^ 
or perhaps I should say to make destiny 
make Roosevelt. For Roosevelt is not 
a living proof of what a man may do 
with gifts; he is a hving proof of what 
a man may do despite the lack of them. 
Out of a weak child he made a powerful 
man; out of half -blindness he made a 
boxer, an omnivorous reader, a good 
shot; out of a liking for authorship, 
rather than a talent for it, he made a 
distinguished author; out of natural 
force and a feeling for the charm of 
things he made a style not only clear 
and forceful but, at times, charming. 
Out of a voice and a manner never 
meant for oratory he made a speaker. 
Out of a sense of duty he made a 
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soldier, out of a soldier a governor, out 
of a governor a vice-president, and — 
wonder of wonders — out of a vice-presi- 
dent a president ! 

I asked him once if he thought he had 
genius. 

“Most certainly I have not,” he de- 
clared with unhesitating conviction. 
“I ’m no orator, and in writing I ’m 
afraid I ’m not gifted at aU, except per- 
haps that I have a good instinct and a 
liking for simplicity and directness. If 
I have anything at all resembling 
genius, it is in the gift for leadership. 
For instance, if we have war, you ’ll see 
that young fighting officers of the army 
want to be in my command.” Then, 
with a smile and in a manner the frank- 
ness of which was indescribably pleas- 
ing, he declared: “To tell the truth, I 
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like to believe that, by what I have ac- 
comphshed tdthout great gifts, I may 
be a source of encouragement to Ameri- 
can boys.” 

No one knows better than Colonel 
Roosevelt the opinion in which he is 
held by various groups of his fellow 
countrymen. An interesting example 
of this knowledge occurs in his Auto- 
biography, where he tells how his 
successful conclusion of the Russo- 
Japanese peace at Portsmouth made 
him personally unpopular with the peo- 
ple of both Russia and J apan be- 
cause each nation thought that terms 
more favorable to itself might have 
been exacted. He writes: 

“Of course what I had done in con- 
nection with the Portsmouth peace was 
misunderstood by some good and sin- 
cere people. Just as after the settle- 
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ment of the coal strike there were per- 
sons who thereupon thought that it was 
in my power, and was my duty, to settle 
all other strikes, so after the peace of 
Portsmouth there were other persons — 
not only Americans, by the way — ^who 
thought it my duty forthwith to make 
myself a kind of international Meddle- 
some Matty and interfere for peace 
and justice promiscuously over the 
world. Others, with a delightful non 
sequitur, jumped to the conclusion that 
inasmuch as I had helped to bring 
about a beneficent and necessary peace 
I must necessarily have changed my 
mind about war being ever necessary. 
A couple of days after peace was con- 
cluded I wrote to a friend: ‘Don’t you 
be misled by the fact that just at the 
moment men are speaking well of me. 
They will speak iU soon enough. As 
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Loeb remarked to me to-day, some time 
soon I shall have to spank some little 
international brigand, and then all the 
well-meaning idiots will turn and shriek 
that this is inconsistent with what I did 
at the peace conference, whereas in 
reality it wiU be exactly in line with 
it.’ ” 

Those who would have the key to 
“My Policies,” as the saying used to go 
when Roosevelt was in the White 
House, those who would have the key 
to Roosevelt himself, should read his 
Autobiography. It is rich reading. 
Those who would have a bunch of keys 
should also read his “Presidential Ad- 
dresses and State Papers” and the es- 
says published under the title “Ameri- 
can Ideals.” The last-mentioned col- 
lection holds peculiar interest because, 
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though written about twenty years ago, 
when he was- president of the police 
board of New York, it is literally 
packed with statements which, with the 
change of a word here and there, may 
be directly and helpfully applied to the 
grave conditions which the nation faces 
now. To read these early writings 
without acknowledging the author’s 
prophetic tmderstainding is to be an in- 
tellectual contortionist or else wilfully 
to withhold from him the “square deal.” 
I do not say that the reader of Roose- 
velt’s works must inevitably become a 
Roosevelt man, but I do say that he 
must become a fairer, more intelligent, 
Roosevelt critic. Indeed, I might go 
farther and declare — despite the well- 
known American prerogative to express 
loose opinions on all subjects — that the 
opinion of Roosevelt, good or bad, ex- 
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pressed by a man who has failed to re- 
view Roosevelt’s political life as a 
whole, is not worth Hstening to. I base 
this contention on two facts: First, 
that before I read the Roosevelt works 
my own opinions upon Roosevelt were 
loose and unintelligent. Second, the 
fact that his activities in the last thirty- 
seven years have been so numerous and 
so diversified that the casual citizen for- 
gets the larger part of them. 

In short, I believe that we are still 
too close to Mr. Roosevelt to appreciate 
him fully. Americans lack perspective 
on him, though I beheve that Euro- 
peans, regarding him from afar, have 
a better appreciation of the rugged out- 
lines of his character, precisely as those 
who look at a mountain twenty-five or 
fifty miles away can see it clearly, while 
those who live upon its slopes are con- 
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scious only of the little tract immedi- 
ately about them. 

Then there is the other side of Roose- 
velt, the side so many men have seen 
and adored. When he was president 
he never had what is termed “front.” 
He never posed like a white marble 
statue of a statesman in the entabla- 
tm'e of a white marble temple. He 
was, and is, one of us. We call him 
“T. R.,” and he is perhaps the only 
man in the country who is known to us 
all by his initials. We call him 
“Teddy,” but we do not call a marble 
statue “Woody.” 

Our “Teddy” does not suggest statu- 
ary. He is, perhaps, more like the 
movies — ^like a moviog picture of our- 
selves as we should like to be. He is 
brave, hardy, and adventurous. We 
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should like to be brave, hardy, and ad- 
venturous, too, and we should be if it 
were n’t for all kinds of things that in- 
terfered. He knows what he thinks. 
Well, don’t VDe know what we think, 
sometimes? Certainly! He what 
he thinks. So do we — except when we 
think it might get us into trouble. 
When some one is a bar he calls him one. 
How like us he is! We’ve often 
wanted to do that, too. Yes, Teddy is 
a “regular fellow” — ^just like us. Of 
course we admire that side of him! 

But then there ’s another side. Cer- 
tainly Teddy is all right in his way. 
Yes. He ’s all right so long as he ’s 
like us. But the trouble with him is 
that he is n’t conservative, as we are. 
He is n’t quite safe. He ’s got a little 
too much — ^too much this-and-that about 
him. It’s too bad! could teU him 
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what to do, but the trouble is, he ’s head- 
strong. He won’t listen. He just 
goes roaring on like a steam engine in 
pantaloons. 
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ROOSEVELT AS A PROPHET 

THIRTY-TWO YEARS AGO 

From ^^History of the Naval War of 181^^ 
{written in 1888) 

A miserly economy in preparation may in 
the end involve a lavish outlay o£ men and 
money which after all comes too late to more 
than partially offset the evils. It was crim- 
inal folly of Jefferson and Madison not to 
give us a force of regulars during the twelve 
years before the struggle. The necessity for 
an efficient navy is now so evident that only 
our almost incredible shortsightedness pre- 
vents our preparing one. 

TWENTY YEARS AGO 

From ^^The War Between England and the United 
Stated' {written in 1895) 

In America in one crisis at least the Peace 
at any Price men had cost the nation more in 
blood and wealth than the political leaders 
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most indifferent to war have ever cost it. 
There never was a better example of the ulti- 
mate evil caused by a timid effort to secure 
peace through the sacrifice of honor and the 
refusal to make preparations for war than 
that afforded by the War of 181£. Nothing 
can atone for the loss of the virile fighting 
virtues. Though war is an evil, an inglori- 
ous or unjustifiable peace is a worse evil. 
Peace is worth nothing unless it comes with 
sword girt on thigh. . . . The people as a 
whole deserved just the administrative weak- 
ness with which they were cursed by their 
rulers. Instead of keeping quiet and making 
preparations, they made no preparations 
and indulged in vainglorious boasting. Con- 
tempt is the emotion of all others which a 
nation should be least willing to arouse ; and 
contempt was aroused by the attitude of 
those Americans who refused to provide an 
adequate navy and declined to put the coun- 
try into shape for self-defense. . . . The vic- 
tory in any contest will go to the nation that 
has earned it by thorough preparation. 
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NINETEE5T YEAES AGO 
From '‘The Bachelor of ArtF March, 1896 
It is strange, indeed . . . there should 
exist men who actually oppose the build- 
ing of a navy by the United States, nay, even 
more, actually oppose so much as the 
strengthening of the coast defenses, on the 
ground that they prefer to have this country 
too feeble to resent any insult, in order that 
it may owe its safety to the contemptuous 
forbearance which it is hoped this feeble- 
ness will inspire in foreign powers. No 
Tammany alderman, no venal legislator, no 
demagogue or corrupt politician ever strove 
more effectively than these men are striv- 
ing to degrade the nation and to make one 
ashamed of the name of America. 

EIGHTEEN YEAES AGO 
From “Washington’s Forgotten Maxim,” first 
delivered as an address in June, 1897 

In this country there is not the slightest 
danger of an over-development of the war- 
like spirit, and there never has been any 
such danger. In all our history there has 
never been a time when preparedness for 
war was any menace to peace. 
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From the same address 

A century has passed since Washington 
wrote: ^To be prepared for war is the most 
effectual means to; promote peace.’ We pay 
this maxim the lip loyalty we so often pay to 
Washington’s words; but it has never sunk 
deep into our hearts. Indeed, of late years 
many persons have refused it even the poor 
tribute of lip loyalty. 

American Ideals. Address at Naval War 
College, 1897 

If we forget that we can only secure peace 
by being ready and willing to fight for it we 
may some day have bitter cause to realize 
that a rich nation which is slothful, timid or 
unwieldly, is an easy prey for any people 
which still retains those most valuable of all 
qualities, the soldierly virtues. We must 
strive to build up those fighting qualities for 
the lack of which in a nation no refinement, 
no culture, no wealth, no material prosperity 
can atone. To see this country at peace 
with foreign nations we will be wise to place 
reliance upon a first class fleet or first class 
battleships rather than on any arbitration 
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treaty which the wit of man can devise. 
Peace is a goddess only when she comes with 
sword girt on thigh. Cowardice in a race 
is the unpardonable sin, and a wilful failure 
to prepare for danger may be as bad as 
cowardice. The timid man who can not fight, 
and the selfish, shortsighted or foolish man 
who will not take the steps that will enable 
him to fight stand on almost the same plane. 
The men who have preached universal peace 
in terms that have prepared for the peace 
which permitted the continuance of the Ar- 
menian butcheries have inflicted a wrong on 
humanity greater than would be inflicted by 
the most reckless and war loving despot. 
Better a thousand times err on the side of 
over-readiness to fight than to err on the side 
of tame submission to injury, or cold blooded 
indifference to the misery of the oppressed. 

SIXTEEIT TEAES AGO 

From ^^Military Preparedness and Unpreparedness” 
^‘The Century Magazine” November, 1899 

The mistakes, the blunders, and the short- 
comings in the army management during the 
summer of 1898 should be credited mainly 
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not to any one in office in ISOSj but to 
the public servants of the people, and there- 
fore to the people themselves, who per- 
mitted the army to rust since the Civil War 
with a wholly faulty administration, and 
with no chance whatever to perfect itself by 
practice, as the navy was perfected. In like 
manner, any trouble that may come upon the 
army, and therefore upon the nation, in the 
next few years, will be due to the failure to 
provide for a thorougWy reorganized regu- 
lar army of adequate size last year ; and for 
this failure the members in the Senate and 
the House who took the lead against increas- 
ing the regular army, and reorganizing it, 
will be primarily responsible. ... In the 
Santiago campaign the army was more than 
once uncomfortably near grave disaster, 
from which it was saved by the remarkable 
fighting qualities of its individual fractions, 
and, above all, by the incompetency of its 
foes. To go against a well-organized, well- 
handled, well-led foreign foe under such con- 
ditions would inevitably have meant failure 
and humiliation. . . . The whole staff sys- 
tem, and much else, should be remodeled. 
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Above allj tlie army should be practised in 
mass in the actual work of marcliiiig and 
camping. Only thus will it be possible to 
train the commanders, the quartermasters, 
the commissaries, the doctors, so that they 
may by actual experience learn to do their 
duties, as naval officers by actual experience 
have learned to do theirs. 

From ‘^The Stremious Life/* first delivered 
as a speech in Chicago, 1899 

Our army needs complete reorganization 
- - not merely enlarging — and the reorganiza- 
tion can only come as the result of legisla- 
tion. A proper general staff should be es- 
tablished. Above all, the army must be 
given the chance to exercise in large bodies. 
Never again should we see, as we saw in the 
Spanish War, major generals in command of 
divisions who had never before commanded 
three companies together in the field. 

From the same speech 

The army and the navy are the sword 
and the shield which the nation must carry if 
she is to do her duty among the nations of 
the earth — if she.is not to stand merely as 
the China of the Western Hemisphere. 
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FOUETEEN YEAES AGO 
From Message to Congress, December, 1901 

The American people must either build and 
maintain an adequate navy or else make up 
their minds definitely to accept a secondary 
position in international affairs. There is 
no surer way of courting disaster than to be 
opulent, aggressive and unarmed. It is nec- 
essary to keep our army at the highest point 
of efficiency. 

From Booserelfs Message to the "first session of the 
Fifty-seventh Congress, December, 1901 

So far from being in any way a provoca- 
tion to war, an adequate and highly trained 
navy is the best guarantee against war, the 
cheapest and most effective peace insurance. 
The cost of building and maintaining such a 
navy represents the very lightest premium 
for insuring peace. 

From the same message 

All we want is peace; and toward this 
end we wish to be able to secure the same re- 
spect for our rights from others which we 
are eager and anxious to extend to their 
rights in return, to insure fair treatment to 



THE MOST INTEEESTING AMERICAN 


us commercially, and to guarantee the safety 
of the American people. 

From ^‘National Duties^ a speech at the Minnesota 
State Fair, September 1901 

A good many of you are probably ac- 
quainted with the proverb : “ ^Speak softly 

and carry a big stick — ^you will go far.’ ”... 
Whenever on any point we come in contact 
with a foreign power, I hope we shall al- 
ways strive to speak courteously and re- 
spectfully of that foreign power. Let us 
make it evident that we intend to do justice. 
Then let us make it equally evident that we 
will not tolerate injustice being done to us 
in return. Let us further make it evident 
that we use no words which we are not pre- 
pared to back up with deeds. Such an at- 
titude will be the surest possible guarantee 
of that self-respecting peace, the attainment 
of which is and must ever be the prime aim 
of a self-governing people. 

THIRTEEN YEARS AGO 
From Message to Congress, December, 190$ 

Keep the army at the highest point of ef- 
ficiency. Without manoeuvering our army in 
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bodies of some little size it is folly to expect 
that it can be handled to advantage in the 
event of hostilities with any serious foe. Our 
ofBcers and enlisted men must be thoroughly 
trainedj especially in marksmanship. There 
is urgent need foi' a general staff. There 
should be no halt in the work of building up 
the navy, providing every year additional 
fighting craft. In battle the only shots that 
count are the shots that hit. 

TWELVE YEARS AGO 

From a speech made in ^an Francisco, May 190S 
Remember that after the war has begun 
it is too late to improvise a navy. A naval 
war is two-thirds settled in advance. 

TEN YEARS AGO 

From a speech at Williams College, June i2Jnd, 1905 
Keep on building and maintaining at the 
highest point of efficiency the United States 
navy, or quit trying to be a big nation. Do 
one or the other. 

EIGHT YEARS AGO 

From a speech at Cairo, III., October, 1007 
Our little army should be trained to the 
highest point. 
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Let us build up and maintain at the high- 
est point of efficiency the United States navy. 
The best way to parry is to hit — ^no fight 
can ever be won without hitting — and we can 
hit only by means of the navy. The navy 
must be built and all its training given in 
time of peace. ^ When once war has broken 
out it is too late to do anything. 
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Abstand vom Schwei’pimkt y |/2 a isfc, ■w'enn man unter a die Lange des Stabes 
verstebt. 

Beisp. i) Man ermittle, welcbe Axe in der Pliicbe einer Ellipse festgelegt 
werden muss, damit die Dauer emer Memen Schwingung ein Minimum sei. Man 
zeige, dass die Axe der grossen Axe parallel sein und die kleine HalLaxe 
balbiren muss. 


Beisp. 6.^ Ein gleichfdrmiger Stock ist frei an dem emen Ende aufgehangt, 
TvaJirend das andere sicb dicbt uber dem Boden befindet. Dem Stock vird dann 
eine Winkelgescbwindigkeit in einer verticalen Ebene mitgetbeilt und das Ende, 
an -welcbem ei aufgebangt war, losgelassen, wenn er um einen Winkel von 90*^ 
gestiegen ist. Welcbe Anfangsgescbwindigkeit muss man ibm geben, wenn er beim 
Aufscblagen auf den Boden aufrecbt stecken bleiben soil? Man zeige, dass die er- 

Ibrderlicbe Winkelgescbwindigkeit o dureb +^^7^) gegeben ist, wo- 

rin 2jp irgend ein ungrades Yielfacbe von it und 2 a die Lange des Stabes ist. 


Beisp. 7. Zwei K5rper kdnnen sicb frei und unabbangig unter der Wirkung 
der Scbwere um dieselbe borizontale Axe dreben; ibre Massen sind w, wi'; die 
Abstande ibrer Scbwerpunkte von der Axe V und die Langen ibrer einfacben 
gleicbwertbigen Pendel L, L'. Man beweise, dass die LSnge des gleicbwertbigen 
Pendels, wenn sie in den Gleicbgewicbtslagen aneinander befestigt werden, 

mhLA-m'Ti* I! . ^ 

=— * 1 — ttt— ist. 

Die Lange dieses resultirenden gleicbwertbigen Pendels liegt zwiscben L und 
L', falls h und h' dasselbe Vorzeicben baben. 

Wenn ein scbwerer Punkt an ein scbwingendes Pendel befestigt wird, so 
folgt daraus, dass die Scbwingungsperiode vergrossert oder venmndert wird, je 
nacbdem der Befcstigungspunkt von der Aufbangungsaxe weiter oder nicbt so 
weit entfemt ist als das Scbwingungscentrum, 

Beisp. 8. Um eine Ubr, wie die grosse Westminsterubr zu reguliren, obne 
das Pendel anzubalten, pflegt man auf eine an dem Pendel befestigte Scbale ein 
kleines Gewicht binzu zu legen oder wegzunebmen. Man zeige, dass die Scbale in 
einem Abstand vom AufbSngungspunkt, welcber der balben LSnge des einfacben 
gleicbwertbigen Pendels gleicbkommt, angebracbt werden muss, wenn die gegebene 
Aenderung im Gang der Ubr durch die Zufugung eines mSglicbst kleinen Ge- 
wicbts erreicht werden soil. Man zeige aucb, dass ein kleiner Irrthum in der 
Lage der Scbale auf die Scbwere des eiforderlicben Gewicbts keinen Einfluss bat. 

Beisp. 9. Ein kreisrunder Tiscb vom Centrum 0 wird von drei Beinen AA\ 
BB\ CO' getragen, die auf einem vollkommen rauben borizontalen Boden ruhen 
und ein scbwerer Punkt P wird auf den Tiscb gelegt. Pldtzlicb gibt ein Bein CC' 
nacb; man zeige, dass der Tiscb und der Punkt sicb sofort trennen, wenn jpe grosser 
als ifc* ist, unter p und c die Abstande der Punkte P bez. 0 von der Linie AB ver- 
standen, welcbe die oberen Enden der Seine verbindet, und unter h den Ti^- 
beitsradius des Tisebes mit den nocb tlbrigen Beinen fOr die Linie A!B\ welcbe 
die Pusspunkte der Beine verbindet. 

Die Trennung erfolgt, wenn die Anfangsnormalbescbleunigung des Tisebes 
bei P grosser als die des Punktes ist. 

Bei%. 10. Ein nicbt scbwerer Paden wird um eine feste Ellipse gelegt, deren 
Ebene vertical ist, und die beiden Enden aneinander befestigt. Der Faden ist 
iSnger als der Umfang der Ellipse. Ein scbwerer Punkt kaim auf dem Faden 
frei gleiten und maebt unter der Wirkung der Scbwere kleine Sebwingungen. 
Man beweise, dass das einfacbe gleicbwertbige Pendel der Erfimmungaradius der 
dureb die Gleicbgewiobtslage des Punktes gehenden confocalen Ellipse ist, 
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Kapitel m. Bewegung um eine feste Axe. 


§ 94. Die Einwirkimg des Temperafnrweclisels. Soli ein Pendel 
eine Uhr reguliren, so muss die Schwinguugsdauer uiiveranderlicli sein. 
Da alle Substanzen sicli bei jedem Wechsel der Temperatur ausdebnen 
oder zusammeBziebeu^ so andert sich offenbar der Abstaud des Scbwer- 
punkts des Pendels von der Axe und das Tragheitsmoment fdr sie be- 
standig. Die Lange des einfachen gleiobv^erthigen Pendels hangt jedoch 
nicbt von jedem dieser Elemente fiir sich genommen ab, sondem von 
ihrem Verhaltniss zu einander. Konnen wir daher ein Pendel derart 
construiren, dass die Ausdehnung oder Zusammenziehung seiner ver- 
schiedenen Theile dieses Verhaltniss nicht andert, so hat ein Temperatur- 
wechsel keinen Einfluss mehr auf die Sehwingungsdauer. Eine Schil- 
derung der verschiedenen Methoden, die zur Losung dieser Aufgabe 
vorgeschlagen wurden, findet der Leser in jedem Bueh uber TJhren^). 
Wir wollen hier der Erlauterung wegen nur eine einfache Construction 
angeben, welche viel gebraucht worden ist. Sie wurde von Georg Gra- 
ham um das Jahr 1715 erfunden und von ihm in Band 34 der JPJiil, 


Trans. 1726 (gedruckt 1728) beschrieben. 

Eine schwere Pltissigkeit, wie z. B Quecksillier, wird in einen gusseisemen 
Cylinder gegossen. Eisen T^ird benntzt, theils weil es keine chemisclien Ver- 
bindungen mit dem Quecksilber eingebt, theOs weil sein Ausdehnungscoeffioient 
nicht gross ist. Eine eiseme Stange wird in das obere Ende des Cylinders ge- 
sehraubt und auf die gewOhnliche Art an einem festen Punkfc aufgehangt. Die 
abwarts gerichtete Ausdehnung des Eisens bei einer TemperaturerhOhung sucht 
das Schwingungscentrum tiefer zu legen, wShrend die aufwSrts gerichtete Aus- 
dehnung des Quecksilbers es zu erhdhen sucht Es ist nun zu finden, unter welch er 
Bedingung die Lage des Schwingungscentrums im Ganzen unverdndert bleibt. 

Mk* sei das TrSgheitsmoment des eisemen Cylinders und Stabs fiir die Auf- 
hSngungsaxe, c der Abstand ihres gemeinschaftlichen Schwerpunkts von dieser 
Axe, I die LSnge des Pendels vom AufhSngungspunkt bis zuna Bo den des Cylinders, 
a der innere Eadius des Cylinders; nM die Masse des Quecksilbers, h die HOhe, 
welche es im Cylinder einnimmt. 

Das Tragheitsmoment des Quecksilbercylinders fur eine durch seinen Schwer- 

-2\ 

. 

Das TrMgheitsmoment des ganzen £5ipers bez. der AufhSngungsaxe ist daher 




und das Moment der ganzen in ihrem Schwerpunkt vereinigten Masse 


1) Beid's on Clocks; Denison^s treatise on Clocks and Clockma^ng in 
WeaTs Series, 1867; Captain Eater’s treatise on Mecha/nics in Lardner’s Cyclo- 
paedia, 1830. Von deutschen Biichem sind zu empfehlen: Gelcich, Handbuch der 
Uhnnacherkunst, Wien, 1892; Meidner, Handbnch der Uhrmacherkunst, Wies- 
baden, 1871; Ali g. Joum. fSr IHirmacherkunst; J, A. C. Oudemans, Ueber die 
Compensation eines Secundenpendels fflr Temperatur und Luftdruck vermittelst 
eines Quecksilbercylinders und eines Krflger’sohen Manometers, Astr. Eachr. 100, 
1881; Melde, Theorie und Praxis der astronomischen Zeitbestimmung, Tubingen 
1876; A. KrUger, Barometercompensation an Pendeln, Astr. Nachr. 62, S, 279; 
W^. A, Nippoldt, Ein neues fflr Temperatur- und Luftdruckschwankungeu com- 
pensirteB Pendel, Zeitschr. t Instrumentenkonde, 1889, S. 197. 



Das Pendel (§ 94), 
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Die LSjige L des einfachen gleichwerthigen Pendels ist das Verbal tniss die&er 
beiden Ausdrricke und reducirt 




( 1 ) 


Die lineare Ausdebnung der Substanz, aus welcber der Stab und der Cylinder 
besteben, sei a und die des Quecksilbers ^ fiir jeden Grad des Tbermometers. 
Wird das Fabrenbeit’scbe Tbermometer benutzt, so ist nacb Versucben von 
Dulong und Petit a 0,0000066668, ^ 0,00003836. Es sind daber a und p 

so klein, dass man ibre Quadrate vemacblassigen kann. Bei der Berecbnung der 
Hohe des Quecksilbers muss man berucksicbtigen, dass der Cylinder sicb aucb 
nacb der Seite ausdebnt, die beziiglicbe verticale Ausdebnung des Quecksilbers, 
also 3 p — 2 o£ ist, die wir mit y bezeicbnen wollen. 

Wird nun die Temperatur eines jeden Tbeils urn erbSbt, so vergrOssem 
sicb a, Z, fc, c im Yerbaltnis von 1 + at : 1, 7i dagegen im Verbaltnias von 1 + yt : 1. 
Da L unverandert bleiben soli, so ist 



0 . 


L ist aber eine bomogene Function erster Dimension, also 


cL . vL . , cL j . cL . cL . _ 

-T— a + o 7 ' ^ 4" TTr ^ e + ^ /i = D . 

da dl dk ' dc ^ ch 


Durcb Substitution erbalt man daber die Bedingung 


o; h dj^ 

a — y L dh 

Bedeuten nun A, B den Z3bler und Nenner des Ausdrucks fiir X in Gleicbung 
(1), so erbUlt man durcb Differentiation, nacbdem man recbts und links den natur- 
licben Logaritbmus genommen hat, 


IBL 




L dh 'A 

^ B ^ 

"^\ L • 2/ 


Die gesucbte Bedingung ist mithin 

^ ?L_ 4 

S(P-CC) .A.l’V L */ 
^ 2 


( 2 ) 


Diese Recbnung bat mebr tbeoretiscben als praktiscben Wertb, veil die 
Zablenwertbe von a und p zum guten Tbeil von der Reinbeit der Metalle und 
der Alt, in welcber sie bergestellt wurden, abbSngen. Man muss daber scbbess- 
licb zum Probiren seine Zuflucbt nebmen. Wird der Gang der Ubr durcb einen 
Temperafcurwecbsel ajteiirt, so andert man die Masse des Quecksilbers im Qy- 
linder um ein Gennges, bis sicb durcb weitere Yersucbe berausstellt, dass die 
Ausgleicbung gendgend ist. 

Bei dieser Untersucbung baben wir cc und p als absolut constant voraus- 
gesetzt, dies ist jedoch nur sebr anndbemd ricbtig. Ein Temperaturwecbael von 

45^ C wdrde p um nicbt ganz ^ seines Wertbes Sndem. 
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Kapitel HI. Bewegung urn eine feate Axe. 

Hat man diese Bericbtigungen gemacM, so ist die Compensation auoli aus 
einem andem Grund nicht genau nchtig, weil namlich vorausgesetzt ^nrde, der 
eiserne Cylinder und das Quecksilber batten dieselbe Temperatur Dm jerschie- 
denen Materialien aber, aus denen das Pendel bestebt, absorbiren die 
verscbicdener Gesch^yindigkeit; wabi-end sich daber die Temperatur anderfc, mrd 
der Gang der Ubr noch einen klcinen Febler aufweisen. 

Die gauze Liinge ernes Secundenpendels dieser Art betragt ungefdJir 1117 nun. 
<44 engl. Zoll), dessen Ausdebnung und Zusammenziebung durcb eine Quecksilber- 
f-aule m dem Cylinder von etwa 178 mm (7 engl. ZoU) Lange corrigirt wd. Der 
Kadius des Cylinder ist gewohnlicb etva 25 mm (1 engl. Zoll) lang Das Ge- 
wicbt des (^uecksilbers betragt dann 47,-5% Kilogramm und das Gesai^tgewicbt 
mit Einschluss des Cylinders, der Stange und des Gehauses etwa 6,3 Kilogramm. 

Beisp. Als erste Annidierung betracbte man das Quecksilber als das Ge- 
wicbt, wahrend der Cylinder und die Stange nur so viel Masse besitzen sollen, 
dass sie das Quecksilber tragen konnen. Wir nehmen femer an, h und a seien 
sonel kleiner als L, dass wir ihre Quadrate im Verbaltniss zu L vemacblassigen 

kdunen. Man beweise, dass man aus Gleichung (1) erhalt : L = l — h und aus 
Gleichung (2) A — y L , 


§ 95. Der Auftrieb der Lnft. Eine weiiere Ursacbe zu Feblem bei der 
Pendeluhr liegt in dem Auftiieb der Luft. Er ist erne aufwarts gerichtete, an dem 
Schwerj/imU des Volwnetis des Fendels angreifende Kraft, die de)n Gewicht der ver- 
drangten Liift gleichkommt Eine sebr geiinge Aenderung der Fundamentalunter- 
sucbung in ^ 92 setzt uns in den Stand, sie in Eecbnung zu ziehen. V sei das 
Volumen des Pendels; B die Dichtigkeit der Luft; \ die Abstande der Scbwer- 
punkte der Masse bez. des Volumens von der Aufbangungsaxe ; Mh^ das Trag- 
heitsmoment der Masse lur die Aufhiingungsaxe. Femer woUen wir annebmen, 
das Pendel aei bez. einer Ebene symmetrisch, welche die Axe und jeden der beiden 
Schwerpunkte enthaJt. 

Die Bewegungsgleicbung ist dann. 

ilfb* sin e + YBghi sin 6 (1) 


Daraus folgt auf dieselbe Art wie friiber, wenn I die Lange des gleicb- 
werthigen Pendels ist, 


- -h h 12. 

— _ ft, — Aj ^ ■ 


( 2 ) 


Die Dichtigkeit der Luft ist nun bestandigen Aenderungen unterworfen, 
welche durcb den HSbenstand des Barometers angezeigt weiden. Es sei h der 
Werth der recbten Seite der Gleichung fiir eine normale Dichtigkeit B. Nimmt 
man an, die tbatsacbliche Dichtigkeit ware B ^ dB und die entspreehende 

k^8l VdB 

Lange des Secundenpendels, so erhalt man durcb Differentiation — ^ = - 


und mithin 
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Diese Pormel liefert in passender Form die Aenderung der Lange des gleich- 
werthigen Pendels, welche ein Wechsel in der Dichtigkeit der Luft zur Polge hat. 


§96. Beisp. 1. Wenn die Schwerpunkte derMasae und des Volumens nahezuzu- 
aammenfallen tmd das Gewicht der verdrangten Luft ^ des Gewichts des Pendels 

betrSgt, zu zeigen, dass ein Steigen des Barometers um 26 mm einen Fehler im 
Gang des Secundenpendels von etwa einer Piinftelsecunde pro Tag zur Polge hat. 



Duf PHnclnl (§ 04—07 . S 1 

Dieses Beibpiel setzt uns in den Stand, die Ein'wdrkung det Steigeua de^ 
Barometers anf den Gang eines eisemen Pendels ungefahr al»zu=chdtzen 

Beisp 2 Alan zeige, dass das von der Dichtigkeit der Luft abhungige 
Steigen oder Fallen des Quecksilbers eines am Pendel angebrachten Barometer^ 
dazu benutzt werden kann, die Oseillationsdauer unverandei-t zu erbalten Diese 
Methode wurde zuerst von Dr. Dob ins on in Annagh ISSl im 5 Band der 
Alemoiren der Agronomical SocietT/ und Rj/ater von Denison in den Astro}wmwffl 
notices, Jan. 1873, vorgesclalagen. In den 1859 erschienenen Armaffh Places of 
Stars beschreibt Dr. Robinson die Sch'wierigkeiten , mit denen er bei der Ans- 
fiihrung zu kampfen hatte, ehe er mit dem Gang der Uhr zufrieden Tvar 

Der Quecksilbercylinder in Graham’s Queeksilberpendel kann, ^We Dem^on 
bemerkt, als Gefass fur das Barometer benutzt werden. 

Die der Construction zu Grunde liegende Tlieorie beniht darauf, dass man, 
bei der Differentiation der Gleichung (2j, 7:^ etc als variabel, J dagegen als con- 
stant annimmt. 

Professor Rankine machte in einem in der British Association, 1853 ge- 
haltenen Vorfcrag von einer Uhr mit einem centrifugal en Oder rotirenden Pendel 
Mittheilung, von dem ein Theil aus einem Heberbarometer bestehen sollte. Das 
Steigen und Fallen des Barometers wUrde das Tempo des Ganges der Uhr derart 
regeln, dass die nnttlere Hbhe der Quecksilbersilule wahrend einer langen Zeit aich 
selbst registriren wCirde 

Beisp 3. Nimmt man an, das Pendel schleppe eine Quantitat'Luft mit sich, 
welche in constantem Verhaltniss zur Dichtigkeit D der umgebenden Luft steht 
und fiigt yD dem Tragheitsmoment des Pendels hinzu, ohne die bewegende Kraft 
zu vergrdssem, zu beweisen, dass die Veranderung des gleichwerthigen einfachen 
Pendels, ^relche durch eine Veranderung der Dichtigkeit SB hervorgenifen wird, 
SB 

= ist, § 106) 

§ 97. Durch Versuche ermittelte Tragheitsmomeute. Bei vielen ex- 
perimentellen Untersuchungen Iiat man das Tragheitsmoment des Korpers^ 
mit dem das Experiment gemacht wird^ fiir irgend eine Axe nothig. 
Hat der Korper eine regelmussige Gestalt und ist er homogen oder 
sind die bei dieser Annahme gemachten Fehler so gering, dass man 
sie vemachlassigen kann, so lasst sich das Tragheitsmoment durch 
Rechnimg bestimmen. Dies ist aber manchmal nicht der Fall. Konnen 
wir nun den Koiper unter dem Einfluss der Schwere um irgend eine 
Gerade, welche der gegebenen, in horizontale Lage gebraehten, Axe 
parallel ist, schwingen lassen, so lasst sich mittelst der Gleichung (4), § 92 
der Tragheitsradius fiir eine parallele durch den Sehwerpunkt gehende 
Axe bestimmen. Dazu ist aber erforderhch, dass die Abstande des 
Schwerpunkts von den Axen sehr genau ermittelt -werden. Manchmal 
ist es vortheilhaffcer, den Korper an einem Pendel yon bekaainter Masse 
zu hefestigen, dessen Tragheitsradius bez. einer fasten horizontalen Axe 
vorher durch Beobachtung der Oscillationsdauer ermittelt worden isi 
Durch eine emeute Bestimmung der Oscillationsdauer kann man dann 
das TrSgheitsmoment des zusammengesetzten K5rpers und damit auch 
des gegebenen finden, wenn die Massen bekannt sind. 

'Prtn+'K TVvnftmtlr T A 
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Kapitel III. Bewegung um eine feste Aie. 

1st der Korper eine Lamelle, so lassen sicli auf diese Art die 
Tragheitsradien fiir drei durch den Schwerpunkt gehende Axen er- 
mitteln. Misst man dann langs dieser Axen drei Langen ab^ die den 
Tragheitsradien umgekehrt proportional sind^ so erhalt man drei Punkte, 
die auf einer Centraltragheitsellipse liegen. Die Ellipse lasst sich nun 
leieht construiren. Die Riehtungen ihrer Hauptdiameter sind die Haupt- 
axen und die reciproken Werthe ihrer Langen stellen nach demselben 
Massstab, wie zuTor, die Haupttragheitsradien dar. 

1st es ein raumlicher Korper, so bestimmen sechs beobachtete 
Tragheitsradien die Hauptaxen und Tragheitsmomente fiir den Schwer- 
punkt. Meistens wird jedoch durch besondere Umstande des speciellen 
Problems das Verfahren vereinfacht werden. 

Das folgende Beispiel erlautert den Gebrauch der Methode der Bestimmung Oder 
Elimination der nnbekannten Tragheitsmomente, welche bei gewissen experimentellen 
Dntersuchungen vorkommen. Weitere Beispiele findet man in den §§ 99, 122, etc, 

Beisp. Ein symmetrischer Magnet kann sich frei nm eine yerticale Axe 
drehen, die durch seinen Mittelpunkt geht und die Wirkung des Erdmagnetismua 
wird durch em Paar dargestellt, dessen Moment P’sin 0 ist, wenn 6 den Winkel 
bezeichnet, den die Axe des Magnets mit dem Meridian macht. Die beiden Enden 
des Magnets kSnnen nach Belieben mit zwei gleichen, kugelfSnnigen Metall- 
gewichten beladen werden, die mittelst scharfer Spitzen derart auf dem Magnet 
ruhen, dass sie an der Botationsbewegung des Magnets keinen Antheil nehmen. 
Wenn I das Tragheitsmoment des Magnets, ft die Masse einer jeden der beiden 
Kugeln, 2 c der Abstand ihrer Mittelpunkte ist, zu beweisen, dass die Schwingungs- 
zeiten ohne \md mit den Kugeln 

i. i 

T=i«[I/Ff bez. r = 2*{(J+2(ic*)/F)* 

sind, woraus I und F sich finden lassen, wenn T und T' beobachtet wurden. 
Wenn die Kugeln mit dem Magnet fest verbunden werden, so muss man 2|ac* 

um y ftc* vennehren, worin e der Radius ist (siehe § 14=8). In diesem Pall muss 

e so gut wie c gemessen werden; jedoch wird der in Polge der Reibung am Be- 
festigungspunkt entstehende Fehler vermieden. Man schreibt diese Art den Werth 
Ton F zu finden in der Regel Weber zu. Siehe Taylor’s translations of foreign 
scientific memoirs und Airy’s magnetism, ubersetzt von F. Tietjen: Ueber den 
Magnetismus, Berl , 1871. Die Methods rUhrt von Gauss her; Intensitas vis 
magneticae etc.; auch in Os tw aid’s Klassikem erschienen (1863). 

§ 98. Die LSnge des Secundenpeudels. Die Schwingungen eines 
starren Korpers kann man dazu benutzen, den Zahlenwerth der be- 
schleunigenden Kraft der Schwere zu bestimmen. T sei die balbe Dauer 
einer kleinen Oscillation eines Korpers im luffcleeren Raum um eine 
horizontale Axe, h der Abstand des Schwerpunkts von der Axe, h der 
Tragheitsradius fSr eine paraJlele durch den Schwerpunkt gehende Axe. 
Dann ist nadi § 92 

( 1 ), 

wenn A = also die Lange des einfachen Pendels ist, dessen voU- 
stSndige Schwingungsdauer zwei Secunden betragt. 



Die Lange des Secundenpendels (§ 97 — 100; 


83 


Wir konnen diese Formel auf einen regelmiissigen Korper an- 
wenden, fiir den h und h sick durch. Recknung ermitteln lassen. Man 
kat auf diese Art Experimente mit einer parallelepipediscken Stange 
gemackt, die wie ein Drakt in die Lange gezogen war und an einem 

Ende aufgekangt wurde. , cL k. also die L^ge des gleick- 

wertkigen einfacken Pendels, ist in diesem Pall^ wie man sick leickt 
ilberzeugt, zwei Drifctel der Lange des Stakes. Aus der vorstekenden 
Formel ergibt sick dann A oder gj sobald man die Oscillationsdauer 
beobacktet kat. Dadurck^ dass man den Stab umdrekt und das Mittel 
aus den Ergebnissen in den beiden Lagen nimmt, kann man einen aus 
dem Mangel an Gleickformigkeit der Dicktigkeit oder der Figur ent- 
stekenden Fekler wenigstens tkeilweise corrigiren. Es kat sick jedock 
als unmoglick gezeigt, einen so gleickformigen Stab zu besckaflfen, dass 
die Resultate ubereingestimmt katten. 

§ 99. Lassen wir einen Korper nackeinander um zwei parallele 
Axen sckwingen, welcke versckiedenen Abstand vom Sckwerpunkt kaben, 
so erkalten wir zwei Gleickungen von der Art wie (1) 

F + = 1 

I (2). 

Aus iknen lasst sick nun /*;- eliminiren, so dass 

= — ( 3 ). 

Diese Gleickung liefert A. Da versckwunden ist, so kat die Gestalt 
und Structur des Korpers keinen Einfluss mekr. Man bringt in dem 
Korper zwei Oeffiiungen an, in welcken Sckneiden befestigt werden, 
und gibt diesen Oeffiiungen eine dreieckige Gestalt, um Gleiten zu ver- 
kiiten. Den Korper, der auf der einen Sckneide rukt, lasst man dann 
kleine Schwingungen machen. Die senkreckten Abstande h, K des 
Schwerpunkts von den Axen (den Sckneiden) mfissen mit grosser Sorg- 
falt gemessen werden. Die Formel gibt dann A. 

Ein solckes Pendel heisst ein Heversion^endel. und wurde zuerst 
durck Boknenberger und spater unabkangig von ikm durck Kater 
erfunden. 

§ 100. Bei Capt. Kater’s Methode (PM. Trans. 1818) ist der 
Koiper mit einem gleitenden Gewicht in der Gestalt eines Ringes ver- 
seken, der mittelst einer Sckraube auf- und abbewegt werden kann. 
Der Korper selbst kat die Form einer Stange und die Oeffiiungen sind 
so angebrackt, dass der Sckwerpunkt zwiscken iknen liegt. Das Ring- 
gewickt wird nun so lange bewegt, bis die beiden Oscillationszeiten 
genau gleich sind. Die Gleickung (3) zur Bestimmung von A erhalt dann 
die Gestalt 
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=: T“ • 

Die Construction liat den Vortlieil, dass man die Lage des Schwer- 
punkts, den man durch Experimente nicht ohne Sckwierigkeiten er- 
mitteln kann, nicht braueht, da nur h -f h', der genaue Abstend der 
Schneiden, nothig ist Der Nachtheil besteht darm, dass das Gemcht 
in Gestalt des Binges solange bewegi werden muss, bis die beiden 
Oscillationszeiten, von denen jede schwierig zu beobachten ist, gleich sind. 

§ 101. Der Gleichung (3) kann man die Eorm geben 

h + K y- + jT'- , 1 fe + rrri 

I 2 ‘ 2 h — h' ' 

Wenn man daher den Korper so einrichtet, dass die Schwmgungszeiten 
urn die beiden Aufhangeaxen nahezu einander gleich sind, so wird 

^2 2''- tlein und es reicht daher aus, wenn man in dem letzten 

Glied ftir Ji und h' ihre NdhermgsicertJie setzt Die Lage des Schwer- 
punkts muss man natttrlich so genau wie moglich ermitteln; ein Heiner 
Pehler in seiner Lage hat aber keine sehr grosse Folge, da er mit der 
V Iai'tipw Grosse T® — T'^ multiplicirt wird. Der Vorzug dieser Con- 
struction Tor der Kater’schen besteht darin, dass das Bin^ewieht 
entbehrlich wird und das einzige Element, das noit der aussersten Ge- 
nauigkeit gemessen werden muss, h hf der Abstand zwischen den 
Schneiden ist. 

§ 102. Urn den Abstand zwischen den Schneiden zu messen, ver- 
glich Capitain Eater zuerst die verschiedenen Normallangen miteinander, 
die da-mnla in Gebrauch waren, und durch welche er die Lange seines 
Pendels ausdrilckte. Seither ist eine viel voUstandigere Vergleichung 
dieser und anderer Normalmasse durch den zu diesem Zweck im Jahr 
1843 eingesetzten Ausschuss vorgenonunen worden. PM. Prows. 1857. 

Nachdem Eater seine Langeneinheit festgesetzt hatte, begann er 
den Abstand zwischen den Schneiden mit Hillfe von Mikroscopen zu 
messen. Er wandte dabei zwei Methoden an, die jedoch hier nicht 
beschxieben werden konnen. Dagegen woUen wir zeigen, welche 
ausserordentliche Sorgfalt bei diesen Messungen nothig ist. Obgleich 
die Bilder der Schneiden stets voUkommen scharf mit Maren TJmrissen 
waren, so betrug doch ihr Abstand, wenn der Hintergrund, auf dem 
man sie sah, schwaiz war, 0,01453 eines Millimeters weniger, aJs wenn 
der Hintergrund weiss war. Dieser Unterschied blieb derselbe, man 
mochie dem Object und dem Hintergrund eine relative Beleuchtung 
geben, welche man woUte, so lange nur der Unterschied von weiss 
und s^warz gewahrt bKeb. Drei Beihen von Messungen wurden vor- 
genommen, zwei beim Beginn der Experimente und die dritte einige 
Zait spater, Der Zweck der letzteren war, festzustellen, oh die Schneiden 
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durch den Gebrauch gelitten bafcten. Die mittleren Kesultate dieser 
drei Reihen yon Messungen differirten weniger als den vierhundertsten 
Tbeil eines Millimeters voneinander, wabrend der zu messende Abstand 
etwa einen Meter betrug. 

§ 103. Die Dauer einer einzelnen Schwingung bann man nicbt 
direct beobachten, weil man dann einen Tbeil einer Zeitsecunde^ wie 
sie die Ubr zeigt, mit dem Auge oder Obr abscbatzen rniisste. Die 
Scbwierigbeit beseitigt man dadurcb; dass man die Zeit von, man sage, 
tausend Oscillationen beobacbtet, wodurcb der fiir die Zeit einer ein- 
zebien Scbwingung begangene Febler durcb tausend dividirt wird. 
Die Arbeit, so viel zablen zu miissen, kann man sick durcb die An- 
wendung der von M air an erfundenen und von Bor da vervoUstandigteu 
„Metbode der Coincideuzen“ ersparen. Das Pendel wird einem XJbr- 
pendel gegeniibergestellt, dessen Scbwingungsdauer nur sebr wenig 
von der seinigen verscbieden ist. Man bringt auf den beiden Pendeln 
Zeicben an, die man durcb ein Telescop an dem tiefsten Punkt ibrer 
Scbwinguugsbogen beobacbtet. Das Gesicbtsfeld wird durcb einen Spalt 
auf eine enge Oeffiaung bescbriinbt, durcb welche man die Zeicben bei 
ibrem Durcbgang beobacbtet. Bei jeder folgenden Oscillation riickt 
das eine Pendel dem andem naber, bis sein Zeicben sicb zuletzt mit 
dem andern wabrend des Durcbgangs durcb das Gesicbtsfeld des 
Telescops voUstandig deckt. Nach einigen Scbwingungen erscbeint es 
wieder und ist dem audem voran. In der Zwiscbenzeit zwiscben dem 
einen Verschwinden bis zum nacbsten bat das eine Pendel so nabe 
wie nur mogbcb eine voUe Scbwingung mebr gemacbt, wie das andere. 
Wir miissen daber die Anzahl der Scbwingungen, welcbe eines der 
Pendel in diesem Zeitraum macbt, zablen. Beim Beginn des Zablens 
moge das eine Pendel, so genau, wie wir es nur zu beurtbeilen ver* 
mogen, mit dem andem sicb decken. Nebmen wir an, nacb n balben 
Scbwingungen des Ubrpendels sei die Coincidenz der Zeicben nocb 
nicbt ganz eingetreten, nacb w -{- 1 balben Scbwingungen dagegen 
scbon voriiber. Gebt das TJbrpendel langsamer als das andere, so 
muss das letztere w + 2 oder w + 3 balbe Scbwingungen in dem Zeit- 
intervall gemacbt baben. Die Zeit einer balben Scbwingung des Pendels 

liegt daber zwiscben den Briicben y ^ und der Oscillationsdauer 

des Ubrpendels. Nimmt man eine dieser Annaberxmgen als die 
wirkliche Dauer einer balben Scbwingung des Pendels an, so ist der 

Fehler kleiner als _|_ 2 ) ( » ' -{- sj halben Scliwingung des 

UlupendelB. Der Febler Tariirf; mitbin nabezu umgekebri wie das 
Quadrat der AmAbI der Sobwingungeri zwiscben zwei Coincidenzen der 
Pendel Anf diese Art fand man, dass 530 balbe Scbwingungen eines 
Ubipendd% TOn denen jede eine Secunde dauerte, 532 solcben Scbwin- 
gungen Ton Gapitain Eater's Pendel entspracben. Der Febler, den 
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man bei dieser Anniilierung begelit, ist so klein, dass er in 24 Stimden 
erst auf etwa 4 Secunden anwacbst. Das Verhaltniss der Oscillations- 

daiier des Pendels und des TJbrpendels lasst sicb derart mit ausserster 
Genauigkeit berecbnen. In welcbem Tempo die TJhr geht, muss man 
dann astronomisch bestimmen. 

Man beaclite die Aehnlicbkeit zwischeu diesem Verfahren und dem 
Gebrauch des Nonius bei der Vergleichung der L^gen. Selbstver- 
standlich sind sie verschieden, weil der Nonius auf den Raum an- 
n-ewendet wird und wir es liier mit der Zeit zu tbun haben; das all- 
gemeine Princip aber ist dasselbe. 

§ 104. Die so gefxmdene Schwingungszeit erfordert noch mehrere 
Bericbtigungen (Rediictiouen). Ist z. B. die Oscillation nicht so klein, 
dass man in § 92 sind = B setzen kann, so muss man eine Reduction 
auf unendlich kleine Bogen machen. Wie dies im AUgemeinen aus- 
zufiihren ist, wird in dem Kapitel uber unendlich kleine Schwingungen 
erortert werden. Eine andere Reduction wird erforderlich, wenn das 
Resultat auf dasjenige, welches es auf dem Niveau des Meeres gewesen 
ware, gebracht werden soil. Der Anziehungskraft des dazwischenliegenden 
Landes lasst sich nach Dr. Young’s Regel {JPhil, Trans. 1819) Rech- 
nung tragen. Man erhalt so die Schwerkraft auf dem Niveau des 
Meeresspiegels, indem man annimmt, aUes Land iiber dieser Hohe ware 
weggeschnitten und das Meer gezwungen, seine gegenwartige Hohen- 
lage beizubehalten. Da diese Lage durch die Anziehung des Landes 
verandert wird, so sind noch weitere Correctionen nothig, wenn 
wir das Resultat auf die Oberflache des RotationseUipsoids reduciren 
woUen, welches der Gestalt der Erde am nachsten kommt. Siehe Cambr. 
Phil Trans. Vol. YIII. On the variation of gravity at the smrface of 
earth von Sir G. Stokes, 1849. 

Baily gibt die Lange des Pendels, dessen halbe OsciUationszeit 
eine mittlere Sonnensecunde dauert, in der freien Luft in der Breite 
von London zu 993,97 mm und eines ebensolchen fiir Stemsecunden zu 
988,55 mm an. 

§ 106 . Correction fiir den Widerstand der Lnft. Die Beobacbtmigeii mussen 
in der Lufb gemacht werden und sind daher, um die voile Eraft der Sohwere zu 
ennitteln, auf einen luffcleeren Raum zu reduciren. Diese Reduction besteht aus 
drei Theilen: (1) der Berichtigung fur den Auffcrieb der Luft, (2) Du Buat’s Cor- 
rection fur die von dem Pendel mitgerissene Lufb, (3) dem Widerstand der Luft. 

V sei das Volumen des Pendels, welches sich durch Abmessen der Dimen- 
flionen des KQrpera ennittehi lasst. Da die „Reduction auf den lufbleeren Raum“ 
nur eine Correction ist, so haben kleine unvermeidliche Fehler beimMesaen nur die 
Whkung kleiner GrOssen zweiter Ordnung auf den Werth von X. ^ sei die Dichtig- 
keit der Luft, wenn das Pendel um die eine Schneide schwingt, o' die Dichtigkeit 
ffir das Schwingen um die andere Schneide. Dauert die Beobaohtung nicht ISnger 
als eine oder zwei Stunden, so kann man setzen. Die Wirkung des Auf- 
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triebs der Luffc wire! dadiirch beriicksichtigt, das& man annimmt, eine Krait 
wirke am Schwerpunkt des Yoluniens des Kbrpers aufwarts 1st der Kdrper bez 
der beiden Schneiden so genau wie es nur mdglicb ist, pyrnmetrisch gearbeitet, 
so liegt dieser Scbwerijunkt in der Mitte z\\dsehen den beiden Schneiden \ergl. §95. 

Du Buat entdeckte durch Exi>erimente, dass ein Pendel eine gewisse Masse 
Luft mit sich hin und her schleppt, welche seme Tragheit vergrossei-t, ohne die 
bewegende Kraft der Schwere zu erhbhen. Es ist dies yon Bessel und Stokes 
bestatigt worden. Die mitgeschleppte Luft steht zu der durch den Kciiper ver- 
drSngten Luftmasse in einem Yerhaltniss, welches von der ausseren Gestalt des 
Kdrpers abhangt. Wir woUen es durch ftFp darstellen. Ist der Kdrjier be^g- 
lich der Schneiden symmetrisch, so dass seine ilussere Gestalt fur jede der beiden 
Schneiden als Aufhangungsaxe dieselbe bleibt, so ist fur jede Art der Schwin- 
gungen das gleiche. Ist Tc der Tragheitsradius der mitgeschleppten Luft fiir eine 
der beiden Aufhangungsaxen und m die Masse des Pendels, so muss zu dem 
in Gleichung (1), § 92 und daher auch in § 98 das Glied hinzugefugt 

werden. 

Zieht man diese beiden Correctionen in Rechnung, so wird Gleichung (1) in § 98 

+ ft. + 1 r« _ li 

“ ' wi \ m 2 / 


und die entsprechende fiir die Schwingung um die andere Schneide 




Daraus muss V wie frviher eliminirt werden. Numnt die Beobachtungszeit 
bez. der beiden Schneiden nioht zu viel Zeit in Anspruch, bo kann man e = e' 
seteen und Du Buat’s Correction yerschwindet dann. Das ist natiirlich ein 
grosEer Vortheil. Man erhklt dann 

h + ii’ r» + r* , 1 T-*! (^ _ Zi'i 

— 2 in)' 


worin dae letzte GHed sehr klein ist, weil T und T' sich nahezu gleich kommen. 

Der Widerstand der Luft ist eine Function der WinkelgeBchwindigkeit dB/dt 
des PendelB. Die Geschwindigkeit ist sehr klein; nehmen wir daher an, dass das 
Maclaurin's Theorem sich anwenden ISsst, d. h, dass kein Coefficient einer Po- 
tenz, welche hfiher als die erste ist, sehr gross ist, so wird der Widerstand pro- 
portional de/dt Die Bewegungsgleichung erhalt mithin die Gestalt 
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wo 2«/« die Daner einer voDstandigen Schwingung im luftleeren Baum ist und die 
rechte Seite von dem Widerstand der Luft heirfihrt. Das NShere fiber diese 
Gleichung flndet man in dem Kapitel, das von den kleinen Osefflationen handelt. 

Siehe: Du Buat, JPrineipes d’hydraulique 1786 P. W. Bessel, Kfinigl. 
A-iro..ip,..;a der Wissenschaften, Berlin 1826. Baily on the correction of the pm~ 
duhm JPhU. Trans. 1832. Account of the operations of the great tngonometrietd 
mrveg in India von Capt. Heaviside 1879. General Walker’s accowit of recent 
petiduhm operations etc., Phil. Trans. 1890. 


§ 106. Die Constrnction euies Pendels. Bei der Construction eines 
IteTersioii^e&dels zur Messung der Schwerkraft sind folgeude Puntte 
von Wichtigkeit: 
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1) Die Aufhangungsaxen oder Scimeiden diirfen Yom Massen- 
sehwerpunkt nicht denselben Abstand haben. Sie soUen paraDel zu 
cinauder seiti. 

:i) Die Oscillationsdauer soil fiir die beiden Scbneiden gleich sein. 

H) Die ilussere Gestalt des KoiiDers muss symmetrisch und fiir die 
beiden Aufhiingungsaxen dieselbe sein. 

4) Das Pendel muss eine so regelmassige Gestalt haben, dass die 
Dimensionen aller Theile sich leicht berechnen lassen. 

Diesen Bedingungen ■\rird geniigt, wenn das Pendel die Gestalt 
eines rechtwinkligen Parallelepipeds mit einem Cylinder an jedem Ende 
hat. Diese Cylinder sollen ihrem Aeusseren nach congruent, der eine 
jedoch massiv, der andere hohl und derart sein, dass der Abstand 
zwischen den Schneiden so nahe aJs nur moglich der durch JRechnung 
gefundenen Lange des gleichwerthigen einfachen Pendels gleichkommt. 
Em solches Pendel heisst ein Rejfsdl(^ sches. 

o) Das Pendel soil soweit als mogKch you demselben Metall verfertigt 
werden, damit es bei Temperaturanderungen sich selbst ahnlich bleibt. 
Da die Oscillationszeiten iihnlicher Korper sich andem, wie die Quadrat- 
wurzel aus ihren linearen Dimensionen, so liisst sich alsdann die 
beobachtete Schwingungsdauer leicht auf eine Normaltemperatur redu- 
ciren. Die Schneiden dagegen miissen aus einem festen Material her- 
gestellt werden, so dass man gegen Verletzungen derselben moglichst 
gesichert ist. 

§ 107. Beiap. 1. Fiir den Fall, dass die Schneiden nicht voUstandig scharf 
sind, sei r der VnterscJiied ihrer Kriinunungsradien; man heweise, dass nahezu 

l 

ist. wenn das Pendel im luftleeren Ramn schwingt. Die Correction verschwindet 
olfenhar, wenn die Schneiden gleich scharf smd. Durch Umtauschen der Schneiden 
erhrdt man dieselbe Gleichnng mit anderemYorzeichen Yon r. Stellt man mehrere 
Beobachtungen an, so lasst sich auf diese Art r bestimmen. Ein ahnlicher Satz 
ist Laplace von Dr. Young Miscellaneous Works^ Bd. 2, S, 1, London, 1866, zu- 
geschrieben worden. 

Q seien die Kriimmungsradien der Schneiden Nimmt man die Momente 
um die Momentanaxe, so erhalt man^ wie in § 98, ft® + 1 Y®. Da q 

klein ist, harm man der Gleichung die Form geben ft*-f-^* — (ft®+ft*)-|- — 

ft 

Da femer die Schwingungszeiten T, T' nahezu gleich sind, so ist, nach § 92, Tc^^hh' 
mit grosser Annfiherang. Substituirfc man diesen Werth von ft in die Gheder, die 
selbst nur einen kleinen Werth haben, so wird ft® + ft® — (ft + ft') ^ — 1ft T\ Wenn 
das Pendel um die andere Schneide sohwingt, erhalt man eine ahnliche Gleichung 
durch Vertauschen von ft mit ft' und T mit T\ Dadurch, dass man ft* wie in 
§99 eliminirfc und sich erinnert, dass r== 9 ' — ^ ist, findet man das gesuchte 
Resultat. 

Beisp, 2, Ein achwerer Ball in der Gestalt einer Kugel wird mittelst eines 
sehr dunnen Drahtes nacheinander an zwei PunMen A und B aufgehSngt, deren 
verticaler Abstand 6 sehr sorgffltig gemessen worden ist und hildet so zwei 
Pendel. Der tiefste Punkt des Balles wird bei dem jedesmaligen Aufhangen 
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mCglichst genau auf diesellje HOlie eingestellt und diese H6he befindet sich unter 
A und B annahemd in der Tiefb a bez a Man beweise, "wenn r den Eadius 
des Balles bedeutet^ der im Vergleich mit a oder a' und Z, l\ den Langen des 
gleichwerthigen einfachen Pendels klein ist , dass mit gi*Of<«er Annaherung 

— =1 — c ist. Man zeigo weiter . ’wde man diirch Zahlen der 

0 (a — r) {a — rj 

Anzahl der in einer gegebenen Zeit von jedem Pendel gemachten Schwingungen das 
Verhtiltniari von Z zu T finden kann. ilan zeige femer, wie ff ermittclt -^d und 
gebe an, welcbe Langen hocbst sorgtaltig zu niessen und welcbe nur annahemd 
nothig sind, wenn die Resultate brancbbar sein soUen Diese Methode hat Bessel 
benutzt. Siehe seine ben’ilimten ,,Untersucliungen iiber die Lange des einfacben 
Secundenpendels“ (Abhandlungen der Berliner Akademie 1826^; auch in Ofat-vrald’s 
Klabsikem orscbienen (Heft 7). 

§ 108. Eine Normallange. Die Lange des Secundenpendels ist in 
England als nationale NormaHange benutzt worden. Durch Parlaments- 
bescbluss mirde im Jahr 1824 bestimmt, dass der Abstand zwiscben 
den Centren zweier Punkte, die in den goldenen Knopfen eines geraden 
Messingstabes augebracbt waren, welcben der Secretar des Hauses der 
Gemeinen in Verwalirung batte und auf welcbem ,,.9ta7idard yard 1760^' 
eingravirt ^var, die wabre Original-Normallange, eine Elle (yard) ge- 
nannt, fiir eine Temperatur des Messings von 62® Fabr. sein soUte. 
Da es notbig scbien, diese Normalelle bei Bescbadigungen wieder in 
derselben Lange durcb Yergleicbung mit einem unveranderlicben natiir- 
licben Normalmass berstellen zu konnen, wurde verordnet, die neue 
Normalelle solle von solcber Lange sein, dass das Pendel, welcbes Secunden 
mittlerer Zeit in der Breite von London im luftleeren Raum auf dem 
Niveau des Meeres scbwinge, eine Lange von 39,1393 engl. ZoU babe. 

Nacbdem diese Normalelle bei dem Brand des Parlamentsgebaudes 
1834 unbraucbbar geworden war, wurde 1838 eine Commission ein- 
gesetzt, die 1841 bericbtete, sie balte es zwar far angezeigt, einen be- 
stimmten Messingstab zur Normalelle zu nebmen, dagegen konne sie 
nicbt empfeblen, bei der Wiederberstellung eines solcben die Lange des 
Secundenpendels zu Grunde zu legen. „Seit dem Decret vom Jabr 1824 
ist festgestellt worden, dass verscbiedene Keductionselemente bei den 
Pendelversucben, die darin angezogen werden, theils zweifelbaft, theils 
irrig sind. So bat Dr. Young, PM. Trans. 1819 gezeigt, dass die Re- 
duction auf das Niveau des Meeres zweifelbaffc ist; Bessel, Astronom. 
Nacbr, Nr. 128 und Sabine, jPhil. Irans. 1829, dass die Reduction fiir 
das'Gewicbt der Luffc feblerbaft ist; Baily, Phil Trans. 1832, dass die 
specifiscbe Schwere des Pendels unrichtig gescbatzt wurde und die von 
den Achatplatten berrUbrenden Febler die Resultate zweifelbaffc macbten; 
Kater, Phil Trans. 1830 und Baily, Astron. Soc. Memoirs Vol. ES, 
dass merkbare Febler durcb die Yergleicbung der Pendellange mit 
Sbuckburgh’s Massstab entstanden seien, von dem vorausgesetzt wurde, 
er sfcimme mit dem gesetzlicben Normalmass Qberein. Daraus gebt 
bcrvor, dass das in dem Decret vorgescbriebene Verfabxen nicbt noth- 
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^endiger Weise die fruhere Lange der urspriinglichen EUe ergeben 
wtlrde/^ Die Commission stellte fest, dass es verscbiedene Masse gebe, 
die fruher genau mit der Originabormalelle verglicben warden und 
dass durch ibre Benutzung die Lange der Originalelle obne merkbare 
Febler bestimmfc werden konne, 1843 wurde eine andere Conmission 
eingesetzt, liber deren Wirksamkeit man Nakeres in einem Bericht von 
Sir G. Airy an die Royal Society, 1857 findet. 

In Prankreicb ist die Iformall^ge das Meter. Diesem wurde^, wie 
der englischen Normalelle, ein in der Natur gegebenes Mass zu Grunde 
gelegt. Der zelmmillionste Tkeil der Lange eines Erdmeridians, vom 
Pol bis zum A equator gemessen, wurde als gesetzliches Meter definirt. 
Als man jedoch spater neue und genauere Messungen vomabm, stellte 
es sich herauSj dass man die Lange des gesetzlicken Meters nicht bei 
jeder Verbessemng der Erdmessnng andem konnte. In der That ist 
daher das Meter durch einen in Paris aufbewahrten Stab von bestimmter 
Lange definirt. 

Die Benutzung des Secundenpendels als Normallange setzt voraus, 
dass man bereits eine Normalzeit bestimmt hat. Man muss dabei auf 
ein in der Natur gegebenes Mass zuruckgreifen und wahlt gewohnlich 
die Zeit der Dmdrehung der Erde um ihre Axe. Es empfiehlt sioh 
durch seine Einfachheit, da das Zeitintervall zwisehen zwei aufeinander 
folgenden Durehgangen desselben Sterns durch den Meridian der Ro- 
tationszeit der Erde sehr nahe gleichkommt. Doch kann man auoh 
andere in der Natur sich findende Normalmasse zur Regelung des Ganges 
unserer Uhren benutzen, 

ITeber die beiden Beriehte (1873 und 1874) des JJnifs Committee's 
der British Association bez. dieses Gegenstandes siehe Prof. Everetts 
Abhandlung liber Units and Bhyskal constants- 


% 109. Schwingung der Unpahe eiaer Uhr. Ein Stab B' OB kann 
sich frei um seinen festliegenden Schwerpunkt 0 drehen und unterliegt 

der Einwirkung einer sehr feinen Spiral- 
feder CPB. Das eine Ende C der Feder 
ist derart befestigt, dass auch die Tan- 
gents im Punkt G festliegt und das 
andere Ende B ist mit dem Stab so ver- 
bunden, dass die Tangente in B einen 
constanten Winkel mit dem Stab macht. 
Man soil die Oscillationsdauer finden, 
welche eintritt, wenn der Stab um irgend 
einen Winkel gedreht wird. Diese Con- 
struction wird in Taschenuhren gerade wie das Pendel bei Pendeluhren 
zur Reguhrung der Bewegung benutzt. In vielen Ilhren ist der Stab 
durch ein Rad ersetzt, dessen Centrum 0 ist. 

Ox sei die Lage des Stabes, wenn er sich im Gleichgewicht be- 
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jBndet, 0 der Winkel, den der Stab mit Ox zu irgend einer Zeit t 
macht^ Mh^ das Tragheitsmoment des Stakes fiir Of ^ der Krummungs- 
radius for irgend eiuen Punkt P der Feder^ Qq der Wertb von q fiir 
den Gleichgewicbtszustand. Ferner seien (Xf y) die Coordinaten Ton 
P auf 0 als Coordinatenanfang und Ox als x-Axe bezogen. Wir woUen 
die Bjraffce betrachten, welche auf den Stab und den Tbeil BP der 
Peder wirken. Die auf den Stab wirkenden Krafte besteben aus den 
am Scbwerpunkt 0 parallel den Coordinatenaxen angreifenden Compo- 
nenten X, T und den in entgegengesetztem Sinn genommenen Effectiv- 
kraften, die einem Paar Mlc^ d^d/dt^ gleichkommen. Die auf die Feder 
wirkenden Kraft e besteben aus den in entgegengesetztem Sinn genom- 
menen Eflfectivkraffcen, welebe in Polge der Peinbeit der Feder so klein 
sindy dass sie vemacblassigt werden konnen, und der resultirenden 
Wirkung langs des Querscbnitts der Feder bei P. Diese resultirende 
Wirkung wird durcb die Spannungen der unzabligen Pasem, aus denen 
die Feder besteht, bervorgebracbt und diese sind einer Kraft am Punkt 
P und einem Kraftepaar gleich. Wird eine elastiscbe Feder so ge- 
spannt, dass sicb ibre Kriimmung andert, so ist, wie die Praxis und 
Tbeorie zeigt, dieses Paar der Kriimmungsanderung fiir den Punkt P 

proportional. Wir koimen es daber durcb JE — ~) darstellen, wobei 

E nur von dem Material, aus dem die Feder gemacbt ist und der Form 
ibres Querscbnitts abbangt. 

Um nicbt die unbekannte am Punkt P wirkende Kraft einfubren 
zu mtissen, w-oUen wir die Momente um P nebmen. Wir erbalten 


Diese Gleicbung gilt fur jede Lage des Punktes P. Betrachtet 
man fiir den Augenblick die linke Seite als constant und x, y als 
variabel, so stellt sie die Gleicbung far die Gestalt der Feder dar. 

Es sei PP = 5. Multiplicirt man die Gleicbung mit ds und iate- 
grirt uber die ganze Lange I der Spiralfeder, so wird 


ds 

Nun ist — der Winkel zTrisehen zwei aufeinander folgenden Nor- 
Cds 

malen und daber / -- der Winkel zwischen der Anfangs- und End- 
normaJe. Da aber im Punkt C die Normale zu der Feder wabrend 


der Bewegung festliegt, so ist j (y — y) Winkel zwischen den 

Normalen im Punkt B in den beiden Lagen, in welchen B — 6 und 
6 — 0 ist. Weil nun die Normale im Punkt B einen constanten 
Winkel mit dem Stab macht, so ist dieser Winkel der Winkel den 
der Stab mit seiner Gleicbgewicbtslage macbt. Sind femer y die 
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Kuidtti in Bcweprung nm einp feste Axe. 


CoorJinatpn cles Schwerpunkts cler Feder zur Zeit t, so 


isijxds = xlj 


r}jc[s = ijl. Die Bewegiuigsgleichuiig erhalt souach die Form: 

Nehineu wir an, in der Grleichgewichtslage finde kein Druck auf 
(lie Axe 0 statt nnd die Schwingungen seien klein, dann sind X und 
Y wahrend der Bewegung kleine Grdssen you derselben Ordnung wie 6. 
Wir nehmen ferner an, der Stiitzpunkt 0 befinde sieb wakrend des 
Zustandes der Rube iiber dem Scbwerpimkt der Feder. Isfc nun 
die Aiizabl der Windungen der Spiralfeder gross und jede Windung 
nabezu kreisformig, so wird sicb der Scbwerpunkt niemals weit von 0 
entfernen. Yx und Xy sind daber beide Products zweier kleiner 
Grossen und dessbalb mindestens von der zweiten Ordnung. Vemacb- 
lassigt man diese Glieder, so \vird 


Mlc- 


d^d 

dt- 



.y-- 


E 


Die Scbwingungsdauer ist daber 2%^ 

Daraus gebt bervor, dass bei einer ersten Annaberung die Scbwin- 
gungsdauer unabbangig von der Gestalt der Feder im Gleicbgewicbts- 
zustand ist und nur von ibrer Lange und der Form ibres Querscbnittes 


abhangt. 

Wird die Lange I der Feder vergrossert, so nimmt die Oscillations- 
zeit zu und die Ubr gebt nacb. Um diesen Febler nothigenfalls cor- 
rigiren zu kdnnen, ist die Druckscbraube, durcb die der Punkt C ge- 
balten wird, an einem Stab Ox befestigt, welcber sicb um 0 so dreben 
lasst, dass sicb die Feder nicbt mitiebt. Die bei D festgebaltene 
Feder gleitet durcb die Druckscbraube C und die Lange von CB^ also 
(lie zur Wirkxing kommende Lange I der Feder wird bei einer Drebung 
von I) weg verkiirzt. Bewegt man den Stab Ox nacb 1) zu, so wird 
die wirksame Lange I vergrossert. 

Diese knrze Darstellimg der Bewegung einer Uhrunrube ist einem der Aka- 
demie derWissenschaffcen fiberreiohten Anfsatz entnommen. "WeitereUntersuchungen 
Uber die fiir leochronismns nSthigen Bedingungen und die Bestimmung der besten 
Gestalt der Feder findet der Leser in Liouville’s Journal 2, Y, 1860, M.E. Phi- 
lipps, Memoire sm^ le spirdle reglant des chronometres et des Triontres, 

Wenn die Temperatur w§,chst, so w^chst auch die Lange I der Dnruhe. Aus 
diesen und anderen Grunden gebt die TJbr nach. Die Compensation fur einen 
Temperaturwechsel wird jetzt gew5hnHch dadurch bewirkt, dass man das Tr§g- 
heitsmoment des oscillirenden KSrpers andert. Der XJmfang des Dnruherades ist 
kein voUat&ndiger Kireis, sondem besteht aus zwei Bogen, von denen jeder kleiner 
aJs ein kaJber Kreisurnfang ist. Das eine Ende eines jeden ist an das eine Ende 
des Stabes JB^OB befestigt, wahrend nicht weit von dem andem freien Ende eines 
jeden Bogens eine kleine Masse angebracht ist. Jeder Bogen ist aus zwei ddnnen 
nebeneinander liegenden Streifen von verschiedenem Metall hergestellt, von denen 
der aussere sich in der Wanne mebr ausdehnt als der innere. Bei einer ErhOhung 
der Temperatur biegen sich die Bogen nach innen und das Tragheitsmoment der 
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ganzen Unruhe wird vennindert. Die richtige Lage der Masaen auf den Kreis- 
bogen wil'd durch Versuche be&tiinmt und dies ist in der Kegel ein langwieriger 
Process. 


§ 110. Der Druck auf die feste Axe, Dm Dnick auf eim feste 
Axe findmiy um welche sicli ein iinter der Eimvirkung irgend toelclier 
Erdfte stehender Korjper heivegt 

Erstens. Nehmen ’wir an, der Eorper und die Krafte seien sym- 
metriscli zu der durch den ScLwerpunkt senkrecht zur 
Axe gelegten Bbene, so lassen sich die auf die Axe 
wirkenden Druckkrafte offenbar auf eine einzelne am 
Aufhangungscentrum C angreifende Kraft reduciren. 

Fy G seien die Componenten der Wirkung des 
Stiitzpunktes auf den Korper in der Kichtung von C 
nach dem Schwerpunkt 0 und senkrecht dazu; X, Y 
die Summe der Componenten der gegebenen Krafte in 
denselben Richtungen und L ihr Moment um C. Es 
sei CO = h und 6 der Winkel, den CO mit irgend 
festliegenden Geraden bildet, 

Nimmt man die Momente um C, so ist 

d^e L 



Die Bewegung des Schwerpunkts bleibt dieselbe, als weim alle 
Krafte an ihm angreifen wiirden. Da er einen Kreis um C beschreibt, 
so sind die Tangential- imd Normalcomponenten 




Y+G 

M 


M 


( 2 ), 

(3). 


Die Gleichung (1) liefert die Werthe fiir d^Ojdf und dO/dt^ die 
Druckkrafte findet man dann aus (2) und (3;. 

Wenn die Schwerkraft allein auf den Korper wirkt und 6 von der 
Verticalen aus gerechnet wird, so ist 


X = Mg cos dj 
und daher 


Y= — Mg sin 0, L = — Mgh sin 6 


dt^ 


ah 


sin 


e 


( 4 ). 


Durch Integration erhalt man 



2g7i 
jfc* + fe* 


cos B 


(5). 


1st die Winkelgeschwindigkeit des Korpers £1^ wenn 00 eine 
horizontale Luge hat und daher cos 0 = 0 ii^ so ergibt sich G = SlK 
Setzt man dies© Werthe in (2) und (3) ein, so wird 
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■ ~ ” 1 “ ^ ^ ->rh~ 


(r 

Tl' 


;.a 




worin e der Winkel ist, deu das Tom Scliwerpuukt des Korpers auf 
die Axe gefallte Lotk mit der abwarts gerichteten Verticalen bildet. 

Daram geht liervor^ dass die Druckcomjponente senkrecJit 0 U der Ebene, 
icdche die jiLce und den Sclnverpzmlt enthalt, unahJidngig wn den An- 
fangshediugungen ist Bei den Scliwingungen des Korpers yariirt diese 
Componente wie der Abstand des Schwerpimkts von der durcb. die 
Axe gehenden Verticalebene. Die Druckcomponente dagegen^ welcbe 
in der die Axe nnd den Scbweipimkt entbaltenden Ebene liegt^ ist 
von der Ajifangswiiikelgeschwindigkeit des Korpers abhangig 

Wirken Stosskrafte, so andern sieh die Gleichungen (1), (2)^ (3) 
nur wenig. W^enn cOy cj die T/V^inkelgeschwindigkeiten gerade vor und 
gerade nach der Action der Stosskrafte sind, so erbalten die Grleichungen 
die Form 

= o = x-^F, 

worin die Bucbstaben dieselbe Bedeutung wie friiber liaben, und nur 
Fy Gy Xy Y statt endlicher Krafte Stosskrafte bedeuten. 


§ 111. Beisp. 1. Eine Kreififlache, deren Gewicht W ist, kann sick frei um eine 
horizontaJe auf ihr senkrecht stebende Axe drehen, die durcb einen auf ibrer 
Peripberie liegenden Punkt Q gebt. Der Ereis beginnt seine Bewegung vom Zu- 
stand der Rube aus, in welchem der durcb C gebende Durcbmesser sicb vertical 
•fiber C befindet Man zeige, dass die Resultanten des Drucks auf die Axe, wean 
dieser Durcbmesser borizontal begt und sicb vertical unter C befindet, A j/lT "W 

bez. yTT sind 


Beisp. 2. Einen diiimen gleicbffinnigen Stab, dessen eines Ende an eine 
glatte Scbamier befestigt ist, lasst man aus einer borizontalen Lage berabfallen; 
man beweise, dass, wenn der borizontale Zug am grfissten ist, der verticale Zug 
auf die Angel sicb zu dem Ge-vdcbt des Stakes verbaJt wie 11:8. Matb. Tripos. 

Beisp. 3. Es sei g ^ Resultante von 

— F — MSl^h und G. Man construire eine EUipse, deren Centrum C ist und 
deren Axen in der Ricbtung von CO und senkxecbt dazu 2a bez 2& sind. Diese 
Ellipse sei im Kfirper befestigt und scbwinge mit ibm, Man beweise, dass der 
Druck E variirt wie der Durcbmesser, in dessen Ricbtung er wirkt. Diese 
Ricbtung kann man so ermitteln: der Hulfskreis scbneide die Yerticale durcb C 
in V und das von Y auf CO gefAllte Lotb scbneide die Ellipse in B. Es ist 
dann CB die Ricbtung des Druckes 22. 


§ 112. Zweitens. Eutweder der Korper oder die Krafte seien nickt 
sjinmetriscli. 

Die feste Axe sei die 0 -Ajxey der Coordiuatenanfang beliebig und 
ebenso die a;^f-Ebene, Wir werden sie spater so wahleu^ dass unsere 
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Untersuchung moglichst einfacli wird. x, [/, z seien die Coordinaten 
des Schwerpunkts zur Zeit to die Winkelgeschwindigkeit des Korpers, 
f die Winkelbeschleunigung, so dass also 
f = dca/dt 

Da jedes Element m des Korpers einen 
Ejreis um die Axe beschreibt, so sind seine 
Bescbleunigungen in der Richtung des von der 
Axe aus gezogenenRadiusvectors und senkrecbt 
dazu — 03® r bez. fr. Macht r mit der rr^f-Ebene 
zu irgend einer Zeit den Winkel so erbalt man otienbar die fol- 
genden Componenten der Krafte: 

yt 

^ == — COS d — /V sin 0 = — ca‘-‘x — fj/ 

und 

rtf = “ + 

Diese Gfleichungen erbalt man auch, wenn man a’=r cos0; y=rsinS 
zweimal differenzirt und dabei bedenkt, dass r constant ist. 

Sammelt man die EflFectivkrafte aller Elements und combinirt sie 
auf die Poinsot’scbe Art, so ergibt sicb, dass sie einer am Coordinaten- 
ai^fang angreifenden Bjraft und einem Ejraftepaar gleicbwerthig sind; 


die seeks Componenten sind: 

= — fy) = — — fMy . . . . (1), 

l\ = 2!m^ = 2!m(:-aj^y-\-fx) o^My + fMx .... ( 2 ), 

= =0 ( 3 ), 

= i:m[y^ — 0^) = — Smz^ = a^Smye—f2mxg . ( 4 ), 
Jfi= Sm (g ^ ® ^ = — a^Smxg — fJSmyg . (5) , 

= = ( 6 ). 


Da = 0 ist, so lassen sich die rechten Seiten der Gleicbungen 

(4) und (5) ofGenbar dadurcb bestimmen, dass man jef in die 27 von (2) 
und (3) einfuhrt. 

Der Korper moge an zwei Punkten der Axe in den Abstanden 
a, a! vom Coordinatenanfang befestigt sein; die Componenten der 
der Punkte auf den Korper parallel zu den Ooordinatenaxen 
seien bez. F, G, -ET; F'^ -ET'; femer seien X, F, Z die auf den 

materiellen Punkt m Tvirkenden gegebenen beschleunigenden Eififte. 
Nacb D'Alembert’s Princip § 72 ist alsdann 
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i:mX + F+ F' = ( 1 )', 

SmY+G+G’ = - (cfiMy + fMx ( 2 )', 

+ = 0 (3)', 

Zm{yZ— sY) — Ga— G'd = a^Zwyz — fFmxs . (4)', 

Zm {zX — xZ) -j- Fa -i- Fa' = - a^Zmxz — fZmyz ( 5 )', 
Sm(xY — yX) = fMk'^ ( 0 ). 


Die Gleicliimg (6/ bestimmt /= ^urch Integration aucli 

fij; aus (ly, (2)', (4/, (5)' erhalt man dann F, G, F', G'; S und S' 
bleibeu unbestimmt; ihre Summe ist jedocli durch (3)' gegeben. 

Offenbar lassen sich die sects Bewegimgsgleicliungen manclimal 
sehr Tereinfacten. 

Erstens. Wenn die ;Sf-Axe fur den Coordinatenanfang eine Haupt- 
axe ist, so wird 

Zmxy = 0 , Zmyz — 0 

und die Bereclmung der recliten Seiten der Gl. (4)', (5)' weg. 
Man sollte daher, wenn nwglich^ den Coordinatenanfang so wdJilen, doss 
die feste Axe dm Hauptaxe des Korpers fur diesen FimJct ist, § 48. 

Ztveitms. Mit Ausnatme der Bestimmung von f und m durck 
Integration der Gl. (6)' besteht das ganze Verfahren lediglick in einer 
algebraischen Substitution fiir f und o in die iibrigen Gleickungen. 
Daher hleiht das Besultat auck dann nock rickiig^ wenn man iei der Auf- 
stdlung der Beivegungsgleickmgen die x 0 -JSbene so wiMt, dass sie den 
ScJiwerpunkt in dem in Betracht geeogenen Moment enthalt. Daduroh 
wird ^ = 0 und die Gl. (IJ, (2)' vereinfacken sick. 

Brittens. Da die Punkte der Axe, an welcke der Korper befestigt 
wird, wiUtiirlick sind, so kann man zur weiteren Vereinfackung den 
Coordinatenanfang als einen Drehpunkt wahlen und dem andem eine 
andere passende Lage geben. Dann wird a = 0; F'j G' ergeben sick 
ohne Weiteres aus (4)', (5)' und G findet man aus (1)', (2)'. 

§ 113. Momentankrafte. Sind es Stosskraffce, die am Korper an- 
greifen, so mtissen die Gleiekungen etwas abgeandert werden. (u, w'), 

ffy w) seien die den Axen parallelen Gesckwindigkeitscomponenten 


eiaes Mementes w, dessen Coordinaten (x^ z) sind. Es wird u = — yco, 
w' = — qy = xco, v' = xfD und w = 0 ^ w — 0. Die seeks Com- 
ponenten der Eflfectivkrafte erkalten die Form 

— w) = — Emy(p — to) = — My(m' — o) . (1), 
FJl — (v' — 1 ?) = Emx (c/ — to) = Mx (co — to) . . (2), 

= Em (td — w) =0 ( 3 ), 

j&i = Em{y(w' — w) — 0(i/ — ^)}= — Emxz{u) — to) . (4), 
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= Em [ z (n — n) — x (w — } = — Emyz i o' — o ) . . (5)^ 


(§89j = — ( 0 ) . . rOj. 

Nacli D’Alembert’s Princip (§ 86j ist femer 

EE “f“ F "I” F == — (^Gj — CO) (1 ^ y 

ZY+ G + (?'= M~x(p—(o) [2)\ 

EZ + H+H'=0 ( 3 /, 

E[yZ — zY) Ga — G'a = — Emxz ( o' — o ) - (4/^ 

E{zX — xZ) Fa F' a — — Em yx < o' — ol . (5 /, 

E(xY — yX) = M¥^^{co' — oi . . . (6j. 


Diese sects Gleichungen reichen zur Bestimmimg voii o', Fj F\ 
G, 6r' und der Suinme S-{- W bin. 

Wie man sieht, ist es bei der Bildung der Bewegungsgleichungen 
fiir ein specielles Problem wichtig, die oben erwahnten drei Verein- 
facbungen zu beachten. 

§ 114. Analyse der erhaltenen Resultate. Daraus, dass die KrajFte 
uud der Druck in den statischen und dynamischen Gleichungen in 
linearer Form auftreten, Iblgt, dass man die (Jomponenten aller aus Ter- 
schiedenen Ursacben entstandenen Druckkrafte dadurcb erbalten kann, 
dass man die jedem einzelnen Druck zukommenden Componenten addirt. 
Die Druckkrafte der Axe auf den Korper kann man daber als die Re- 
sultanten zweier Gruppen von Druckkraften anseben : { 1) der statiscben, 
die den gegebenen Kraften Y^ Z etc. das Gleicbgewicht balten und 
(2) der Druckkrafte, die den Effectivkraften mtJPxjdt^^ md^yidf etc. 
gleicbwerthig sind. 

Die Resultante des statiscben Drucks kann man aus den ersten 
funf Gleichungen ermitteln, indem man ihre rechten Seiten gleich Null 
setzt. Diese Gleichungen andem sicb nicbt, wenn man die gegebenen 
Krafte parallel zu sicb selbst verlegt und an Punkten der Axe an- 
greifen lasst, vorausgesetzt, dass man die Kraftepaare, wie sonst aueh, 
einfiihrt. Man kann dann das Paar, dessen Axe Oz ist und welches 
HUT in Gl. (6 )' auftritt, bei Seite lassen und den statischen Druck auf 
die Axe durch Zusammensetzung der iibrigen verlegten Krafte er- 
mitteln. Wenn z. B. die einzige am Korper angreifende gegebene Kraft 
die Scbwere ist und die Aufhangungsaxe horizontal liegt, so ist der 
statiscbe Druck auf die Axe eine verticale, dem Gewicbt des Korpers 
gleicbe Kraft, die an dem Fusspunkt des von dem Scbwerpunkt auf 
ie Aufhangungsaxe gefallten Lothes angreifL Auf dieselbe Art kann 
man den statischen Druck, welcher einer auf den Korper senkrecht 
zur Axe wirkenden Stosskraft entspricht, dadurch finden, dass man sie 
parallel zu aich selbst in einer zur Axe senkrechten Ebene verlegt und 
an einem Punkt der Axe angreifen lasst. 

Ist die BotcMonsaxe Oz eine Scuu^taae fur einen Funkt 0, so nehmen 
die durch die Effectivkrafte hervorgerufenen Druckkrafte eine einfache 

South, njnsmUc I. 
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Gestalt an. Aus (A) und (h) folgt, dass = 0, M^ = 0 ist. Die 
Efifectivkrafte sind daher den Kraften die an 0 angreifen^ zu- 

sammen mit einem Paar gleichwerthig. Die Kraffce X;^, sind 
otfenbar die Componenten der Effectivkrafte einer in den Scliwerpunkt 
gel)rachten Masse wahrend das Paar nur in der sechsten Be- 
wegnngsgleiclinng auffcritt und die Druetkrafte F\ G nur in- 
direct dadurch beeinflusst, dass es / andert. Es sicJij dctss die 

EriicUrdfte, zcelcJw an der Asoe durch die Ejfectivhrdfte liervorgerufen 
u'crden, einer einzehien Kraft gleiclitverfhig sind^ tvelche am Sa/wptpunTct 0 
dei- Umdreliimgsaxe angreift iind derEesultanten der Effectivkrafte der ganzen 
im Sclimrpunkt vereinigte^i und sicli wit Him heii'ege7iden Masse gleichJcommt, 
Bezeicbnet man das Loth, vom Schwerpunkt auf die Axe mit r^ so sind 
die Componenten dieses Drucks in der Richtung von r und senkrecht 
zu der r und die Axe enthaltendeu Ebene — co^Mr bez. fMr. Sind 
es Stosskrafte, die wirken, so gelten dieselben Bemerkungen, nur dass 
die einzige Druckcomponente jetzt fMr ist, worin f fiir g> — a steht. 

Es ergibt sich mitliin, dass bei der Rotation eines schweren Korpers 
urn eine feste borizontale Axe, die einen Hauptpunkt 0 hat, der Druck 
der Axe auf den Korper zwei Kraften aquivalent ist. Die eine ist dem 
Gewicht gleich und entgegengesetzt und greift an der Projection des 
Schwerpunkts auf die Axe an; die andere ist der Effectivkraft an dem 
Schwerpunkt gleich und gi-eift an dem Hauptpunkt an. 

Wenn die Aufhangungsaxe einer Hauptaxe des Schwerpunkts 
parallel ist, so hat die Axe, wie wir aus § 49 wissen, einen Haupt- 
punkt, der mit der Projection des Schwerpunkts zusammenfallt.- Ist in 
diesem Fall die Aufhangungsaxe horizontal, so greifen beide Druck- 
ki^fte, der von der Schwere und der von den Effectivkraften herrtihxende,. 
Druck, an demselben Punkt an und kommen einer einzelnen Kraft gleich. 

Wenn der rotirende Korper eine Lamelle ist und die Axe O 0 in 
ihrer Ebene liegt, so sind die Effectivkrafte eines Elementes m, im 
Abstand x von und mfx^ da x der Radius des von dem 

Element beschriebenen Kreises ist. Wie aus den Elementen der Hydro- 
statik bekannt ist und auch aus § 47 folgt, sind die Besultanten dieser 
heiden Grupp&n jgaraUeler Krdfie gleich — Mco^x bez. Mfx und greifen 
beide an de^n JDntckcenfrmi der Fldche an, wenn man die Aufhangungs- 
axe als in der Oberflache der Fliissigkeit liegend ansieht. Die Lage des 
Druekcentrums ist bekannt, sobald man die Punkte bestimmt hat, deren 
Tragheitsmoment gleich dem der Plache ist (§ 47). Alsdann greift der 
Druck an der Aufhangungsaxe, der von den Effectivki^ften herruhrt, an 
der Projection des Druekcentrums auf die Axe an. 

§ 115. Beisp. 1. Ein schwerer K5rper kaim sich frei mu eiue horizoutale 
Axe Oz drehen, welche fUr 0 eiue Hauptaxe ist. Er bewegt sich vom Zustand 
der Buhe aus^ in velchem die durch den Schwerpunkt Q gehende Ebene GOz 
horizontal ist. Man zeige, dass der von den Effectivkraften allein herrtihrende 
Druck mit der Ebene GOz einen Winkel macht, dessen Tangente der halben 
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Tangente des Winkels zwischen cler Ebeiie GOz und der Verticalen gk*ir*h- 
kommt. 

Beisp 2 Der Quadrant eines Kreisea vom Radius a kann bich fiei um emeii 
der Radien, von denen er begrenzt wird, ah feste Axe drehen Man zeige, da-ss 
der Dnick auf die Axe zwei Druckkraften gleichwerthig ist. von denen die eine 
dem Gewichi der Lamelle gleichkommt und an einem Punkt des festen Radius, 
der den Abstand 4ra/S7c vom Centrum liat, angreift, wiihrend flie andere an einem 
Punkt wirkt, der diesen Radius im Terlialtniss von S : o tbeilt 

Beisp 3 Eine Ellipserdamelle kann sicli frei um die Gerade drehen, velche 
die Endpunkte A, B der Haupldurchmesser verbmdet und dic'se Axe ist in 
einer verticalen Lage befestigt Die Lamelle wird mit einer eolcheu AVinkel- 
geschwindigkeit a) in Bewegung gesetzt, dass (a- — 6® i»t Man 

beweise, dass die Drackkriifte auf die Axe einer einzeluen Kraft gleichwerthig 
sind, welche an dem Fusspunkt des Lothes von dem Centrum auf die Axe an- 
greift Muss das Ende A oder B am hSchsten liegen^ 

Beisp. 4. Eine Lamelle kann sich frei um eine Axe Os in ihrer Ebene ah 
feste Axe hemmdrehen. Sie wird von einem Schlag P an irgend einem ihrer 
Punkte A in einer zu ihr seukrechten Richtung getroffen. Man zeige, <lass der 
atatische Druck auf die Axe einem Schlag P gleich ist, der auf B wirkt, wenn 
AB senkrecht zu 0^; ist. Man zeige auch, dass der von den Etfectivkriiften her- 
ruhrende Druck einem Schlag Px^/k^ gleich ist, der auf O in einer zu dem 
Schlag auf B entgegengesetzten Richtung wirkt Dabei ist der Coordinatenanfang 
0 der Hauptpunkt der Axe, ,r und | die Abstande des Schwerpunkts und des 
Punktes A von Os und das Tragheitsmoment fiir Os Untei welcher Be- 
dingung ist der Druck auf die Axe einem Krkftepaar gleich V 

Beisp. o. Eine dreieckige Lamelle ABC schwingt um die Seite AB als 
honzontale Axe, Man zeige, dass die Lange des gleichwertliigeu Pendels — 

1 st, unter A den Flacheniuhalt verstanden. Wenn derEckpunktCplutzlich angehalten 
wird, zu beweisen, dass die Stossdruckkrafte bei A und B einander gleich sind 

Beisp. 6. Bim Thiir ist imttelst sweier Angehi an einer festen Axe auf- 
gehangt, die mit der Verticalen den Winkel a macM Man finde die Bewegung 
deyi Druck auf die Angeln. 

Da die feste Axe offenbar eine Hauptaxe fur ihren Mittelpunkt ist, so 
wlililen wir diesen zum Coordinatenanfang. Zur xs-'Eibene nehmen wir die Ebene, 
welche in dem betrachteten Moment den Schwerpunkt der Thiir enthSJt. 

Die einzige Kraft, die auf die Thiir wirkt, ist die Schwere, von der wir an- 
nehmen woUen, sie greife am Schweipunkt an. Zuerst suchen wir ihre Com- 
ponenten parallel zu den Axen. Die Ebene der 
Th^ mache mit der verticalen durch die Auf- 
hangungsaxe gelegten Ebene den Winkel tp. Zieht 
man die Ebene sOK so, dass ihre Spur ON in der 
Ebene xOy den Winkel g? mit der a?- Axe macht, 

80 ist dies die durch die Axe gehende Vertical- 
ebene. Zieht man dann OT in dieser Ebene der- 
art, dass gOY=u ist, so steht OV vertical. Die 
Componenten der Schwere sind daJier 

X ^ ^ sin COB 9 , Y ^ sin o: sin 9 , 

^ « — g cos a . 

Da die Componenten der Effectivkrafte die- 
selben sind, ala ware die ganze Masse im Schweipunkt vereinigt, so erh&lt man 
die sechs Bewegnngsgleichungen 
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pin a cos qp -|- *^"1” — ©"Af.'C ■ • • • (I) » 

sin a sin qp + 6^ + ' = f • (^) ? 

— Af gf COB a + AT + = 0 (3) , 

-^Ga+Ga ^0 (4), 

Mg 00 ^ CL x-\- Fa — F'a =0 (5) , 

/7® m 

— 3/^ sin a sin qp 53= Mk^ ■ • (6) . 

Integriii man die letzte Gleichung, so wird 

<7 + 2^ sin c cos cpx = Jc^oa^ . 


Nimmt man an, die Thiir sei im Anfangsznstand in Ruhe imd bilde danu 
mit der Verticalebene durch die Axe denWintel so ist ftir qp = ^, g) = 0; also 

_ 2 gTc sin cl (cos qp — cos p) | 

k'^f— — p sine sin qpa; ) 

Durch Substitution dieser Ausdriieke in die ersten vier Gleichungen findet man 
F, F\ G, G\ 


§ 116. Djuamisehe und geometrische Synmetrie. Wie man 
sieht, hangen die Gleiclnmgeii in den §§ 111, 112 niclit von der Ge- 
stalt des Korpers, sondem nur von seinen Tragheits- und Deviations- 
momenten ab. Wir konnen daher den Kdrper durch irgend einen 
andern gleichen Moments ersetzen, der unseren Zweoken am besten 
entspricht. 

Wir werden dadurch oft in den Stand gesetzt, die complicirteren 
Fonnen des § 111 auf die einfacheren des § 110 zuriickzufiihren. Denn 
wenn auch der Eorper bez. einer durch seinen Schwerpunkt senkrecht 
zur Aufhangungsaxe gehenden Ebene nicht symmetrisch ist, so konnen 
wir ihn doch so behandeln, als ob er es in der That ware, wenn nur 
das Centralellipsoid bez. dieser Ebene symmetrisch ist. Einen solchen 
Korper kann man dynamisch symme^isch nennen. Sind gleichzeitig die 
Krafte bez. derselben Ebene symmetrisch — dieser Fall tritt immer 
ein, wenn die Aufhangungsaxe horizontal und die Schwere die allein 
wirkende Eraft ist — so mussen sich, wie wir wissen, die Druckkrafte 
auf die Axe unter alien Umstanden auf eine einzelne Druefckraft redu- 
ciren kssen, die man mit Hulfe des § 110 finden kann. 

Beisp. 1. Eine gleicbfdrmige schwere LameUe, welche die Gestalt eines 
Ereisausschnitts hat, hangt an einer horizontalen Axe, welche dem den Bogen 
halhirenden Radius parallel ist und schwingt unter dem Einfluss der Schwere. 
Man zeige, daas die DruckkrSffce auf die Axe einer einzelnen Kraft Equivalent 
Bind und gebe die GrSsse der letzteren an. 

Beisp. 2. Ein gleichseitiges Dreieck schwingt um eine horizontale in seiner 
Ebene gelegene Axe; man zeige, dass die Druckkrafte einer einzelnen Kraft 
Equivalent sind und gebe die GrOsse der letzteren an. 
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§ 117. Permanente Rotationsaxen. Nehmen wir an^ irgen<l ein 
Punkt 0 eines Korpers, auf den keine Krafte wirken, liege im Raum 
fest und der Korper retire um eine Axe, die wir O 2 nennen Trollen, 
so kaim man danach fragen, unter welcken Bedingungen der Korper 
gezwungen ist, seine Rotation um diese Axe so, als ob sie im Raum 
festlage, fortzusetzen. Sind diese Bedingungen erfuUt, so lieisst die Axe 
eine permanente Itotatioyisaxc ftir den JPunld 0. 

Um die Bedingungen zu bestimmen, woUen wir annekmen, irgend 
ein anderer Punkt A der Axe liege ebenfalls im Raum fest. Auf die- 
selbe Art wie in den §§ 111, 112 lassen sich alsdann die Druckkrafte 
bei Ay welche zur Pestlegung der Axe notbig sind, ermitteln. Sind 
sie gleich Null, so ist die Befestigung an A uberfliissig und kann ent- 
femt werden. Der Korper fabrt dann fort um 0^ zu rotiren, als lage 
es im Raum fest. 

Da keine gegebenen Kraffce auf den Korper wirken, so riikrt der 
ganze Druck auf die Axe von den Effectivkraften her. Ist die Axe 
0^ fur irgend einen auf ihr gelegenen Punkt eine Hauptaxe, so greift 
der von den Effectivkraften herriihrende Druck an diesem Punkt an 
(§ 113). Der Druck bei A kann fo^lich nur dann Null sein, wenn 
dieser Punkt mit 0 zusammenfallt. Die Bedingioigen sind doJier erfidlty 
tcenyi die JRotatiomaxe Oz filr den festlieyenden JPunM 0 euie Htiuptaxe tst 
Wenn die Axe Oz fur keinen ihrer Punkte eine Hauptaxe ist, so 
lasst sich beweisen, dass sie keine permanente Rotationsaxe sein kann. 
Zu diesem Zweek miissen wir auf die Gleichungen (4)', (5)', (6)' in 
§ 111 zuriickgreifen. F, G, S\ F'y G\ jET seien die Druckkrafte bei 
0 bez. A- Dann ist a = 0, a' = OA, 

Nimmt man die Moment© um OSy so erhalt man lM[Jc"f=0] die 
Winkelgeschwindigkeit des Korpers um die O^f-Axe ist daher con- 
stant. Man findet leicht, dass = — m^Xy = — ©Vj 

dPz/dfi = 0 ist. Nimmt man die Moment© um die x- und y-Axe, so 
ist nach § 71 

_ Gf V = Dm (y ^ ^ *= (o^Smyz , 

F'a' = Dm {z ^ — x — — co^Dmxz. 

F' und G' konnen daher nur dann verschwinden, wenn Dmx0 = 0 
und Dmyz — 0 ist, das heisst, O 0 kann nur dann eine permanente 
Rotationsaxe sein, wenn es eine Hauptaxe ftir den festen Punkt 0 ist. 

Die Exifitenz von Hauptaxen wurde zuerst von Segner in seinemWerk Specimen 
Theofiae Turhmum 1765, Gottingen, festgesteUt. Er verfolgte bei seinen TJnter- 
sttclmngen den umgekehrtenWeg, den wirhier eingescblagen haben. Eine Hauptaxe 
definirt er als eine Bolche, deren Lage die durch die Rotation eines ESrpers nm sie 
entstehenden Kififte nicht zu Sndeni auchen nnd leitet aus dieser dynamischen 
Definition die geometrischen Eigenschaften dieser Aien ab. Man sehe Pro! Cay- 
ley’s Bericht an die Brituih Association on the epecioil problem of dynatmea, 1862 
nnd Bossut, JSktom des MathematigueSy Tome II, 1802; deutach von EL TK Beimer, 
Hamburg, 1804:. 
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§ 118. Anf einen in Rule lefindliclien Mrper, von dem ein Runlet 
0 iin Baum festliegt, icirJd ein StossJcrdftejyaar; man soli die Anfangs- 
rotatioiisasce fnirlen. 

Os sei die Anfangsase. Wie Mher woUen wir armehmen, die 
Axe sei noch an einem andem Punkt A befestigt, fttr weleben dann 
die Druekkrafte gleicb Null zu setzen sind. Sind L, M, N die Oom- 
ponenteu des Paares um die Axe, so laufcet die Gleicbung fiir die Ebene 
cles Paares 

L^ + 3Iri + m = 0 ( 1 ). 

u, Vj w seien femer die Anfangsgescliwindigkeiten ernes Elements 
des Korpers, dessen Coordinaten y, s sind nnd ©' die Amfangswinkel- 
geschwindigkeit des Korpers. Genau wie in § 112 ist dann ii= — yea, 
= .r©'. Die Momente um die (c-^ «/-, Mxen liefern die Gleichungen 

L — G'a = Sm (yiv — = — Smx^ • m 

31 + F'a = Sm (jsii — xic) = — Emyz • co' ’ • 

F\ G' sind liier, wie friiher, die Componenten des Drucks bei A und 
OA = a. Setzt man F = 0, G' = 0, so geben die Gleichungen die 
Paare an, die auf den Korper wirken miissen, um eine Rotation um 
Oz hervorzubringen. Substituirt man alsdann die Werthe von L, M, N 
in Gl. (1), so lautet die Gleicbung fiir die Ebene des Paares: 

— Smx0 • I — 2my0 • rj + 3I1P • S = 0 . . . (2) . 

Denkt man sich femer das Tragheitsellipsoid fur den festen Punkt 0 
construirt, dessen Gleicbung 

Ai^+ Brf+ 2I)rii — 2Etl — 2Firi = K 

sei, so bat man fiir die der f-Axe coniugirte Diametralebene die Gleiobuner 

-El-JDri + Ci^O (3), 

welcbe, mit (2) vergbeben, zeigt, dass die Ebene des resultirenden 
Paares die der Umdrehungsaxe conjugirte Diametralebene sein muss. 

WirTd also anf einm Korper^ der sich in Buhe befindet md von 
mlchem ein Punkt festliegt, ein Xrdftepaar, so beginnt er wm die der 
Fbene des Paares conjugirte JDiametraUinie bez. des Trdgheitsellipsoids 
fiir den festen Ptinkt m rotiren, 

Mithin beginnt ein Korper nur dann um eine auf der Ebene des 
Paares senkreebte Gerade zu rotiren, wenn die Ebene des Paares einer 
Hauptebene des Korpers fiir den festen Punkt parallel ist. 

§ 119. Beisp. 1. Bin Edrper befinde sich im Zustand der Rube, einer seiner 
Funkfce 0 liege fest und auf den ESiper wirke irgend ein Kraftepaar, dessen Axe 
ein Radiusvector OP des reciproken TragheitsebipBoids fur 0 ist Der KSrper 
beginnt sich um ein von 0 auf die Bertihrungsebene in P geMtes Loth za 
drehen. 
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Beisp 2 Auf ein ma^sives homogenes Ellipsoid, dessen CentruiQ festliegt. 
wirkt in einer Ebene, deren Richt.imgscosmus?^ auf die Hauptdurchmes^er he- 
zogen, wi, «) sind, ein Kraftepaar. Man beweiae, da-'- fUe Richtunga,coamu«e 

der Anfangprotationsase ^ proportional ?ind 

Beispiel 3. Macbt man dmch das Traglieitiellij)srjid emes Koqjers fiir einen 
festliegenden Punkt einen ebenen Schnitt, so kann man den Koi’per um einen der 
Hauptdurchmesser dieses Schnittes rotiren lassen, ^enn man ein Paar von der 
gehOrigen Grcisse anbringt, dessen Axe der andere HauptdTirchmesser ist. 

Denn: nimmt man an, der Kui^er di-ehe sich gleichmilssig nm die c-Axq^ 
BO Bind die Paare, welche auf den Korper wirken miissen, um rliese Bewegung 
hervorzubringen, L = w^2myz^ M = — (o^Emxs^ JV = 0 Nimmt man nun die 
Axe so an, dass 2mxg = 0 wird, so ergibfc sich, tla^w flie Axe des Paares die 
x~Axe sein muss; seine Grosse ist L = (o^Sinys. 

Beisp 4. Man liiBst einen Korper, von welchem ein Punkt 0 ina Raum fe«t- 
hegt, dadurch, dass man das geeignete Paar anbringt, um irgend eine gegebene 
Gerade rotiren. Die Lage der Rotationsaxe, fiir welche die Grosse des Paares em 
Maximum ist, hat man die Axe den 3£nximahmvi€nis genannt. Man zeige, daes 
PS sechs solche Axen giebt, von denen zwei in jeder Hauptebene liegen und je 
zwei die Winkel zwischen den Hauptaxen in der Ebene halbiren, in welcher sie 
liegen 

Sind die Hauptaxen des Harpers fur den festliegenden Puntt die Bezugs- 
axen, (J, tn, n) die Riohtungscosinusse der Rotationsaxe, (i, ft, v) die der Axe des 
Paares ff, so ist nach der letzten Aufgabe und den Beispielen 2 und 3 in $ 18 

1 _ (I V 

(B — C))im ■" (C7— ’.4) ul m 
fiis = + (JS — CY>n'-}i‘ + (0— 

G muss nun zu einem Maximum gemacht werden, indem man j?, w, n) 
Tariiren lasst ; zugleich sind (?, m, n) an die Bedingung gebunden, dass + »»® + »* = 1 
ist. Die Lage dieser Axen -wurde zuerst von Walton in dem Quarterly Journal 
of Mathematics, 1865, untersucht. 

§ 120. Der Mittelpunkt des Stosses. Wenn die festliegende Axe 
gegeben ist und der Korper so getroffen werden kann, dass kein Stoss- 
dmck auf die Axe entstebt, so beisst jeder Punkt in der Kicbtungs* 
Imift der Kraft ein Mittdpunkt des Stosses. 

Wenn die Richtung des Stosses gegeben ist, so woUen wir die 
Axe, um welcbe der Korper zu rotiren beginnt, die Ase der sjpontami 
BotaMon nennen. Sie ailt offenbar mit der Lage der festen Axe in 
dem vorigen Fall zusammen. 

Zuerst wollen wir die ebene Bewegung betraobten. Man denke 
sich eine Lamelle, die sich im Zustand der Rube befindet und m einem 
Punkt C mit dpun Sebwerpunkt G Tertical unter G bangt. Sie werde 
von einem borizontalen Stoss Y getroffen, der in der Ebene der La- 
melle wirken und an einem Punkt A in der Verliingerung von CG ein- 
greifen moge. Sind nun CA = a; Z und (? die Stossreactionen an 
den festen Punkt C; o' die Winkelgescbwindigkeit des Korpers um G 
gerade nabh dem Stoss Y, so erhalt man die Bewegungsgleichungen, 
genau wie in § 110 
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to 


Ya 


hrV - 1 +-^ 
Iko — , 


0 = F. 


M(k^+h-)’ 

Wenn der Druck G auf clen festliegenden Punkt verschwindet, so 
erhalt man durch Elimination Ton Y 


das heissfc also, wie aus § 92 hervorgeht, dass A das Schwingungs- 
centrum des Korpers sein muss. Das ScUvingungscmtnim isi dalier ein 
Mittelpimld des Stosses. 


Aufg. JSin Korper ist im Stande, sick frei im eim festliegende Axe zw drehen. 
Man soli die Seditigungen angeben, iinter tcelclien ein Centrum des Stosses vorhanden 
ist und seme Zage bestimmen 

Die feste Axo sei die n-Axe; die a;r?-Ebene gehe durch den Schwerpunkt des 
Kurpcrs; X, Y, Z seien die Componenten der Stosskraft und 75, f die Coordi- 
naten eines Punktes auf ihrer Actionsrichtung; Mh'^ das Tikgheitsmonient des 
Koii^ers fur die feste Axe Wir haben nun den Druck auf die Axe zu ermitteln, 
denselljen gleich Xull zu setzen und erhalten auf diese Art die Bedingungen fur 
die Existenz eines Centrums des Stosses. Da das Yerfahren im Wesentlichen 
dasselbe ist, wie in § 113 und § 117, so wire! es nicht nothig sein, dasselbe Schritt 
fiir Schntt zu wicderholen. Setzt man y = 0 und lasst die Stossdruckkrafte auf 
die Axe weg, da sie nach der Voraussetzung der Null gleichgesetzt werden sollen, 
so lauten die seeks Bewegungsgleichungen des § 112 


X = 0, Y^Mx{(o' — (o), Z^O 
r\Z — J Y = — (oj' — co) Svixz' 
fX — I Y = — (o)' — o) Smyz 

lY— 7]X- (© - 


( 1 ). 

( 2 ). 


Aus diesen Gleichungen lassen sich die folgenden Bedingungen ableiten: 

l. Aus (1) ist ersichtlich, dass X = 0, X = 0 ist; die Kraft muss daher senk- 
recht zur Ebene wirken, welche die Axe und den Schwerpunkt enthalt. 

II. Substituirt man aus (1) in die beiden ersten Gleichungen von (2), so er- 
halt man Smyz^O und g= den Coordinatenanfang belie big 

auf der Rotationsaxe annehmen kann, so mag er so gewahlt werden, dass 
2mxz=^0 ist Die 21-Axe muss daher eine Hauptaxe fur den Punkt sein, in 
welchem eine durch die Richtungslinie des Stosses senkrecht zur Axe gelegte 
Ebene die Axe schneidet. Es gibt also nwr dann ein Centrum des Stosses, werm 
die Axe fur irgend einen auf ilw Uegenden FimJct eine Hauptaxe ist. 

m. Substituirt man aus (1) in die letzte Gleichung von (2), so wird | - 

X 

Nach § 02 bestimmt diese Gleichung das Schwingungseentrum des KQrpers um die 
feste Axe, wenn man sie aJa AufhSngungsaxe behandelt. Daher muss der senk- 
rechte Abstand zwischen der Richtungslinie des Stosses und der festen Axe dem 
Abstand des Schwingungseentrums von der Axe gleich sein. 

Ist die feste Axe einer Hauptaxe fSr den Schwerpunkt parallel, so geht die 
Richtung des Stosses durch das Schwingungseentrum. 


Beisp. 1. Eine Kreislamelle ruht auf einem glatten horizontalen Tisch; wie 
muss sie getroffen werden, damit sie sich um einen Punkt ihrer Peripherie zu 
drehen anf&ngt? Die Richtung des Stosses muss den zu ihr senkrechten Durch- 
messer im YerhUltaiss 3 ; 1 theilen. 
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Beisp. 3 Ein Penflel bPtiteht aus einur Kucfel jliadius Mas?e M , die an 
dem Ende einer diinnen Stange ^Lknge />, Masse m) befestigt ist. Wo muss os 
bei jeder Schwingung gesto«-sen werden. svenn der Stiitzpunkt durch Sto«sdruck- 
krafte nicbt abgenutzt werden soil? Der Punkt liegt in einem Abstand Z vom 
Stiitzpunkt, sv-elchor sieh aus 

ergibt. 

§ 121. Das ballistische Pendel. Filr die Ballistik ist die Be- 
stimmung der Geschwindigkeit, mit welcher die Kugel den Lauf ver- 
lasst, von der grossten Wicktigkeit. Man erhalt dadurch eine voll- 
kommene Probe auf die Ricbtigkeit der Vorstellungen, die man sich von 
der Bewegung der Kugel im Laufe glaubt macben zu mussen und 
kann so durcb den Versuch selbst feststellen^, welche Wirkung eine 
Aenderung der Lange des Laufes, der Pulverladung oder des Gewichts 
der Kugel bat. Aus der Bestimmung der Gescbwindigkeit einer Kugel 
in verschiedenen Entfemungen von dem Gescbutz lassen sicb ferner 
die Gesetze ableiten, denen der Widerstand der Luft unterliegt. 

Es waren dies die Zwecke, die Robins mit der Erfindung des 
halUsiisehen JPendeh (etwa 1743j verfolgte. Vor seiner Zeit hatte man 
nur geringe Fortscbritte in der Tbeorie der Bewegung der Gescbosse 
gemacbt. Seine Neiv Fnnciples of Gunnery wurden von Euler in’s 
Deutsche iibersetzt und mit einem ausfiibrlicben Commentar verseben. 
Euler’s Werk wurde dann 1784 wieder in’s Englische ubersetzt. 
Robin’s Versucbe wurden mit Gewebrkugeln von imgefabx 28 Gramm 
Gewicbt angestellt und spater wabrend mebrerer Jabre von Dr. Hutton 
1778 fortgesetzt, der Kanonenkugeln von einem balben bis etwa andert- 
balb Kilogramm Scbwere benutzte. 

Es gibt zwei Arten, das ballistiscbe Pendel anzuwenden, die beide 
von Robins gebraucht wurden. Bei der ersten wird das Gescbdtz an 
ein sebr scbweres Pendel befestigt; wird es abgefeuert, so veranlasst 
der Riickstoss das Pendel, sicb um seine Axe zu drehen und einen 
Bogen zu beschreiben, der gemessen werden kann. Die Geschwindig- 
keit der Kugel lasst sich dann aus der Grosse des Bogens ableiten. 
Bei der zweiten Methode wird die Kugel auf ein scbweres Pendel ab- 
gefeuert. Die Gescbwindigkeit des Geschosses selbst ist zu gross, als 
dass man sie direct messen konnte; dagegen kaim man die dem Pendel 
mitgetbeilte Winkelgescbwindigkeit durcb Vergrosserung seiner Masse 
so Idein macben, wie man nur will. Wird dann der Scbwingungsbogen ge- 
messen, so findet man die Gescbossgeschwindigkeit durch Recbnung. 

Die Anfangsgeschwindigkeit kleiner Kugeln kann man auch durch 
den folgenden sinnreicben Apparat feststellen. Man befestigt zwei 
kxeisfSnnige Papierscheiben senkrecbt zu der geraden Linie, die ikre 
Mittelpimkte verbindet und lasst sie um diese Gerade mit grosser tmd 
bekannter Winkelgescbwindigkeit rotireru Statt zweier Scbeiben kann 
man auch einen Papiercylinder benutzen. Wird nun die Kugel durch 
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TsrenigsteDs zwei der rotirenden Flachen geschosseii; so kaim man ihre 
GescliTrindigkeit berechnen, indem man die Lage der beiden kleinen 
Locher, welcbe durch die Kugel gemacbt warden, beobachtet. Es ist 
dies eine ursprimglicli italienische Erfindung. Sie wurde im Anfang 
dieses Jabrbunderts von Olinthus Gregory verbessert und benutzt. 

Heutigen Tages wird der electriscbe Telegraph benntzt, um den 
Moment zu bestimmen, in welchem eine Kugel jeden einzelnen von 
hintereinander aufgestellten Schirmen durchbohrt. Die Kugel zerreisst 
einen feinen iiber den Schirm gespannten Draht und unterbricht so 
einen electrischen Strom. Dies veranlasst dann ein besonders zu diesem 
Zweck hergestelltes Instrument, die Zeit des Durchganges aufzuzeichnen. 
Dadurch, dass man verschiedene Schirme aufstellt, kann man die Ge- 
schwindigkeit der Kugel an verschiedenen Punkten ihrer Bahn finden. 

Das ballistische Pendel ist jetzt mehr von theoretischer und 
historischer als praktischer Bedeutung. Die beiden jetzt hauptsachlich 
zu Beobachtungen tiber die Geschwindigkeit von Kugeln benutzten 
Instrumente sind der von Bashford erfundene und von der englischen 
Regierung gebrauchte und der von dem belgischen Artilleriemajor 
Le Boulenge constmirte Chronograph. 

§ 122. Ein Gewehr wird in horizontaler Lage an einen grossm 
Holzllock befestigt, der sick frei um eine Tiorizontale Axe dreJien Jcann. 
Wird der Scliuss ahgefeuert, so veranlasst der Biichstoss das Pendel, sich 
um seim Axe zu drelien, bis es durch die Wirhung der Schwere zur 
Ikihe honimt Ein Streifen Leinwand ist an das Pendel befestigt und 
wird vmi ehier BoUe wdhrend der Ruckwdrtsbewegung des Pendels ab- 
gezogen U7id dient so zum Messen des Eiicklaufwinkels. Man soU die Ge- 
sclncindigJceit der Kugd fi^iden. 

Die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel ist um so viel grosser als 
die des Pendels, dass man annehmen kann, die Kugel habe den Lauf 
verlassen, ehe das Pendel sich merklich aus seiner Anfangslage entfemt 
hat. Die anfangliche Bewegungsgrosse der Kugel kann man als Mass 
des dem Pendel gegebenen Stosses betrachten. 

h sei der Abstand des Schwerpunktes von der Aufhangungsaxe, 
f der Abstand der Axe des Gewehrs von der Aufhangungsaxe, c der 
Abstand der Aufhangungsaxe von dem Befestigungspunkt des Lein- 
wandstreifens, m die Masse der Kugel^ M die des Pendels imd des Ge- 
wehrs zusammen, n das Verhaltniss von Jf zu w, 6 die Sehne des 
Rucklaufbogens, welche durch die Leinwand gemessen wird, ¥ der Trag- 
heitsradius des Gewehrs und Pendels ffir die Aufhangungsaxe und v 
die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel. 

Die Explosion des Pulvers erzeugt gleiche Stosswirkungen auf die 
Kugel und auf das Gewehr und da die Anfangsgeschwin^gkeit der 
Kugel V ist, so wird diese Wirkung durch mv gemessen. Die durch 
den Stoss hervorgerufene Anfangswinkelgeschwindigkeit des Pendels ist 
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nach § 89 oj = mvf/Mlc^. Die nun folgende Be-^egung ist durch die 
Gleichung gegeben ^vergl. § 92) 


also ist 


^ sin « 

\it} =<^ + 1 : 4 - 003 ^. 


Da fur 0 = 0, dd/dt=(o und, %renn cc den Rucklaufwinkel be- 
zeichnet, fur 0 = cc, dO/dt = 0 ist, so erhalt man 2(jli(l — cos «). 

Eliminirt man ct>, so wird v = • 2 sin Yph . Die Sehne des Ruck- 

laufbogens ist aber h = 2c sin ~ , Daher die Anfangsgescliwindigkeit 
der Kugel v = Ygli . 

Die Grosse von It lasst sich durch Versuche ermitteln, indem man 
die Zeit einer kleinen Oscillation des Pendels mit dem Gevrehr beobachtet* 

Ist T die halbe Zeit, so erhalt man = (§97). 

Diese Formel hat Poisson in dem zweiten Band seiner Mechanik 
aufgestellt. In dem Phihsoplikal Ilayazim, Juni 1854, fmdet man 
einen Bericht tiber Versuche, die Dr. S. Haughton angestellt hat, 
aus welchen mit Hiilfe dieser Formel die Anfangsgeschwindigkeiten von 
Gewehrkugeln berechnet vnirden. 


§ 123. Die Formel darf man jedoch nui* als eine erste Anniilicning be- 
trachten, denn der Eiicklauf, den das entzundete Pulver allein veranlaest, wird dabei 
vemachlassigt. Um ihm Reclinung zu tragen, nahm Hutton an, dass die 
Wirkung einer gegebenen Pulverladung auf den Riicklauf des GeschUtzes dieselbe 
mit wie ohne Kugel sei. p sei die unbekannte durch das Pulver in jedem der 
beiden FSlle erzeugte Bewegungsgrdsse. Dadurch, dass er bei gleicher Ladung 
den Versuch zuerst mit und dann ohne Kugel machte und mv-j-p bez. p statt 
mv bei den beiden Versuchen eetzte, war er im Stande, p zu eliminiren und den 
Werth von v abzuleiten. Bei grossen Pulverladungen stimmten die so erhaltenen 
Resultate nicht hinreichend mit denen uberein, die man durch das Abschiessen 
einer Kugel in ein Pendel erhalt (§ 12i) Die Annahme wurde daher durch die 
Versuche nicht voUstandig bestati^ und weitere Correctionen waren nSthig, 


§ 124. Ein Geschutz wird einem schweren Pe^idel gegenubergestelU, welches sich 
frd um eine horizontale Axe drehen "kann. Die Kugel trifft das Pendel in 
horizontaler Bic^tung, dringt eine Icurze Strecke in das Eolz ein und ertheilt deni 
Pendel dne Bewegungsgrdsse. Wenn die Sehne des Bogens wie ztwor durch einen 
Leimoandstreifen getnessen wird, wie findet man die GesckwindigJceit der Kugel? 

Die Zeit, welche die Kugel gebraucbt, um in das Holz einzudringen, ist so 
kurz, dass man annebmen kann, sie sei Terstrichen, ehe das Pendel sich merkbar 
aus seiner Anfangslage entfemt hat. 

t sei der Abstand der Kugel von der Aufhangungsaxe in dem Moment, in 
welchem ihr Eindringen in das Pendel aufhSrt; j der senkrechte Abstand zwisohen 
der Aie und der Bewegungsrichtung der Kugel; p der Winkel, den die Lfinge J 
mit der durch t daigesteUten LSuge macht, so dass also i » i cos p ist. Behalten 



IQg Kapitel III. Bewegung um eine feste Axe 

wir dieselbe Bezeichnung wie Mher hei. so isfc in dem Augenblick, in welchem 
rler Zusanmieni^toss dei* beiden Kbiijer beendet ist, 

VI V i cos § = (MJc^ VI i®) CO 
und auf diopelbe Weise, wie zuvor, Imdet man 

(.W- + vi r) CO® = 2 Mfjh (1 — cos a) + 2m gi [cos p - cos (or — P)] 

Wenn das Gewehr so nahe als moglich dem Scbwerpunkt des Pendels gegeniiber- 
ge^teUt wird, so ist naliezu h==j und wenn das Pendel lang genug ist, der 
Winkel 8 sehr klein Da nun feiner vi im Yergleich mit M Mem ist, so kann 
man als Annabeimg { = 7^ und p = 0 in den Gliedem der Gleichung setzen, die 
m als Factor entbalten und findet so 

m cj 

unter I den Abstand des Schwingungsmittelpunkts des Pendels und der Kugel von 
der Aufhtingungsaxe verstanden. ^ , 

Das Unbequeme bei diesem Verfahren im Yergleich mit dem vongen hegt 
darin, dass die Kugeln ■wahrend einer ganzen Beihe von Yersuchen in dem 
Pendel sitzen bleiben. Das Gewicht, die Lage des Schwerpunkts und Schwingungs- 
centnims andem sich mit dem Einscblagen einer jeden neuen Engel in das Holz. 
Auch werden die Aenderungen, welche in dem Pendel selbst bei jedem Schuss 
vor sich gehen, vemachlassigt Die Franzosen haben bei ihren Yersuchen in 
Metz 1839^ und’L’Orient 1842 eine grosse Yerhessenmg angebracht. Die Holz- 
masse des englisohen Pendels, welche oft emeuert werden musste, wurde durch 
einen pennanenten ricepteur ersetzt. Dieser Recipient hatte die Gestalt eines ab- 
gestumpften Kegels und war so lang, dass die Kugel nicht vollstandig durch den 
Sand dringen konnte, mit dem er gefdllt war Die vordere Seite war mit einer 
diinnen Bleiplatte geschlossen, welche das Herausfallen des Sandes verhinderte. 
In diese Platte war eine horizontale und eine verticals Linie gerissen, deren 
Durchschnittspunkt der Axe des Kegels entsprach. Man konnte auf diese Weise 
die wirkliche Lage der Kugel beim Eintreten in den Recipienten leicht bestimmen. 

§ 126. Beisp. 1. Man zeige, dass nach jedem Schuss in ein auf englische 
Art construirtes ballistisches Pendel zur Aufstellung der Formel for den nachsten 

Schuss h urn nahezu — ft) und I um — C? — Z) rergrhssert werden muss. 

Beisp 2. Dr. Haughfcon fand, dass bei constanter Ladung die Anfangs- 
geschwindigkeit der Kugel sich umgekehrt wie die Quadratwurzel aus der Masse 
der Kugel und in geradem Yerhaltniss mit der Quadratwurzel atis der Lange des 
Laufs andert Man beweise daraus, dass die durch die E3j)losion des Pulvers 
enfcwickelte Elraft um die Reihung im Innem des Laufs vermindert, wahrend des 
Durchgangs der Kugel durch die Seele constant bleibt. 

Dr. Hutton fand, dass in glatten Laufen die Geschwindigkeit in einem Yer- 
haltniss zuniinmt, das etwas kleiner als die Quadratwurzel, aher grdsser als die 
Cuhifcwurzel aus der Lange des Laufs ist. 

Beisp. 3. Die Geschwindigkeit einer Kugel beiin Yerlassen der Mundung 
eines 76 cm langen Gewehrs sei 306 m in der Secunde. Man zeige, dass die Zeit, 

welche die Kugel zum Passiren des Gewekrs brauoht, etwa ^ einer Secunde 

betragt. 

Beisp. 4. Durch Yersuche hat man festgestellt, dass bei einem Schuss in 
einen grossen festli^nden Holzblock, die Eindringungstiefe der Kugel in das 
Holz wenigstens fSr nicht zu grosse Geschwindigkeiten nahezu wie das Quadrat 
der Geschwindigkeit variiit. Man zeige, dass der dem Eindringen geleistete 
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Widerstand, wenn man die&e Regel gelten constant ist und dass die Zeit 

des Eindringens durch das Yerbaltniss der doj^pelten Tiefe zu der Anfangs- 
geschwindigkeit der Kugel ausgedrCickt wird. Bei einem von Dr Hutton an- 
gestellten Yersuch drang eine Kugel, die mit einer Ge^chwindigkeit von 457 m in 
der Secunde abgefeuert wurde, etwa .‘J6 cm in einen Block von gesundem, trocknem 

Ulmholz; man zeige, dass die Eindringungszeit einer Secunde betmg. 

§ 126. Das Anemometer. Das Robinson’sche Anemometer besteht aus vier 
halbkugelftirmigen Bechem, die an vier horizontalen um eine verticale Axe ro- 
tirenden Armen befestigt sind Der Wind bliist auf der einen Seite der Axe in 
die HQhlungen und auf der andem gegen die convexen Elachen der Becker. Be- 
wegt sich das Anemometer vom Zustand der Ruhe aus, so dreht es sich immer 
schneller herum, bis das Moment der Dmckkrafte des Windes dem Moment der 
Widerstandskriifte das Gleichgevpicht hiilt. 1st T die Geach-windigkeit des Windes. 

V die der Mittelpunkte der Becher und 6 der Winkel zwischen der Bewegungs- 
richtung irgend eines Beckers und der Ricktung des Windes, so ist die relative 
Gesckwindigkeit v' des Centrums dieses Beckers in Bezug auf den Wind 

= — 2T>cos0+ U) • 

Die Beatimmung des Winddrucks auf die Becker ist eigentKch eine Auf- 
gabe der Hydrodynamik ; eine Lfisung iat aber bis jetzt nock nicht gefunden 
worden Inzwiscken kann man das Gesetz als annakemd ricktig annehmen, da.s 
man aus zahlreicken Yersucken gefolgert kat, dass namlick der Widerstand, den 
ein KOrper bei geradliniger Bewegung durck eine Flussigkeit findet, dem Quadrat 
seiner relativen Gesck^^indigkeit proportional ist In den verschiedenen Lagen 
des Anemometers kaben die Tkeile ernes Beckers ver.-^ckiedene relative Ge- 
sckwindigkeiten gegen den Wmd Wir wollen daker das Moment des resultirenden 
Winddrucks um die Axe des Anemometers durck eine qiiadratibcke Function von 

V und V ausdrucken, z. B 

cuF* + 4- (’^), 

worin ce, p, y auf irgend eine nock unbekannte Art von der Lage der Becker in 
Bezug auf den Wind abhSngen 

o;, P, y smd also Functionen von 6 und ^ndem sick mit der Rotation der 
Becker um die Axe Wir kaben jedock die Durckscknittswirkung auf das Anemo- 
meter ndthig. Den mittleren Wertk fur die Wegeinkeit tindet man dadurck, dass 
man (2) mit dB muitiplicirt, von 6 = 0 bis 6 = 23r integrirt und sckliesslick durch 
27t dividirt. Bedeutet F das mittlere Moment des Winddrucks um die Axe des 
Anemometers, so erkSit man 

— 2HFr — CV* (3), 

worin A, € Constante sind, die von der Gestalt des Anemometers abkangen 
und deren Yorzeicken sick auf folgende Art bestimmen lassen. Das Anfangs- 
moment des Winddrucks beim Beginn der Bewegung des bisher in Ruke befind- 
lichen Anemometers wird als positiv angesehen. Fangen nun die Becker an, sick 

d 

zu drehen, so nimmt der Druck ab, so dass also, far ein kieines «?, negativ 

sein muss, woraus folgt, dass das Yorzeicken des Coefficienten von To in (3) 
negativ ist. Wenn sckHesslick der Wind aufhOrt zu blasen, wSkrend die Becker 
nock in Bewegung sind, also fSr F = 0 , suekt der Widerstand der rukigen Luft 
die Bewegung zum Stillstand zu bringen. Der Coefficient von 2 ?* in (3) muss 
daker ebenfaJIs negativ sein. 

§ 127. Wenn das Anemometer seinen sckliesslicken Bewegungszustand er- 
reickt kat, so ist F dem mittleren Moment der Eeibung auf den Stfitzen gleich. 



110 Kapitel in. Bewegung um eine feste Axe. 

1st das lastruineiit so con&tmirt, dass die durch sein Gewicht entstehende Keibung 
so klein ala mOglich ist, so konnen wir diese Beibung um so eher vemachlassigen, 
als uubi'e Fonuel uur eiue Aunabemug ist. Die Stutzen des Anemometers babeu 
dann nur den Seiteudruck dea Windes auszubalten Wahi-scheinlicli ist aber der 
grosaere Theil der so entstandenen Reibung dem Druck des Wmdes proportional 
und kann in Fonnel (3; dadurch einbegrilfen werden, dass man die Constanten 
iindert. Da diese nun durch Yersuche bestimmt werden, so lasst sich annehmen, 
alle Kriiffce, die quadratisclie Functionen der Gescbwindigkeiten sind, seien in dem 
Ausdruck fur F enthalten 

Im Observatorium zu Greenwich, wird ein in Oel auf einer konischen feat- 
liegenden Spitze rotirender hohlei verticaler Zapfen als Stiitze benutzt Eine 
Correction fur die Reibung lindet weiter nicht statt. Die Anordnung scheint Ton 
gutem Erfolg zu sein, da das Instrument sehr empfindlich ist und schon bei sehr 
schwachem Luftzug eine langsame Rotation zeigt. 

Setzt man F=0, so erhalt man eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung des Verhaltnisses von V zu v. Ist m die so gefundene positive Wurzel 
und hat man die Geschwindigkeit des Centrums eines Bechers beobachtet, so 
findet man die Winkelgeschwindigkeit, wenn man die beobachtete Grdsse einfach 
mit m multiplicirt. Wie man sieht, ist ni zwar von der Geschwindigkeit des 
Windes und der Grdsse des Instruments unabhangig, hangt aber von der Gestalt 
des letzteren ab 

§ 128. Man hat verschiedene Yersuche angestellt, um den Zahlenwerth von 
m zu bestimmen. Bei einigen hat man das Anemometer an die aussere Kante 
eines sich drehenden Maschinenrades befestigt. Die Axe des Anemometers be- 
wegt sich auf diese Art mit einer constanten Geschwindigkeit V. Wird derVer- 
such an einem windstilleu Tag gemacht, so erhalt man die Wirkung eines Windes 
von derselben Geschwindigkeit auf ein feststehendes Anemometer. Der Werth 
von V wird dann erinittelt, indem man die Anzahl der Umdrehungen des Ane- 
mometers im Raum zahlt. In einer im Jahr 1860 in den Insh Transactions er- 
schienenen Abhandlung gibt Dr. Robinson w = 3 als den mittleren Werth des 
Yerha,ltnisses an, wie er aus Experimenten dieser Art sich ergab. Dieser Werth 
von 771 ist allgemein adoptirt worden 

Andere Yersuche, welche im Greenwich Park 1860 angestellt wurden, haben 
denselben Werth von m ergeben und machen die Genauigkeit dieses Yerhaltnisses 
in sehr hohem Grad wahrscheinlich. Siehe die Gi'senwich Observations, 1862. 
Weitere im Jahr 1872 mit einem Dampfcaroussel ausgefuhrte Expenmente sind 
von SirG Stokes in den Proceedings of the Royal Society, Mai 1881, beschrieben 
worden. 

Die Seewarte in Hamburg besitzt einen Anemometerprufungsapparat, auf 
dem die Anemometer in Deutschland gepruft werden. Er besteht aus einem grossen 
Ann, der sich um eine verticals Axe dreht und an dem einen Ende das zu priifende 
Anemometer, an dem andem ein Gegengewieht tr^gt. Man kann ihm verschiedene 
Gescbwindigkeiten, den WindstUrken entsprechend, geben und dann die Touren- 
zahl des Anemometers messen. 

Eine andere Art, diese Yersuche auszufuhren, besteht darin, dass man zwei 
ahnliche Anemometer um festliegende Axen rotiren lasst und an dem einen eine 
bekannte verzCgemde Eraft irgend welcher Art, die sein v zu verkleinem im 
Stande is^ anbringt. Wir haben alsdann aus zwei verschiedenen Maschinen, die 
mit ungleichen aber bekannten Gescbwindigkeiten sich um ihre bezugliche Ayp n 
drehen, ^eselbe Geschwindigkeit des Windes abzuleiten. Man erhSJt dadurch 
zwei Gleichungen und nach der Elimination der unbekannten Windgeschwindig- 
keit eine Gleichung zwischen den Constanten A, B, C und der bekannten ver- 
zOgemden Kraft. Durch Wiederholung des Experiments gelangt man zu einer 
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fur die Bestinimung der Constanten ausreichenden Anzahl von (jrleifhungen Der 
Werth von m vnrd dann auf die in § 127 erkliirte Art gefunden Die Sch'ftierig- 
keit liei der Ausfiihrung liegt darin, eine bekannte gleichformig \erzogemdti I\raft 
zu ermitteln, die sich bequem an dem Anemometer anbrtngen Jie&se Man ver- 
gleiche eine Abliandlung Dr Robinson’s iiber diesen Gegenstand m den Fhl. 
Trans. 18S0. 

§ 129 Beisp 1 Man nehme an, AV^ — 2BVv stelle den Wertn von F dar, 
wie er es nach angestellten Versucben zu sein scheint und zeige, dass unter 
dieser Voraussetzung, wenn ein Anemometer voni Zustand der Rube ans sieh in 
Bewegung setzt, die Geschwindigkeit v der Becher bestiindig zunimmt und einer 
gewissen endKcbeu Greixze zustrebt. Man zeige femer, dats <lie Zeit, zu welcher 
die tbatsacblicbe Geschwindigkeit der Becher irgend ein gegebener Bruch der 
Grenzgesch'wdndigkeit ist, vanirt wie das Tragheitsmoment de.s Anemometers uiu 
seine Axe und umgekehrt wie die Geschwindigkeit des Windes 

Beisp. 2. Als das Anemometer an die aussere Kante eines Dampfcaroussels 
BO, wie oben beschrieben, befestigt wurde, war es nicht moglich, einen vollkommen 
windstillen Tag zu finden. Man muss daher die Gescliwindigkeit TI"* des Windes be- 
rucksichtigen; ist sie klein, so kann manirdadurch Reehnung tragen, dass man in der 

Formel F^A^^ — 2BVv fur V setzt: worin = oder ist je 

y 4 4 

nachdem das Triigheitsmoment des Anemometers um seine Axe sehr klein oder 
sehr gross ist Dabei wird angenommen, das Anemometer rotire ohne Reibung 
Den Satz verdankt man Sir G. Stokes; einen Beweis findet man in den Proceed- 
ings of the Boyal Society, Mai 1881 

Beisp 3 Ein Anemometer ohne Reibung wird durch einen stosaweisen Wind 
in Bewegung gesetzt, dessen Geschwindigkeit man durch Td -f- « ain wt) aus- 
diiicken kann, wobei u so klein ist, dass sein Quadrat vemachlkssigt werden 
kann. Man zeige. dass die Geschwindigkeit eines jeden Bechers durch einen Aus- 
druck von der Form v[l + cf cos sin^i — p;] dargestellt werden kann, dass 
also das Anemometer alien Aenderungen der ]&afb des Windes nach einem Zeit- 
intervall ^ folgt. Hier ist AF- — 2-BFi? — und 

worin a der Abstand des Centrums eines Bechers von der Axe und I das Tr'dg- 
heitsmoment des Instruments in Bezug auf die Axe ist. 

Die Geschwindigkeit der Luftstrdme in Bergwerken wird gewdhnlich mittelst 
Anemometem von etwas anderer Construction bestimmt. Sie beruhen auf einem 
ahnlichen Princip wie Whewell’s Windmesser. Mehrere leichte Fldgel sind auf 
einer horizontalen Axe angebracht gerade wie die Fldgel ehaer Windmvlhle kleinen 
Massstabes, nur zahlreicher. Die Axe ist an einem Zifferblatt oder einem andem 
Apparat befestigt, an w’-elchem man die Zahl der Umdrehungen der kleinen Wmd- 
mdhle ablesen kann. Wenn V die Geschwindigkeit des Windes und v die ab- 
gelesene Zahl der Umdrehungen ist, so ergeben die Yersuche, dass innerhalb ge- 
wisser Grenzen V^av-\-h ist, wobei a und 5 zwei Constante sind, die von der 
Gestalt des Anemometers und der Reibung, welche der Wind zu iiberwinden hat, 
abhangen. Man vergleiche einen Aufsatz Snell’s im Engineer, 23. Juni 1882. 

Die Annalen der Astronomical Society vom Harvard College Bd. XL enthalten 
einen Appendix von S. P. Pergusson Clber Anemometervergleichungen, die in den 
Jahren 1892 — 1894 in Massachusetts gemacht wurden. Einen Aufsatz von C. Ohree 
iiber die Theozie des Robinson’schen Becher- Anemometers findet man im Philo- 
sophical Magofgme 1896, siehe auch Langley, Amer. Jowm. of Science, (8), 47, 1894, 



Kapitel IV. 

Ebene Bewegung. 

§ 130. Die Bewegungsgleidmngen. Die Lage eines Korpers in 
einem Raum Yon zwei Dimensionen kann durck die Coordinaten seines 
Schwerpunkts und den Winkel bestiramt werden^ den eine im Korper 
mit einer im Raum festliegenden Geraden macbt. Wir baben diese 
drei Bestimmungsstucke die Coordinaten des Korpers genannt xind wollen 
sie nun als Functionen der Zeit ausdriicken. 

Dazu ist es nothig, die Effectiykraffce des Korpers durch diese 
Coordinaten auszudrucken. Ibre Componenten parallel zu den Axen 
sind bereits in § 78 ermittelt worden, es ist also nur nocb ibr Moment 
um den Schwerpunkt zu finden. Sind (x\ y) die Coordinaten eines 
Massenpunktes m auf recbtwinkbge sicb im Scbwerpunkt scbneidende 
Axen bezogen, die den im Raum festliegenden Axen parallel laufen, 
so ist dieses Moment, wie in § 74 gezeigt wurde, gleicb dh/dt^ wenn 



ist. 

Ist d die „Winkelcoordinate^^ des Korpers, d. b. der Winkel, den 
eine im Korper mit einer im Raum festbegenden Geraden bildet und 
sind (r, (p) die Polarcoordinaten eines Massenpunktes m fiir den 
Scbwerpunkt des Korpers als Coordinatenanfang, so ist r wabrend der 
ganzen Bewegung constant und dcp/dt fiir jeden Punkt des Korpers 
dasselbe und gleicb dQjdt. Somit ist derWinkelbewegungsgrosse In, genau 
wie in § 88 

wenn man unter das Tragbeitsmoment des Korpers bez. seines 
Scbwerpunkts yerstebt. 

6 ist der Winkel, den eine im Korper mit einer im Raum fest- 
begenden Geraden bildet. Welche gerade Linien man auch wdMen mag^ 
dBjdt Hleibt immer dasselbe. Leucbtet dies nicbt scbon von selbst ein, 
so lasst es sicb auf folgende Art beweisen. OA, O'A' seien irgend 
zwei im Korper festbegende Gerade, die den Winkel cc einscbbessen; 
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OJ5, O'JS' zwei in der Ebene festliegende unter dem Wiukel /3 gegen- 
einander geneigte Grerade; es sei AOB = 6, = daiin 

ist 6 -{- /3 = 0 -j- a und da a und j(3 von der Zeit unabhiingig sincl, 
ddldt = dd'ldt Ans diesem Satz geht hervor, dass die Winkel- 
gescbwindigkeiten eines Eorpers in einem Raum von zwei Dimensionen 
um alle Pimkte dieselben sind. 

§ 131. Die allgemeine Methode des Verfabrens ist wie folgdi: 

Sind (Xy 2 /) die Coordinaten des Sckwerpunkts eines Eorpers des 
Systems auf rechtwinklige im Raum festliegende Axen bezogen und 
die Masse des Eorpers, so sind die Eflfectivkraffce des Eorpers zu- 
sammen zweien Ejraffcen Equivalent, die durch Md^x/dt^, MdPy/dt^ ge- 
messen werden und am Scliwerpunkt parallel den Coordinatenaxen an- 
greifen, und ausserdem einem Eraffcepaar, das durcih 9 /dt^ gemessen 
wird und den Eorper um seinen Schwerpunkt in der Ricbtung, in 
welcber 0 genommen wird, zu drehen sucht. Nacb D’Alembert^s 
Princip sind die Bffectivkraffce aller Eorper, in umgekehrter Ricbtung 
genommen, mit den gegebenen Eraften im Grieicbgewicht. Die dyna- 
miscben Grleicbungen kann man dann nach den gewobnliclien Regein 
der Statik aufstellen. Siehe § 82. 

Wir woUen die Erafte parallel zur x~ und y-Axe zerlegen und 
die Momente auf den Scliwerpunkt beziehen; sind dann die gegebenen 
am Eorper angreifenden Erafte zusammen mit den von den iibrigen 
Ebrpern herruhrenden Reactionen, wenn solcbe vorbanden sind, den auf 
den Scbwerpunkt wirkenden Eraften X und Y und einem Paar L 
gleicbwertbig, so sind die Bewegungsgleicbungen dieses Eorpers offenbar 

In der Statik ist es von Vortbeil, aucb nacb andem Ricbtungen 
als den Axen zerlegen und die Momente um einen beliebigen Punkt, 
der uns wiinscbenswertb scbeint, nebmen zu konnen. Man kann damit 
die Losung oft sebr abkiirzen und vereinfacben. Wollen wir z. B. die 
Einfiibrung einer unbekannten Reaction in unsere Gleicbungen ver- 
meiden, so nebmen wir die Momente um ibren Angrififspunkt oder 
macben Gebraucb von dem Princip der virtuellen Gescbwindigkeiten. 
Es stebt uns also aucb in der Dynamik frei, unsere Erafte zu zerlegen 
und die Momente zu nebmen, wie wir wollen. Bezieben wir z. B. die 
Momente auf einen Punkt C7, dessen Coordinaten (lij) sind, so erbalten 
wir eine Gleicbung von der Form 

- e S - (S' - ») S] + " 3? - 

worin B das Moment der gegebenen Erafte um den Punkt C ist. In 
dieser Gleicbung sind (I 17 ) die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
und es ist gleicbgiiltig, ob er festbegt oder sicb bewegt. 

Xtouth, Dynamik. 1 


8 
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Bei der Zerlegung der Krafte kSimen wir die AusdrQcke ffir 
die Cartesisclieii Coordinateu durch. die Formen fiir Polarcoordixiaten 

Jf r und fiir die Componenten parallel 

imd senkrecht zum Eadiusveotor ersetzen. 1st v die Gesckwindigkeit 
des Schwerpunkts, p der Kriimmtingsradiiis seiner Balm, so lassen sick 
manckmal auck die Formen M dv/dt und M v^/q fiir die Componenten 
der Effectivkrafte langs der Tangente und des Radiusvectors der Baku 
des Sckwerpunkts mit Vortkeil kenutzen. 

Als Anleitung zur ricktigen Auswakl der Ricktungen, in welcke 
die Krafte zu zerlegen oder der Punkte, um welcke die Momente zu 
nekmen sind, lassen sick zwei wicktige Falle erwaknen. 


§ 132. JErsfens soU man m ermiUeln suchm, oh me im "Brnm 
fesddegende Michiung existirt^ fwr weZcke dio Com^on&nten der gegebenen 
Krafte versckwinden. Zerlegt man in dieser Ricktung, so erkalt man 
eine Gileickung, die sick sofort integriren lasst. Hat z. B. die as-Axe 
diese Ricktung und sind M, M', etc. die Massen der versckiedenen 
Korper; x, x , etc. die Abscissen ikrer Sekwerpunkte, so ergibt sick 
nack § 77 oder 131 


M 


d‘x 

dt' 




= 0 


und durcli Integration 




dt 


• = c. 


worin C eine Constante ist, die durcli die Anfangsbedingungen sieh 
finden lasst. Wenn noting, kann man die Gleicbung nocb einmal 
integriren. 

Man hatte dieses Resultat auck aus dem allgemeinen Princip der 
Erhaltung der Translationsbewegung des Sckwerpunkts in § 78 ab- 
leiten konnen. Denn da es keine bewegende Kraft parallel zur cc-Axe 
gibt; so ist die Gesckwindigkeitscomponente des Sckwerpunkts des 
gan^en Systems in dieser Ricktung constant. 


§ 133. Alsdwim soU man m ermitteh, suchen, oh es emen im 
Baum festUegenden JPunkt gibt, fur welchen das Moment der gegehenen 
Krafte verschwindet Nimiat man die Momente um diesen Punkt, so 
erkalt man wieder eine Gleickung, die sick sofort integriren lasst. 
Waklt man den Punkt als Coordinatenanfang und kaben die Buch- 
staben ihre gewohnlicke Bedeutung, so ist nack dem ersten Paragrapken 
dieses Kapitels 

wobei 2? die Summirung fOr alle Korper des Systems angibt. Durch 
Integration erhalt man 
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unter C eine Constante verstanden, die durcli die AnfaugsLedingungen 
der Aufgabe zu bestimmen ist. 

Diese Grleicliung sagt aus, dass, weuu die gegebenen Krafte keiu 
Moment um einen Punkt haben^ die Winkelbewegungsgrosse um diesen 
Punkt wahrend der Bewegimg constant bleibt. Es folgt dies aucli so- 
fort aus § 77. 


§ 134. Die Winkelbewegnngsgrosse. Da wir die dnrch Bildung 
der Momente entstehende Gleicbung so oft notbig habeU; so ist es 
wichtig; auch andere Formen^ die man ihr geben kann; in Betracbt zn 
zieben. Liegt der Punkt, fiir -welcben die Momente gebildet werden, 
im Baum fest, so dass er als Anfangspunkt der Coordinaten gewablt 
werden kann, so ist das Moment der Effectivkrafte am Eorper 31 



worin x und y die Coordinaten seines Scbwerpunkts sind. 

Wir bitten, den Sinn der Terscbiedenen Tbeile dieses Ausdrucks 
zu beacbten. Wie in § 77 erklart wurde, ist das Moment der Effectiv- 
krafte der Differentialquotient des Moments der Bewegungsgrosse um 
denselben Punkt. Das Moment der Bewegungsgrosse ist nacb § 74 
das namlicbe, wie das Moment um den Scbwerpunkt zusammen mit 
dem Moment der ganzen im Scbwerpunkt vereinigten und sicb mit der 
Gescbwindigkeit des Scbwerpunkts bewegenden Masse. Das Moment 
um den Scbwerpunkt ist nacb dem ersten Paragrapben des Kap. HI 
Oder IV gleicb Mk^ dd/dt und das Moment der vereinigten Masse 
31 (x dy/dt — y dxjdt), Daber ist in dem Raum von zwei Dimensionen 
fur irgend einen Kdrper von der Masse 31 


die Winkelbewegungsgrosse 1 mIx — 

um den Coordinatenanfang 


dt! 


) + 


£0 

dt 


Zieben wir Polarcoordinaten vor, so lasst sicb dem Ausdruck eine 
andere Gestalt geben. Sind (r, cp) die Polarcoordinaten des Scbwer- 
punkts, so ist 


die Winkelbewegungsgrosse 1 t 

um den Coordinaten^augJ ^ dt ' dt ’ 

Ist V die Gescbwindigkeit des Scbwerpunkts und ^ das vom Coor- 
dinatenanfang auf die Tangente an die Ricbtung seiner Bewegung ge- 
faUte Lotb, so ist das Moment der Bewegungsgrosse der im Scbwer- 
punkt vereinigten Masse 31vp und wir erbalten wieder 


die 

um 


WintelbeweguBgsgrSssej _ s 

den Coordinatenanfang J * dt 
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Aus § 74 geht hervor^ dass dies die augenblickliche Winkel- 
bewegungsgrosse des Korpers um den Coordinatenanfang ist^ mag er 
mm festliegen oder sicli bewegen. In dem letzteren Fall ist jedocli 
ihr Differentialquotient nach der Zeit nicht das Moment der EfiFectiv- 
krafte. 

Da das augenblickliche Rotationscentrum (Momentancentrum) als 
fester Punkt angesehen werden kann, wenn man es nur mit den Coor- 
dinaten und ihrem ersten Differenticdquotienten nach der Zeit zu than 
hat, so ist 

die Winkelbewegungsgrosse I _ jj ^/ ^2 \ 
um das Momentancentrum/ ^ ^ dt 

Wenn Mk'^ das Tragheitsmoment fiir das Momentancentrum ist, 
so lasst sich diesem letzten Ausdruck auch die Form geben Mk'’^ dd/dt 

Bei dem Aufstellen der Momente fiir irgend einen Punkt, mag er 
nun der Schwerpunkt sein oder nicht, beachte man, dass Mk^ in alien 
diesen Formeln das Tragheitsmoment in Bezug auf den Schwerpunkt 
und nicht in Bezug auf den Punkt ist, fiir welchen die Momente ge- 
nommen werden. Nur bei dem Aufstellen der Momente fiir das 
Momentancentrum oder einen festliegenden Punkt kann man das 
Tragheitsmoment fiir diesen Punkt statt des Tragheitsmoments fiir 
den Schwerpunkt benutzen und dann enthalt unser Ausdruck fiir die 
Winkelbewegungsgrosse die WinkelbewegungsgrSsse der im Schwer- 
punkt yereinigten Masse, 


§ 135. Allgemeine LSsungsmethode. Bilden wir die Bewegungs- 
gleichungen eines jeden Korpers, indem wir die Componenten parallel 
den Coordinatenaxen und die Momente um den Schwerpunkt nehmen, 
so erhalten wir fur jeden Korper drei Grleichungen von der Form 


M = F cos ^ RcohiI; 

M = F" sin 9 + ^ sin ^ • 


( 1 ), 


worin F eine der am Korper angreifenden gegebenen Erafte bezeichnet, 
deren Componenten F cos (p und F sin g? sind und deren Moment um 
den Schwerpunkt Ip ist, wahrend R eine der Reactionen bedeutet. Sie 
heissen die dynamischm Gleichungen des Korpers. 

Ausser ihnen existiren noch gewisse geometrische Gleichungen, 
welche die Verbindungen des Systems ausdriicken. Da jede solche 
Zwangsyerbindung yon einer Reaction begleitet ist und jede Reaction 
yon einer Zwangsyerbindung, so sind ehensoviel geometrische Gleichungen 
yorhanden, als es unbekannte Reactionen in dem System gibt. 
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Hat man die richtige Anzahl von Bewegungsgleichiingen erhaltem 
so schreitet man zn ihrer Auflosung, fur welche zwei allgemeine Me- 
thoden vorgescUagen worden sind. 

Die erste LBsungsmetliode. Man differenzire die geometrischen 
Gleichungen zweimal nach t und setze fiir d?yjdfj d^djdt^ die 

Werthe aus den djnamisclien Gleiclmngen ein. Damit erhalt man eine 
zur Bestimmung der Reactionen ausreicliende Anzahl von Gleichungen. 
Diese Methode ist immer dann von grossem Vortheil, wenn die geo- 
metrischen Gleiehungen die Form haben 

Ax + By+Cd = B (2), 


unter A, B, C, B Constante verstanden. Nimmt man ferner au^ die 
dynamischen Gleichungen seien der Art^ dass sie in der Form (1) ge- 
schrieben duf dsT Techt&ii Seite viut die RedcUofi&ii ufid Coyistanteyi ohfie 
irgend ein Xj y oder 6 enthalten und substituirt in die Gleichung 




dt^ 


c — 0 


die man durch Differentiation von (2) erhalt^ so kommt man zu einer 
Gleichung, in welcher nur die Reactionen und Constanten vorkommen. 
Da dies fiir aUe geometrischen Beziehungen gilt, so bleiben oflfenbar 
die Reactionen wahrend der Bewegung constant und ihre Werthe lassen 
sich finden. Substituirt man daher diese Werthe in die dynamischen 
Gleichungen (1), so sind die GHeder auf der rechten Seite constant und 
die Werthe von x, y, 0 lassen sich durch eine leichte Integration ermitteln 
Haben dagegen die geometrischen Gleichungen nicht die Gestalt 
(2), so fiihrt diese Methode in der Regel nicht zum Ziel. Nimmt man 
z. B. an, eine geometrische Gleichung habe die Form 

ajs 4- 2/^ = 

enthalt sie also Qmd/rate statt der ersten Potenz, so wird ihre zweite 
Dififerentialgleichung 


und wenn wir auch die W^erthe von cPxfd'^^ cPy[dt^ einsetzen konnen, 
so ist es im AUgemeinen nicht moglich, die Glieder {dxjdff^ {dyjdff 
zu eliminiren. 


§ 136- Die Reactionen in einem dynamischen Problem werden in 
vielen Fallen durch den Druck glatter fester Hindernisse hervorgebracht, 
welche die Korper bei ihrer Bewegung beriihren. Solche Hindernisse 
konnen nur entgegenwirken und wenn daher aus den Gleichungen 
hervorgeht, dass eine solche Reaction in irgend einem Augenblick ihx 
Vorzeichen wechselt, so verlasst offenbar der Korper in diesem Augen- 
blick das Hindemiss. Dies fuhrt gelegenthch zu Discontinuitaten in 
unsem Gleichungen. Zueist bewegte sich das System unter einem ge- 
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wissen Zwang imd unsere Gleichungen waren auf diese Voraussetzung 
gegriindet. In einem gewissen Augenblickj der durch das Verschwinden 
einer Eeaction bestimmt wird, hort der Zwang^ dem einer der Korper 
unterworfen war, auf und die Bewegungsgleichungen mtissen durcb 
Fortlassen dieser Eeaction geandert werden. Aehnliclie Bemerkungen 
gelten, wenn die Reactionen durch den Druck eines Korpers gegen 
einen andem hervorgerufen werden. 

Man beackte, dass, wmin die erste Losungsniethode angeivendet iverden 
Mnn, die Reactionen wabrend der Bewegung constant bleiben, also 
solcbe Discontinuitaten nie eintreten kormen. Wenn ein Korper einen 
mdern herulirt^ so trennen sie sich alsdann entweder bevm JBeginn iJirer 
Beivegung Oder bleiben stets in BerUhrimg miteinander. Solcbe Reactionen 
sind auch von den Anfangsbedingungen unabbangig und bleiben daber 
dieselben, wenn das System in irgend einer Lage in den Zustand der 
Rube versetzt wird. 

§ 137. JEin dynamisches System bestehe aus 2 wei Korpern, die 
mit der Eeaction E auf einander drilckm; wie ist die entsprechende 
geometr'tscJie Gleichung m bilden? Man muss offenbar durcb sie aus- 
driicken, dass die Componenten der Gescbwindigkeit der Beriibrungs- 
punkte der beiden Korper in der Ricbtung von E einander gleicb sind. 

Bam ist der folgende SaU oft von NuUm. 
Bin Korper drebe sicb um einen Punkt G mit 
der Winkelgescbwindigkeit d6/dt = (x) in ent- 
gegengesetzter Ricbtung, wie die Zeiger einer 
Ubr und G bewege sich in der Ricbtuug GA 
mit der Grescbwindigkeit F. Man soU die 
Componente der Gescbwindigkeit des Punktes P 
in der Ricbtung PQ finden, die mit GA den 
Winkel <p macbt. In der Zeit dt bewegt sicb 
der ganze Korper und daber aucb der Punkt 
P durcb einen Raum Vdt parallel zu GA und 
w^end derselben Zeit bewegt sicb P senk- 
recht zu GP durcb einen Raum cd • GP * dt. Die ganze Verscbiebung 
von P parallel zu P^ betragt daber 

(F cos 9 4" 03 • CrP sin GPN) dt . 

Ist GN = p das Lotb von G auf PQj so ist, wie wir seben, die 
Gescbwindigkeit von P parallel PQ gleicb V oos (p cop . 

Bemerkenswertb ist, dass dieser Ausdruck von der Lage von P 
auf der Geraden PQ unabbangig ist. Ba/rcm folgt, dass die Geschmndig- 
loeitscofnponenten abler PmiTde einer Gerade^z PQ in der EicMnmg von 
PQ dieselben sind. Es leucbtet dies sofort ein, wenn man bedenkt, 
dass aUe Punkte der Geraden PQ starr mit einander verbunden sind 
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uud die Lange der Lime jP Q sich. andern miisste ^ ■wenn die in Rede 
stehenden Geschwindigkeitscornponenteii Hirer Punkte yerscliieden waren. 

W^ird dalier die Geschwiiidigkeit eines Punktes J? in einer Riclitung 

FQ gesucht, so kann man P durcL irgend einen andern in der Linie 

FQ gelegenen Punkt ersetzen, dessen Gescliwindigkeitscomponente 
leichter zu ermitteln ist. In der Regel ist der Punkt N am beijnemsten, 
denn olme Benutzung einer Pormel sieht man schon von selbst, dass 
seine Geschwindigkeitscomponente, langs FQ, Fcosg? + op ist. 

Sind (coj y, 6), {x\ 'ij, 6') die Coordinaten der beiden Korper, q, q 

die Lothe von den Punkten (x, y), (x', y) auf die Ricbtung einer 

Reaction B, der Richtungswinkel, den F mit der x-Axe macht, so 
lautet die gesucbte geometriscbe Gleicbung 


_cos^ + ^sm 


+ 


dt 


dx \ dy . I dd r 


Sind die Korper voUkommen rauh und roUen anfeinander ohne zu 
gleiten, so gibt es 0wei Reactionscomponenten fflr den Beriilmingspunkt, 
die Ainp normal, die andre tangential zu der gemeinschafbliclien Flacke 
der sich heruhrenden Korper. Fiir jede derselben erhalt man eine 
Gleicbung, wie die oben aufgesteUte. Ist dagegen gleUende Reibung 
Torhanden, so verlieren die bisherigen Betrachtungen ihre Giiltigkeit, 
■wie wir weiter unten sehen werden. 


§ 138. Die zweite LSsungsmethode. In einem dynamiscben System 
mogen zwei Korper Ton den Massen M, M' mit der Reaction R auf- 
einander driicken. Die Bewegungsgleichungen Ton M seien die in § 135 
mit (1) bezeichneten und die von M' moge man aus ilnen erhalten, 
indem ^a.ti alle Bucbstaben nut Ausnahme von Rj ijf und t mit einem 
Strich versieht und — R statt R schreibt. Wir multipliciren die Be- 
wegungsgleichungen von Ml mit 2 dxjdt, 2 dyjdt bez. 2d6ldt, die von 
M' mit den entsprechenden Grossen und addiren die sechs Gleichungen. 
Man erhalt 

= 2 -F(§cos 9 P + gsin 9 )+i>§)+ etc. 

+ (S S ^ ^ S) “ ^ ^ ^ ■ 

Der Coefficient von R verschwindet in Folge der im vorigen Para- 
graphen gefundenen Gleichung. Dasselbe gilt fiir alle Reactionen zwischen 
je zweien der sich bewegenden Korper. 

Druckt der Korper M gegen ein ausseres festes Hindemiss, so 
wirkt R nur auf den Korper M und der Coefficient von 22? beschrSnkt 
sich auf den in die erste Klammer eingeschlossenen TheiL Da aber 
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die Geschwiudigkeit des Beruhrungspimktes in der Riclitung yon R yer- 
sehwinden musS; so ist der Coefficient von JR auch in diesem Fall Ifull. 

A sei der Angrififspunkt der gegebenen Kraft F und die Ge- 
schwindigkeitscomponente von A in der Richtmig der Wirkung von F 
sei df/dt Alsdann ist der Coefficient von 2F gleicb df/dt und aus 
der Definition von df folgt weiter, dass Fdf das aus der Statik be- 
kannte virfcuelle Moment der Kraft F ist. 

Au±‘ diese Art haben wir eine Metbode gewonnen, mit deren Hiilfe 
wir zu einer Gleichung kommen, die von den unbekannten Reactionen 
YoUkommen glatter oder voUkommen rauher Korper frei ist. Das Ver- 
fabren bestebt darin, dass man die Gleicbungen, auf deren linker Seite 
MdPxjdt^y JMJdPyJdf, JMJh? d^Bjdf etc. stebt, mit dxjdt^ dyjdi^ ddjdt 
etc. multiplicirt und die so erbaltenen Gleicbungen fiir alle Korper 
addirt Die Coefficienten aller unbekannten Reactionen sind in Folge 
der geometriscben Gleicbungen, wie man findet, gleicb bTuU. 

Die linke Seite dieser Gleicbung ist offenbar ein voUstandiges 
DiflFerential. Man erbalt durcb Integration 

^[(S)'+ §)’+'’=(§)'] + “«• - 0 + 2/PJ/ + • • , 

worin C die Integrationsconstante ist. 

In der Praxis lasst man gewohnlicb die Zwiscbenstufen weg und 
scbreibt die Gleicbung gleicb in der Form 

4M(sr+(i)’]+oi-c+<^. . . w, 

unter TJ das Integral des virtuellen Moments der Krafte verstanden. 

Sie beisst die Gleicbung der lelendigen Kraft. 

JEm anderer Feweis. Benutzt man die in der Statik bewiesenen 
Satze fiber die Arbeit, so lasst sicb der vorstebende Beweis etwas ver- 
einfacben, indem man jeden starren Korper in seine Elementarmassen- 
punkte auflost. 

Ist m die Masse eines materieUen Punktes^ x^ y seine Coordinaten; 
mJK.^ mY die Componenten der Krafte, so ist 

Multiplicirt man mit dx/dt bez. dyjdt^ nimmt die Summe durcb das 
ganze System von Massenpunkten und integrirt, so erbalt man 

\ (ST = ^ H- Ydy) . 

Die linke Seite ist die lekendige Kraft des Korpers, die rechte 
das Integral der TirtueUen Momente der an den.Punkten angreifenden 
Krafte. 

Bei dieser Art des Beweises enthalteu die Krafte auf der rechten 
Seite (1) die inneren Reactionen der Terschiedenen Massenpunkte, aus 
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(lenen jeder Korper besteht, (2) die gegenseitigen Reactionen der Korper 
aufeinander, (3) die Dnickkraffce, welche in Polge ausserer geometrischer 
dem System auferlegter Bedingungen entstehen. 

In der Statik wird bewiesen, dass die yirtuellen Momente der in- 
neren Reactionen verscbwinden^ wmn die Korper so starr sind, dass 
die materiellen Punkte, welcbe jeden Korper zusammensetzen, in un- 
veranderlichem Ab stand von einander bleiben. Es wird auch bewiesen, 
dass die yirtuellen Momente der Reactionen zwiscben den sicb be- 
wegenden Korpern mit gewissen Ausnahmen sick gegenseitig zerstoren 
und schliesslicli, dass die in Polge geometrischer Bedingungen ent- 
stebenden Druckkrafte in der Function der Arbeit nicht auftreten, wenn 
die Bedingungen die Zeit nicht explidte enfhdlten. 

Lasst man diese Druckkrafte sammtlicli weg und sckliesst jetzt in 
die Ausdrucke mX, wKnur die ausseren gegebenen Krafte ein, vs^elcke 
an dem System angreifen und stellt femer mit U das Integral dar, so 
erhalt man wie zuvor 

C+U. 

Der Haupteinwand gegen diese Art, den Beweis zu fiiliren, be- 
stebt darin, dass die Einscbrankungen, denen der Satz unterliegt, nicbt 
klar bervortreten. In dem Kapitel iiber die lebendige Kraft wird eine 
Modification dieses zweiten Beweises gegeben, die, auf den Satz von 
der yirtuellen Arbeit gegrtindet, yiele Vortbeile zu baben scbeint. So- 
wobl der eben gegebene Beweis als die spatere Modification sind all- 
gemein in Gebraucb. 

Da der Satz yon der lebendigen Kraft einer der wicbtigsten in der 
Dynamik ist, so muss man sucben, ibn von moglicbst vielen Seiten zu 
betracbten. 

§ 139. Die lebendige Kraft eines KSrpers. Die bnke Seite der 
Gleicbung (1) des vorigen Paragrapben beisst die lebendige Kraft des 
ganzen Systems. Wir wollen beweisen, dass fiir irgend einen Korper M 

die lebendige Eraft Ton M = \m [( (^)'+ (§)'] ist. 

JErster Beweis. Wurde die ganze Masse in ibrem Scbwerpunkt ver- 
einigt und bewegte sie sicb mit der Geschwindigkeit des Sebwerpunkts, 
so ware h Null und die lebendige Kraft wiirde sicb auf die beiden ersten 
Glieder reduciren. Diese GHeder beissen daber die lebendige Kraft der 
Translation und das letzte Glied die lebendige Kraft der Botation. 

Ist y die Gescbwindigkeit des Sebwerpunkts, so lasst sicb die 
Gleicbung aucb schreiben: 

die lebendige Eraft von \ (^)^' 
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Beiiutzt man Polarcoordinaten, so erhalt man die letendige Kraft 

YOU + unter (r, cp) die Polar- 

coordinaten des Schwerpunkts yerstanden. 

Bedeutet q den Abstand des Schwerpunkts von dem Momentan- 

/7fl 

centrum des Eorpers, so ist p offenhar die Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts und mithin 

die lehendige Kraft von Af = |- Jf (p* + A®) (^) • 

Ein anderer Bewds. Will man den zweiten der beiden im letzten 
Paragraphen gegebenen Beweise des Satzes von der lebendigen Kraft 
benutzen, so wird es nothig, das Theorem in diesem Paragraphen 
etwas anders zu behandeln. Zu diesem Zweck bemerken wir, dass 

eine quadratisclie Function der Variabeln ist und 

daher naoli dem allgemeinen Satz fiber die parallelen Axen (§ 14) der 
Summe zweier Ausdriicke gleicbkommtj n'amlicb (1) dem Wert von 
U, wenn die ganze Masse in dem Schwerpunkt G vereinigt wird, also 

i Mv^ und (2) dem Wertb von H, wenn der Korper auf G als Coordi- 

natenanfang bezogen wird, also Ist nun cd die Winkel- 

gescliwindigkeit des Korpers um (r, so ist die relative Gescbwindigkeit 
eines Massenpunktes v' = rco, wenn r seinen Abstand von G bedeutet und 

daber ^ Umv'^ = 4* • coK Wir erhalten mitbin wie fruber die 

2 a 

lebendige Biafb von M = ^ ~ 

Der bier gegebene Fundamentalsatz wird Konig zugescbrieben, 
der ibn in den Acta Eruditorum veroffentlicbte. Die folgende TJm- 
drebung des Theorems riibrt von Caucby ber; Exercises de Math., seconde 
annee, S. 104; Oeuvres completes H 7, S. 140. 

Beisp. 1, P sei ein in einem starren ESrper festliegender Punkt, der sicb mit 
ihin bewegt und derart bestimmt ist, dass die lebendige Kraft des Korpers der von der 
Translation von P berriilirenden lebendigen Kraft zusammen mit der lebendigen 
Kraft der relativen Bewegung um P gleiob ist. Man beweise, dass P auf dem 
um (r J als Durchmesser beschriebenen Kreis liegt, wenn J das Momentancentrum 
und G der Schwerpunkt ist. 

Versteht man unter ay die Winkelgescbwindigkeit des KSrpers um I imd 
unter Q die Lage eines materiellen Punktes m, so erbalt man aus der in der 
Aufgabe entbaltenen Bedingung 

Sm groo^ == 2m + M • PI^co*. 

Dividirt man durcb oo* und setzt for die beiden G-beder mit 2 ihre in § 13 
gegebenen Wertbe ein, so wird ^2* = 6rP* + PJ®, was zu beweisen war 

In dem Baum von drei Dimensionen muss der Punkt P auf dem Cylinder 
begen, dessen Basis ein Kreis ist, welcber zum Durohmesser das von G auf die 
Momentanaxe gefabte Loth bat. 
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Beisp 2 Man heweise aucli, dass m dem letzten Beispiel die Gesdi-winclig- 
kcit von P der Geschwindigkeitscomponente von G m der Bewegungsrichtnng 
von P gleich ist 

0. Bonnet, Memoires de VAcademie de Montjoellier. Tome I, S 141 


§ 140. Die Kraftefanction und Arbeit. Die Function U in der 
GrleictLung der lebendigen Kraft beisst die Krdftefunction. Man kann 
sie, wenn sie existirt, stets dadurch erhalten, dass man das virtuelle 
Moment der Krafte, wie es die Statik lekrt; niedersckreibt, integrirt 
und eine Constante addirt. Diese Definition reicht fiir jetzt aus; eine 
voUstandigere Erklarung findet man im Anfang des Eapitels HE, das 
von der lebendigen Kraft bandelt. 

Sind die Krafte Functionen verschiedener Coordinaten; so lasst 
sicb denken, es konne oft vorkommen, dass das virtuelle Moment sicli 
nicht integriren lasse, ehe die Beziehungen zwischen diesen Coordinaten 
auf andere Weise ermittelt sind. In dem Kapitel fiber die lebendige 
Kraft 'wird jedocb gezeigt werden, dass dies nicbt der FaU ist. In fast 
alien Fallen lasst sich annebmen, dass das virtueUe Moment ein voU- 
standiges Differential sei. Bei den Ausffibrungen, welcbe in diesem 
und den nacbsten beiden Paragrapben folgen^ woUen wir daber voraus- 
setzen, die Function U existire und sei eine bekannte Function der 
Coordinaten des Systems. 

In einem spateren Kapitel werden wir die verscbiedenen Pormen, 
welcbe die Kraftefanction annebmen kann, eingebend besprecben. Ffir 
jetzt woUen wir nur zeigen, wie man ibre Form ffir ein System von 
Korpern findet, welcbe beHebigen Zwangsbedingungen unterworfen sind 
imd nur unter der Wirkung der Scbwerkraft steben. 

Sind X, y die Horizontal- und Verticalcoordinate eines materieUen 
Punktes des Systems, wird die y-Axe nacb unten als positiv ge- 
nommen und ist m die Masse des Punktes, so ist das virtuelle Moment 
2mgdy und daber die Kraftefanction 


U = ^ Zmgdy = Emgy -|- 


G = gyUm + C, 


worin y die Tiefe des Scbwerpunkts des ganzen Systems unter der 
a;-Axe bedeutet. 

Um die Constante G zu vermeiden, nimmt man das Integral 
mancbmal zwiscben Grenzen und nennt alsdann die Kraftefanction die 
Arbeit der Krafte beim Uebergang des Systems aus der durcb die 
untere Grenze zu der durcb die obere Grenze angegebenen Lage. 

Man kann dieses Resultat so aussprecben: Wenn bei der Bewegung 
eines Systems aus einer Lage in eine andere sein Schwerpmkt die veriir 
cale Strecke h ^urucMegt, so ist die durch die Schwere geleistete Arbeit 
Mghj wobei M die game Masse des Systems bedeutet. 

Man beacbte, dass dieses Resultat nicbt von einer Aenderung in der 
Anordnung der Korper, aus welcben das System bestebt, sondem nur 
von der verticalen Strecke abbangt, welcbe der Scbwerpunkt berabfaUt. 
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§ 141. Das Princip der lelendigen Kraft. Manclimal kann sicli 
ein System von einer Lage in eine andere auf verschiedenem Weg be- 
•wegen. Wir braucben aber vielleicbt die zwiscbenliegende Beweguug 
nicht, sondem nur die in der letzten Lage, wenn die in der ersten 
gegeben ist. Alsdann venneiden wir die Einfubrung der Constanten 0 
in die Gleicbung der lebendigen Kraft dadurcb, dass wir das Integral 
in § 138 zwischen Grenzen nebmen und sagen 

die lenderung der j _ Erafte, 

lebeniigen ELraft J [ 

wobei die Aendemug der lebendigen Kraft durcb Subtraction der 
lebendigen Eiraft in der Anfangslage yob der in der Endlage gefunden 
Tfird. Bei der Ermittlung der Arbeit der Krafte hangt^ wie scbon er- 
tlart, die obere Grenze des Integrals Yon der Endlage des Systems, 
die untere von der Anfangslage ab. 

Biese Gleidiung ist deshaTb von so grosser Bedeutungy weil sie frei 
von alien BeacUonen oder Zwangshedingmgen des Systems ist. Die Art, 
auf welche sicb das System aus seiner ersten in seine letzte Lage be- 
wegt, ist gleicbgiiltig. Soweit diese Gleicbung in Prage kommt, kann 
die Art der Bev^egung irgendwie durcb Einfubrung oder Entfemung 
beliebiger Zwangsbedingungen oder Reactionen geandert werden, wenn 
sie nur derart sind, dass sie in der Gleicbung der Yirtuellen Momente, 
wie sie in der Statik gebraucbt wird, nicbt auftreten. 

Man beacbte, dass gewisse Reactionen, wie z. B. die Beibung 
zwischen mei Fldcheny die aufeinander gleiten^ aus der Gleicbung der 
virtuellen Verscbiebungen in der Statik nicbt verscbwinden. Bei der 
Aufstellung der Gleicbung der lebendigen Kraft in der Dynamik tritt 
diese Art der Reibung, wenn sie Yorkommt, zugleicb mit den andern 
Kraften auf der recbten Seite der Gleicbung auf. 

Bei derBewegung des Systems von einer Lage in eine andere gegebene 
Lage kommt offenbar die von jeder Kraft Yerursacbte Aenderung der 
lebendigen Kraft dem Integral des Yirtueben Moments der Kraft gleicb. 
Die ganze Aenderung bestebt folgbcb aus der Summe der durcb die 
einzelnen Krafte bewirkten Aenderungen. Macbt daber die Ricbtung 
irgend einer Kraft F einen spitzen Winkel mit der Ricbtung der Be- 
wegung des Punktes A des Korpers, an welcbem sie angreift, so baben 
F und df dasselbe Vorzeicben und das Integral in der Gleicbung der 
lebendigen Kraft ist positiY. Die Kraft bat daber die Wirkung, dass 
sie die lebendige Kraft vergrossert. Ist dagegen die Ricbtung der 
Kraft der Ricbtung der Bewegung Yon A entgegengesetzt, d. b. macbt 
die Kraft einen spitzen Winkel mit der umgekebrten Ricbtung der Be- 
wegung Yon Ay so bestebt die-Wirkung der Kraft darin, dass sie die 
lebendige Kraft Yerringert. Diese Regel setzt uns in den Stand, die 
aUgemeine Wirkung einer Kraft auf die lebendige Kraft des Systems 
zu beurtbeilen. 
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§ 142. Nelimen wir z. B. au, ein Korper bewege yich oder rolle 
unter dem Einfluss der Schwere und einer seiner Pimkte bleibe in Be- 
ruhrang mit einer festliegenden Flache, die entweder vollkommen rauh 
oder vollkommen glatt ist, so dass also gleitende Reibung nickt vor- 
kommt. Er moge seine Bewegung in irgend einer Art beginnen, 
jedoch so, dass die anfanglicbe lebendige Kraft bekannt ist. Die 
lebendige Kraft vermindert oder vermekrt sich, je nacbdem der Schwer- 
punkt Tiber sein ursprtogliches Niveau sick erbebt oder unter dasselbe 
sinkt. Bei der Bewegung des Korpers kann der Dmck auf die Flacbe sich 
andem, moglicber Weise verscbwinden und sein Vorzeicben andern. 
Alsdann verlasst der Korper die Flacbe, worauf der Scbwerpunkt nacb 
§ 79 eine Parabel bescbreibt und die Winkelgescbwindigkeit des Korpers 
um seinen Scbwerpunkt constant wird. Der Korper kann dann wieder 
auf die Flacbe treffen; bis dieser Fall aber eintritt, bat sicb die 
Gleicbung der lebendigen Kraft dadurcb, dass der Korper die Flacbe 
verbess, in keiner Weise geandert. Dies geschiebt erst bei dem Zu- 
sammentreffen des Korpers mit der Flacbe. Denn, ist F die Reaction 
der Flacbe, A der Punkt des Korpers, auf welcben sie wirkt und Fdf 
ibr virtuelles Moment wie in § 138, so ist bei der Bewegung des 
Korpers auf der Flacbe df Null und beim Verlassen der Flacbe wird 
F Null, so dass also das virtuelle Moment Fdf wabrend der ganzen 
Bewegung vor dem Zusammentreffen aus dem einen oder andern Grund 
Null ist. Die Reaction tritt daber in der Gleicbung der lebendigen 
Kraft nicbt auf. Stosst dagegen der Korper auf die Flacbe, so nabert 
sicb A der Flacbe und die Reaction F widerstebt dem Vordringen von 
A^ wobei weder F nocb df verscbwindet. F wird dabei wie wabrend 
des ersten Tbeils der Bewegung gemessen, indem man es als eine sebr 
grosse Ejraft ansiebt, welcbe die Gescbwindigkeit von A in sebr kurzer 
Zeit zerstort (§ 83). Wabrend der Periode der Compression wider- 
stebt die Kraft; F dem Vorscbreiten von A und vermindert mitbin die 
lebendige Kraft des Korpers; bei der nacbher folgenden Restitutions- 
periode befordert sie dagegen die Bewegung von A und vergrossert 
daber die lebendige Kraft. Weiter unten werden wir zeigen, dass die 
lebendige Ebaft durcb einen Zusammenstoss in alien Fallen, in welcben 
die Korper nicbt vollkommen elastiscb sind, vermindert wird und werden 
untersucben, wie gross der Verlust ist. Als oMgemeine Begel Tcann man 
sich merJcen^ dass die Gleichung der lelendigen Kraft dwrch einen Ziir 
sammenstoss verdndert wird. 

Es lasst sicb eine obere Grenze fiir die Hobe y angeben, auf 
welcbe der Scbwerpunkt iiber sein urspriingbcbes Niveau steigen kann. 
Die Gleicbung der lebendigen Kraft lasst sicb namRcb scbreiben 

I Lebendige Knaft ini fder anfangbcbenl 

I irgend einer LageJ \ lebendigen Kraft J 

unter M di^ Masse des Korpers verstanden. Da nun die lebendige 
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Kraft nie negativ werden kaim, so kann der Schwerpunkt nie so hocli 
steigen, dass 

Mgy > als die anfangliche lebendige Kraft 

mrd. Soil der Scliwerpunkt diese Holie erreicKen, so muss die lebendige 
Kraft des Korpers yerschwinden, d,k sowobl die Translationsgeschyrindig- 
keit des Sckwerpunkts als die Winkelgesckwindigkeit des Korpers miissen 
gleichzeitig Null werden. Dies kann im Allgemeinen; wenn der Korper 
von der Flacke abspringt^ nicbt gescbehen, weil die Winkelgeschwindig- 
keit und die borizontale Geschwindigkeit des Schwerpunkts gewobnlich 
nicbt beide im Moment des Abspringens verscbwinden und^ wie oben 
erklart^ wabrend der paraboliscben Bewegung constant bleiben. Nacb 
dem folgenden Zusammentreffen kann man sicb denken^ dass eine neue 
Bewegung mit verminderter lebendiger Kraft und daher kleinerer oberer 
Grenze fiir die Hobe des Schwerpunkts beginne. 


§ 143. Hat^ wie es mancbmal vorkommt, das System nur einen 
Grad der Freibeit^ so ist nur die Gescbwindigkeit der Bewegung 
zu ermitteln. Mit Hiilfe der geometriscben Verbaltnisse des Systems 
werden die yj 6 eines jeden Korpers durcb irgend eine Grosse aus- 
gedriickt, die wir <p nennen wollen. Die lebendige Ea*aft des Korpers 
M, wie sie § 139 gibt, nimmt jetzt die Gestalt an 


Lebendige Kraft von M= 



worm JP eine bekannte Function der Coordinaten von M ist, und die 
Gleicbung der lebendigen Kraft wird daber 




woraus sicb dq>Jdt fur jede gegebene Lage des Systems finden lasst. 

Wmn es folglicb nur eine Art gibt, <mf weWie das System sick 
bewegen kann, so wird diese Bewegwng durcTi die Gleichung der 
lehmidigen Kraft bestimmt; sind dagegen mebr Grade der Freiheit mog- 
bcb, so muss nocb ein Integral der Gleicbungen zweiter Ordnung er- 
mittelt werden. Was zu gescbeben hat, bangt von dem speciellen ge- 
rade vorliegenden Fall ab, und es ist oft sebr scbwer, die ricbtige 
Behandlung der Gleicbungen aufzufinden. Die Scbwierigkeit wird nocb 
erhobt, wenn man beim Aufstellen der Gleicbungen nicbt bemtlbt ge- 
wesen ist, ihnen eine moglicbst einfacbe Gestalt zu geben. 


§ 144. Beispiele zu dieseu Satzen. Die folgenden Beispiele sind 
zusammengestellt worden, um die Art der Anwendung der obigen 
Principien auf die Losung dynamiscber Probleme zu erlautem. In 
einigen Fallen sind mehrere Losungen gegeben worden, um den Leser 
in den Stand zu setzen, die verscbiedenen Metboden miteinander zu ver- 
gleicben. Die Art, wie jede Gleicbung gebildet wird, ist genau erklart 



Die Bewegungsgleichungen (§ 142 — 144) 


127 


worden. Die beigefiigten Bemerkungen werden hoffentlich die Sclnvierig- 
keiten aus dem Weg raumen, auf die der Anf anger in der Regel zu 
stossen pflegt. Besondere Aufinerksamkeit moge man daker auf die 
verschiedenen Principien verwenden, welche bei den Losungen befolgt 
wurden. 

Mim homogene Kugel roTlt auf einer volTkommen rauhen geneigten JEhene iinter 
dem Einfluss der Schwere direct hinunter. 3Ian bestimme die Beioegimg 

cc sei die Neigung der Ebene gegen den Honzont, a der Radius der Kugel, 
mk^ ihr Tragheitsmoment bez eines borizontalen Durchmessers 

0 sei der Punkt der geneigten Ebene, welcher Anfangs durcb die Kugel be- 
riihrt wurde, N der Berubrungspunkt zur Zeit t Es ist dann offenbar am Vor- 
tbeiDiaftesten, 0 zum Coordinatenanfang und ON zur a;- Axe zu wablen. 

Die Krafte, welcbe auf die Kugel wirken, 
sind erstens die Reaction B senkreckt zu ON^ 
zweitens die Reibung welcbe an iV in der 
Ricbtung NO und mg, welches vertical an dem 
Mittelpunkt C angreift. Die Effectivkrafte sind 
m d^x/dt^, m d^y/dt^ und greifen an C parallel 
zu der x- und 2 /- Axe an und ein Paar mk^ d^Q/dt\ 
welches die Kugel um C in der Richtung NA 
herumzudrehen sucht. 6 ist bier der Winkel, 
den eine G-erade im KSrper mit einer im Raum 
festbegenden Geraden macht Der Radius CA sei 
die im Kdrper und das Loth auf die geneigte 
Ebene die im Raum festliegende Gerade 0 1 st alsdaim der Winkel, um den sich 
die Kugel gedreht hat 

Die Componenten in der Richtung der geneigten Ebene und senkrecht zu 
ihr sind 

d^x . ^ 

m-^^=mgsmu — F ( 1 ), 



d^y , „ 

— wgcos a-\- B 


( 2 ). 


Nimmt man die Momente um N, um die Reactionen zu vermeiden, so ist 


ma 


d^x 

d? 


+ 


d^e 


, (3). 


Da zwei unbekannte Reactionen F und B vorkommen , so sind zwei geo- 
metrische Beziehungen nCthig. Weil ein Gleiten bei N nicht stattfindet, so ist 

x = ad • W 

und da die Kugel von der Flache nicht abspringt, 


y = a 


( 6 ), 


Diese beiden Gleichungen haben die Form, wie sie die erste Methods ver- 
langt- Durch Differentiation von (4) erhalt man d^x/dt^ ^ ad^S/dt^ und durch 
Substitution in (3) 

d^x a® . 

( 6 )- 


Weil die Kugel homogen ist, so folgt 


d^x 


6 


sin 


2 
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Wiirde die Kugel auf einer glatten Ebene hinuntergleiten, so ware die Be- 
wegungsgleichung — gf sin a; es wird also 'iin h^all der raiihon JEhene swei. 

Siebentel der Sehwere dasu verwandtj die Kugel umzudrehen und fii/nf Siehentel mn 
sie abwarts zu bewegen. 

Ninunt man an, die Kugel gehe vom Zustand der Ruhe aus, so ist offenbar 

15 - *2 

womit die Bewegung vollstandig bestinrimt ist 

Bei dxeser LSsung der Aufgabe sind nur wenige Bewegungsgleiobungen be- 
nutzt worden*, man batte mir die Gleichungen (3) und (^4) anfznscbreiben brauchen, 
wenn die Bewegung allein gesucht wird Sind dagegen aucb die Reactionen zu 
emutteln, so hat man auch die ubidgen nothig Aus (1) foigt 


und aus (2) und (5) 


„ 2 

E = mg cos a . 


In der Regel setzt man erst am Ende der Untersuchung den Wei-th von I- 
in die Gleichungen ein, weil er offc sehr complicirt ist und ausserdem als Probe 
auf die Richtigkeit der Vorzeichen m den urspriinglichen Gleichungen dienen 
tann. Hatte z B, die Gleichung (6) gelautet 

d^co a® 

— — = — asm a. 

dt^ — ’ 

so hatte man daraus auf einen Pehler in der Auflosung schlieasen konnen, denn 
offenbar lasst sioh die Beschleunigung durch Aenderung der inneren Structur der 
Kugel nicht unendlich gross machen. 

Beiap, Die Ebene sei nicht vollkommen rauh und der Reibungscoefficient 
[L kleiner als y tan a; man zeige, dass die Winkelgeachwindigkeit der Kugel zur 

5 Uf G COS CC 

Zeit t nach dem Verlassen des Zustands der Ruhe -y t betragen wiirde. 


§ 145. Eine limnogene Kugel rollt auf einer andern vollkommen rauhen fest~ 
liegenden Kugel hinab. Man mche die Bewegwng. 

a bez. b seien die Radien der beweg- 
lichen und festen Kugel; C und 0 ihre Mittel- 
punkte; 0 J5 sei der verticale Radius der festen 
Kugel; 9 = F bez. It die Reibnng 

und normale Reaction bei N Die Componenten 
in der Richtung der Tangente und Normalen 
zur Bahn von G sind dann 



m (a -\-b) 


d^(p 


(S) 


mgsmcp — F . (1), 
= w^cos9 — JR (2). 


Ist A der Punkt der beweglichen Kugel, 
welcher urspriinglich mit B zusammenffel und 
6 der Winkel zwischen einer im KQrper fest- 
liegenden Linie, z B. CA und einer in der Ebene festliegenden Geraden, z. B. 
der Yerticalen, so liefem die Momente um 0 die Gleichung 


mk^ 

dr 


(3). 


Man beachte, dass man den Winkel AGO nicht als Winkel 6 benutzen kann, 
well zwar GA in dem K6rper, CO aber nicht im Raum festliegt. 
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Die geometrisclie Gleicliuiig ist offenbar 

a {6 — qp) = 6 qp . . (4) 

Eine weitere brauchen w nicht, da schon bei dem Aufstellen der Gl. (1) 
und (2) das Constantbleiben des Abstandes CO benutzt worden ist. 

Die Gestalt der Gl (4) zeigt, dass wir die erste Methode anwenden konnea 
Wir erbalten 

und kommen scbliesslicb zu der Gleicbung 

, , d^cp 5 

(a + 6)-^ = - 51 sin 91. 


dqp 


Multiplieirt man mit 2 und integi-irt, so findet man, wenn der rollende 
d z 

KSrper sicb vom Zustand der Rube und einem Punkt aus, der dem Punkt J5 un- 
endlicb nahe Hegt, in Bewegimg setzt, 


/dqpy^ 10 
\dt/ 7 a 




(1 — cos gj) . 


Zib demselben Besultat kommt man auch durch Benutzimg der GleicJiung der 
Jehendigen Kraft Die lebendige Kraft der Kugel ist ^ 

qj = (a -j- ^ . Die Kraffcefunction ist nacb § 140 gleicb mgy^ wenn y die verti- 

Ci t 

cale Strecke bedeutet, um welcbo das Centrum berabgesunken ist. Man erbalt 


woraus sicb mit Hiilfe von (4) dieselbe Gleicbung wie oben leicbt ableiten lasst. 

Will man finden, an welcbem Punkt der Korper die Kugel verlasst, so bat 
man B = 0 zu setzen. Die Gb (2) liefert {a -j- h) {dtp/dtY — g cos qp, daber 

Y ^ (1 — cos qp) = gf cos qp und cos qp = ^ * Man beacbte , dass das Resultat von 
der Grosse der Kugeln unabbangig ist. 

Beisp. 1. Sind die Kugeln glatt, so verlasst die obere die untere, wenn 
cos qp ^ j wird. 

Beisp. 2. Ein Stab rubt mit seinem einen Ende auf einer glatten horizontalen 
Ebene, lebnt mit dem andem gegen eine glatte verticale Wand und bat die 
bTeigung a gegen den Horizont. Er gleite binab; man zeige, dass er die Wand 

verlasst, wenn seine Neigung arc sin ^ sin aj ist. 

Beisp, 3. Ein Balken von der Lange a rotirt auf einer glatten borizontalen 
Ebene um sein eines festliegendes Ende unter der Wirkung keiner anderen Krafte 
als des Widerstandes der Atmospbare allein. Ninunt man an, die verzOgemde 
Wirkung des Widerstandes auf ein kleines Element von der Lange dx sei 
Adx (Gescbw.)®, so ist die Winkelgeschwindigkeit zur 2eit t durcb die Gleicbung 
gegeben 

1 1 Aa^ 

[Queen’s OoU. (Queen’s CoU. Examination Papers.)] 

Beisp. 4. Eine scbiefe Ebene von der Masse AT ist im Stande sicb frei auf 
einer glatten borizontalen Ebene zu bewegen. Eine voUkommen raube Kugel von 
der Masse m wird auf die geneigte Placbe gelegt und roUt unter der Einwirkung 
der Scbwere binab. Wenn x' die borizontale Strecke ist, um welcbe sicb die ge- 

Bouth, ByiLamik, I. 9 
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neigte Ebene vorwarts bewegt, x die Strecke, welche die Kugel auf der geneigten 
Ebene znruckgelegt hat, so Iksst sich beweisen, dass 

{M-}‘Vi)x'=^mxcQ3cc^ cos o: = sin ot 


ist, unter <x. die ITeigung der Ebene gegen den Horizont verstanden. 


Beisp 6. Zwei gleiche yollkommen rauhe Kugeln werden in labilem Gleich- 
gewicht anfeinander gesetzt, Tvobei die nntere auf einem vollkommen glatten 
Tisch mht. Man zeige, dass bei einer leichten Stdnmg des Systems die Kugeln 
fortfahren sich in demselben Punkte zu berdhren nnd dass, wenn 0 die Neigung 
der Yerbindungalinie der Mittelpunkte gegen die Yerticale bedeutet, 


(j! + «* + a* sm*e)(||y= iga (1 — cos 0) 
ist. 

Beisp. 6. Zwei ungleiche Yollkommen rauhe Kugeln werden in unsicherem 
Gleichgewicht aufeinander gesetzt, wobei die untere auf einem vollkommen glatten 
Tisch ruht. Man zeige, dass bei einer leichten Stdrung des Systems die Kugeln 
sich trennen, wenn die Yerbindungslinie ihrer Mittelpunkte mit der Yerticalen 

w 

einen Winkel cp macht, der durch die Gleichung cos® 9 — 3 cos 9 + 2 = 0 

gegeben ist, unter M die Masse der unteren und unter m die der oberen Kugel 
verstanden. 


Beisp. 7. Bine Kugel von der Masse M und dem Radius a wird gezwungen, 
auf einer vollkommen rauhen Curve von beliebiger Gestalt zu roUen und die Ge- 
Bchwindigkeit ihres Schwerpunkts ist Anfangs V, Die Anfangsgeschwindigkeit 

Y'S ■pr2 

andert sich und wird V'; man zeige, dass die Kormalreaction sich urn M 

9 0£ 

vergrSssert, wenn 9 der Krummungsradius der Curve fiir den Beruhrungspunkt ist 
und dass die Reibung unver^ndert bleibt. 


Beisp. 8. Ein gleichfbnuiger Stab von der LSnge 2 a, dessen eines Ende eine 
horizontale Ebene beruhrt, hat erne Neigung cc gegen die Yerticale. Der Stab beginnt 
seineBewegung vomZustand derRuhe aus. Man zeige, dass seineWinkelgeschwindig- 

keit to, wenn er in horizontale Lage kommt, durch die Gleichung aco^ geos cc 

gegeben ist, mag nun die Ebene voUkommen glatt oder vollkommen rank sein. 
Man zeige auch, dass der Stab in keinem der beiden Falle die Ebene verlasst. 

Beisp. 9. Ein grader Tunnel wird von London nach Paris gebaut. Man 
zeige, dass eine Kugel, welche ihre Bewegung vom Zuetand der Ruhe aus auf 
dem einen Endhahnhof beginnt, in etwa 42 Minuten auf dem andem ankoromt, 
wenn der Tunnel glatt ist, und etwa 8 Minuten langer braucht, wenn er voll- 
kommen rauh ist. Dahei ist angenommen, dass sich die Kugel nur unter dem 
Einfluss der Schwere hewegt und diese innerhalb der Erde dem Abstand der 
Kugel von dem Mittelpunkt der Erde proportional ist. Wiirde die Zeit von 
London nach Wien dieselbe sein? 


Beisp. 10 Eine schwere gleiohfbrmige Kette fCillt eine glatte dunne R6hre 
aus, di^ einen Kreisquadranten hildet, dessen einer Grenzradins horizontal ist, 
wahrena d^r andere vertical nach oben geht. Beginnt die Kette ihre Bewegung 
vom Znsts&fll •’"der Ruhe aus, so ist ihre Geschwindigkeit v heim Yerlassen der 
JlOhre durch 


gegeben. 


= 5r<z(7r®+ 8) 


Beisp, 11. Eine schwere Kette liegt in einer glatten dunnen Rohre, welche 
die Form der oberen Halffce der Cardioide r = o(l + cos 6) hat. Die Axe der Curve 
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ist horizontal Das eine Ende der Kette hat die Coordinaten -S’ — 0, r— 2a nnd 
ihre Lange ist 2 a. Zu he-weisen, dass, wenn die Kette gerade ganz aus der Kdhre 
heraus ist, ihre Greschwindigkeit durch 

10v^ = ag(52—0y'3) 

gegeben ist. [Coll Exam (Coll. Examination Papers)] 

Beisp. 12. Ein vollkommen rauher cylindrischer Schleifstein vom Radius a 
rotirt mit gleichfdrmiger Beschleunigung urn seine horizontale Axe. Man zeige, 
dass, wenn der Mittelpunkt einer Kugel, die sich in Beruhrung mit seiner Schleif- 
flache befindet, noch in Euhe bleiben soil, die Winkelbeschleunigung des Schleif- 
5 ct 

steins nicht grosser als ^ sein darf. [Coll. Exam. 1877.] 

§ 146. JEin Stab OA Jcann sick nm ein Scharmer bei 0 drelien^ wdlir&iid sein 
andres Ende A auf eineoii giatten KeU ruht, der aiif einer gJatten dw'ch 0 gehenden 
horizontal&n Ebetie gleit&n Jcann. Man suche die Betcegimg. 



Ist a der Winkel, M die Masse des Keils; x=^ OC; I die L^nge, m die 
Masse des Balkens-, d = AOC nnd E die Reaction bei A, so erhalt man die 
dynamischen Gleichungen 

( 1 ), 

d^d I 

yyih* — 221 cos (a — 6) — ~ cos 0 (2) 

und die geometrisehe Gleichmg 

jr sin a = 2 • sin (a — Q) (3) . 

Hier muss offenbar die zweite Losungsmethode angewandt werden; man findet 

Der Coefficient von 22 Terschwindet, Trie sich aus der Differentiation der Gl. (3) 
ergibt. Durch Integration erhalt man dann 

{%y=0-m9lBme. 

Diese Gleichung hdUe man nach dem Frincip der lebendigen Kraft sofori 
niedersckreiben Jcomten. Denn die lebendige Kraft des Keils ist offenbar y M {dx/dty 
imd die des Stabs (dd/dQ*. Bezeichnet y die H5he des Schwerpuntts des 

Stabes OA fiber 0(7, so ist die Krafbefunction y (7 — mgy nach § 140. Da femer 

3 / = y2sind ist, so ergibt sich damit das obige Resultat. 

dx 

Substituirt man aus Gl. (3) den Werth von ^ , so wird 

dt 
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■worin C=mglsm§ ist, falls der Stab sich zu bewegen anfangt, wenn 6 = § ist, 

Diese G-leichung lasst sich nicbt welter integriren; 6 kann also nicbt durcb 
t ansgedriickt werden; dagegen ergibt sicb aus ibr die Winkelgeschwmdigkeit 
dea Balkens und daber aucb die Gescbwindigkeit des Keils 

§ 147 Zwei gleich lange Stdhe AB,BC sind dmch ein Scharnier lei B verhmden 
und Jconnen firei auf einer glatten honzontalen Ebene gleiten. Das Ende A des Stales 
AB ist dmch ein zweites Scharnier mit einem festen Bmikt des Tisches verlwnden, 
Etn elastischer Faden AC, dessen Lange, wevm er nicht gespcmnt ist, gleich AB oder 
BC ist^ verlindet A mit dem Ende C des Stales BC Anfangs lilden die leiden 
Stale mit dem Faden ein gleichseitiges Dreieclc imd das System legirmt seine Be- 
wegung mit der WinkelgeschwindigTceit SI um A Man suche die grosste Lange 
des elastischen Fadens wdhrend der Bewegimg; elenso die WinJcelgeschwindiglceit 
der Stale, wenn sie einem rechten WinTcel miteinander machen wid den genngsten 
Werth von SI, der diese Lage mdglich macht. 

1) Die folgende Ldaung der Aufgabe wird auf den ersten Blick etwas umatand- 
licb erscbeinen. Hier sollen jedocb die verscbiedenen Arten, wie die Principien 

der Pl^cben und der lebendigen Blraffc anzuwenden 
smd, erlautert werden. Wir geben auf die Einzel- 
beiten ein, weil es das erste Beispiel dieser Art 
ist. Somt fr&dich werden die aus diesen Prm~ 
cipien algeleiteten Gleichwngen (1) u/nd (2) in der 
Megel ohm oder nw mit wenigen ErMdnmgen 
niedergeschrielen, 

2 a sei die Lange eines jeden Stabes, mJc^ 
sein Tragbeitsmoment for semen Scbwerpunkt, 
so dass also = i a* ist D und E aeien die 
Mittelpunkte der Stabe und {x, y) die Coordinaten 
Ton E auf A als Coordinatenanfang bezogen. 

Die einzigen an dem System angreifenden 
Krafte sind die Reaction des Scbamiers bei A 
und die Spannung des elastiscben Fadens AC» 
Fine Ricbtung, fur welcbe die Summe der Compo- 
nenten derselben verscbwindet, ist nicbt zu er- 
mitteln, weil die Ricbtung der Reaction bis jetzt 
unbekannt ist. Da aber die Ricbtungslinien der beiden Krafte durcb A geben, 
so verscbwinden ibre Momente um A und die WinkelbewegungsgrSsse um A bleibt 
deabalb nacb § 133 wabrend der Bewegung constant und ibrem Anfangswertb gleich. 
©, oa' seien die Winkelgescbwindigkeiten von AB, BC zur Zeit t. Die Winkel- 

( du dx \ 

x -^ — nacb § 134. Die 

Winkelbewegungsgr5sse von AB um A ist nacb demselben Paragrapben 

da AB sicb um den festen Punkt A drebt. Sie baben die Anfangswertbe 

do 

+ bez. mQc!^ a^ Si, da co, oi und anfanglicb gleich SI sind und 

AE Anfangs das Loth von A auf die gegeniiberliegende Seite in dem von dem 
System gebUdeten gleicbseitigen Dreieck ist. Daber wird 

w (fc* + ® ^ ^ — 2/ ^ ^ ^ (1) i 

Fine zweite Gleicbung erbalt man durcb die Anwendung des Princips der 
lebendigen Kraft Die lebendige Kraft des Stabes BC ist 
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nach § 139 und des Stabes AB nacb demselben Paragrapben ^ m (Jc ^ da 
er sicb um A als festen Punkt dreht. Hire Anfangswertbe sind y m (3 a* -|- 
bez. Y 1st T die Spannmig des Fadens, q seine Lange zur Zeit 

so ist die Kraftefunction der Spannung J( — T)dQ. Wie aus der Lebre Ton den 


2a 


virtuellen Momenten in der Statik bekannt ist, muss der Spannung das nega- 
tive Yorzeicben gegeben werden, da sie p zu verkleinem sucbt und die Grenzen 
sind 2 a und 9, weil der Faden sicb von seiner Anfangslange 2 a bis p ausgedebnt 


bat Da nacb dem Hooke’scben Gesetz T—B 


Q — 2 a 
2a 


ist, so erbalt man die 


Eraffcefunction durcb Integration = — E . Die Reaction bei A tritt nacb 

§ 141 in der Gleicbung der lebendigen Kraffc nicbt auf. Diese letztere ist daber 

7nik^+a^0»+m [(S) + (® * + ® ' 


Es sind nur zwei unabbangige Bewegungen der Stabe moglicb. Man kann 
AB um A und BC um B dreben; alle Bewegungen, die nicbt aus ibnen be- 
steben, sind mit den geometriscben Bedingungen der Aufgabe unvereinbar. Zwei 
dynamiscbe Gleicbungen sind zu ibrer Bestimmung ausreicbend und diese baben 
wir eben erbalten; alle ubrigen Gleicbungen, die vielleicbt nocb notbig sind, 
mussen aus geometriscben Betracbtungen abgeleitet werden. 

Sind 'ip, 'ip' die Neigungen der Stabe AB, BC gegen die a; -Axe und ist 
ip = ‘ip' — ip, so ist 

oj = 2 a cos -|- a cos -i/j' i/ = 2asin7^ + asimp' 


dx 

dt 


= — 2a sin 'ip<o — a sim^'o)' 


^ = 2a cos Tp(o 4- <xcos 7p' ta , 


Die Gleicbungen derWinkelbewegungsgrosse und der lebendigen Kraft werden 

dann 


w(fc®+5a* + 2a®cosg3)fi)-l-w(^* + a®+2a®cosgp)o' = »j(2^®-|-4a^iG . (3), 


2 a 


Diese Gleicbungen bestimmen eo, co' in Ausdriicken des Hulfswinkels tp 
Die grosste Lange des elastischen Fadens wdhrend der Bewegung zu finden. 

In dem Augenblick, in welcbem q ein Maximum wird, ist — — 0 und das ganze 

System bewegt sicb daber, als w^re es ein starrer Korper. Fur diesen einzelnen 
Moment ist also (D = a}' und die Gleicbungen (3) und (4) werden, wenn man fur 
a^ 

Jc* seinen Wertb — einsetzt, 

O 

SE 

(10 + 6 cos qp) CD ~ 7 , (10 + 6 cos qp) co® — 7 ifl® — - ^j (p — 2a)*. 


Eliminirt man co und bedenkt, dass p = 4acos ^ erbSit man 

(3 4- 16 a*) (p — 2 a) = 28 w la* (p + 2 a). 

Diese cubiscbe Gleicbung bat eine positive Wurzel, die grosser als 2 a ist. 
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Die Bewegung in dem AugenhlicJc zu fmden, in dem die Stdhe rechtioinldig 
zu einander sind In diesem Moment ist qp = y sr und (3) und (4) erhalten die 
Gestalt 

Q Tp 

8ib4-2£d' = 7B, 800®+ 20)'* = 7 fl® (j/a — 1)® 

Aus diesen Gleicbungen lasst sich oo und a leicbt ableiten Offenbar sind 

die Werthe fur co, cb' nur dann reell, wenn 10 (y^ -g^ 

’ » ma 

2) Eine andere Ldswng Man kann sick oft die Miibe einer Elimination er- 
sparen, wem man die aus den Principien dei' Fldchen und der lehendigen Kraft 
abgeleiteien Gleichungen in einer etwas andern Art hildet. Der Stab BC drebt 
sich um B mit der Winkelgeschwindigkeit o', wahrend sich gleichzeitig B senk- 
rccht zu A B mit der Geschwindigkeit 2aco bewegt Die Geschwindigkeit des 
Punktes E ist daher die Besultante von a a/ senkrecht zu J5G und 2aco senk- 
recht zu AB, beide selbstverstandlich dem Punkt E ertheilt. Wiinschen wir 
die Pesultate in Ausdrucken Yon 0 , 0 ' zu erhalten, so kann man diese Ge- 
schwindigkeiten statt der Coordinaten (a?, g) benutzen, um die Bewegung von E 
auBzudrucken. 

Bei der Anwendung des Princips der Plachen haben wir das Moment der 
Geschwindigkeit von E um A zu suchen Da die Geschwindigkeit 2acD senk- 
recht zu AB ist, so hat das Loth von A auf ihre Richtung eine Lange 
gleich AB plus der Projection von BE auf AB, also =2a + c&cosg>. Weil die 
Geschwindigkeit aco' senkrecht zu ist, so hat das Loth von A auf ihre 
Eichtung eine Lange gleich BE plus der Projection von AB auf BE, also 
= a 4- 2 a cos qp. Die Winkelbewegungsgrdsse des Stabes BC um A ist daher 
nach § 134 

mh^co' 4- 2maa)(2a + acosqp) -\-7naa/ (a 4- 2 a cos qp). 

Das Princip der FlS,chen fiir die beiden StSobe liefert daher 
w(&*4- 5a*4-2a^ cos qp) 0 -|- m + a* 4- Saccos qp) a =w(2A;*-f4a*) iSi. 

Die rechte Seite der Gleichung ist der An fangs werth der Winkelbewegungs- 

grosse imd wird aus der linken Seite dadurch erhalten, dass man cos qp i 

und CD = co' = SI setzt 

Bei der Anwendung des Princips der lebendigen Kraft brauchen wir die 
Geschwindigkeit von E. Betrachtet man sie als die Resultante von 2 aco und aco' 
und ist V ihr Werth, so ist offenbar 

4J® = (2aco)^-|- (aco')* + 2 2 aco • aco' cos qp . 

Hat man den Anfangs werth bestimmt, me zuvor, indem man cos qp= — y, co = co'«ii 
setzt, so Liefert das Princip der lebendigen Kraft nach § 142 

^(^*4“ 6a®) 03*4" a*) co'*-|- 4ma*Q)co' cos qp — 

= m (2 fe® + 4 a®) a® — , 

wobei die Eraftefiuictioia ebenso, 1716 fitiber, emuttelt wird. Da ^■ = <o'—(o und 

dt 

^ = 4a cos y qp ist, so haben ytIt gerade drei Gleichungen zur Bestimmung von 
CO, G>' und qp. Sind nur diese Grbssen zii suchen, me in den beiden obigen Fallen, 
so hat diese Form der L6sung den Yorzug der Khrze. 

Beisp. 1 Zwei Stabe AB^ BC von gleicher Masse sind durch ein Schamier 
bei B verbunden und das Ende A liegt fest. Sie fallen aus einer Anfangslage 
unter der Wirkung der Schwere. Hire Langen sind 2 a bez. 2 & und ihre Neigungen 
gegen den Horizont 0, qp zu irgend einer Zeit. Man beweise, dass 
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it + S)] = e + 36<; cos „ 

und 

8 a® (^) + 2 &® 4“ 6 ^^ cos (9 — 0 )^ ^ = 9a^ sin0 + 3&^ sin qp + (7. 


Die erste Gleichung erhalt man aus der Winkelbewegungsgrosse um A fur 
fiei^eKdrper, wie in § 78 erklarfc wiirde. Die zweite ist die Gleiolning der lebendigen 
Kraffc. [CoU. Ez.] 


Beisp. 2 An einen gleicMdrinigen Stab von der Lange 2 a ist durch einen 
Faden h ein materieller Punkt befestigt; der Stab nnd der Faden werden in der- 
selben Geraden auf einen glatten Tisch gelegt und der materielle Pimkt v?ird mit 
der Geschwindigkeit V senkrecbt zum Faden fortgeschleudert; man beweise, dass 
der grdsste Winkel qp, den der Faden mit dem Stab machen kann, durch 


gegeben ist, worin n das Verhaltniss der Masse des Stabes 


zu der des Punktes bedeutet Man zeige auch, dass die Winkelgeschwindigkeit 

y 

alsdann ^ ist. [Coll. Ex.] 

Der gemeinschaftliche Schwerpunkt G bewegt sich mit gleichformiger Ge- 
schwindigkeit in einer Geraden. Sowohl die lebendige Kraft als die Winkel- 
bewegungsgrSsse um G sind constant. 


Beisp. 3. Drei gleiche und gleichfdrmige Stangen sind aus solchem Material 
hergesteUt, dass jeder Massenpunkt jeden andem mit einer Kraft abstcJsst, die 
dem Product ihrer Massen und ihrem Abstand direct proportional ist imd sind an 
ihren Enden so verbunden, dass sie sich frei um sie drehen konnen und dass sie 
ein gleichseitiges Dreieck bilden. Eine der Verbindungen an den Ecken wird ent- 
femt; man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit jeder der ausseren Stangen, 
wenn alle drei sich in gerader Linie befinden, y8,4 mal so gross als ihre Winkel- 
geschwindigkeit zu der Zeit ist, wenn sie rechte Winkel mit der mittleren Stange 
bilden. [Math. Tripos 1878.] 

Beisp 4. Vier gleiche Stabe OA^ AG, CB, BO sind durch Schamiere frei 
an ihren Enden verbunden, so dass sie einen Rhombus bilden und der Wiukel 
AOB = a ist. Das System rotirt in seiner Ebene mit der Winkelgeschwindig- 
keit iS um 0, welches im Raum festliegt und dabei sind die Eckpunkte 0, G durch 
eiuen Faden verbunden Der Faden gibt naoh und o, a/ sind die Winkel- 
geschwindigkeiten der Stabe zu irgend einer spateren Zeit. Man beweise, dass 


.a)')* = 2(l + - 


CO 4- co', 


§ 148. Die Linse eines sckweren Pendels entJialt eine Tcugelfdrmige AushMimg, 
welche mit Wasser gefiiUt ist. Man soil die Bewegimg ermitteln. 

0 sei der Aufhangungspunkt, G der Schwerpunkt des festen Theils des 
Pendels, Mk^ sein Tragheitsmoment fur 0 und OG^h. C sei der Mittelpunkt 
der Wasserkugel, a ihr Radius und OG=c-, m sei die Masse des Wassers. 

Wenn wir annehmen, das Wasser sei erne voUkommene Flussigkeit, so muss 
nach der Definition einer Flussigkeit die Action zwischen ihm und dem GefEss 
die Richtung der Kormalfen zur Kugeloberflache haben. Es existirt daher keine 
Kraft, welche die Flfissigkeit um ihren Schwerpunkt zu drehen sucht. Bei dem 
Hin- und Herschwingen des Pendels nimmt der Mittelpunkt der Kugel an dieser 
Bewegung Theil, ohne dass das Wasser rotirt. 

Die Effeotivkrafte des Wassers sind nach § 131 gleiehwerthig mib der Effectiv- 
kiaft der ganzen in ihrem Schwerpunkt vereinigten Masse und einem Paar mh* dmjdt, 
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worin m die WinkelgesdLwindigkeit des Wassers und sein Tragheitsmoment 
um einen Diorobmesser ist. a> ist aber, wie eben gezeigt wurde, Null; das Paar 
fallt also weg. Baraus folgt, dass man bei alien Problemen dieser Art, ^enn der 
Kdrper sich nicbt drebt oder sicb mit gleichfdnniger G-escbwindigkeit drebt, den 
Kdiper in einen einzigen in seinem Scbwerpunkt liegenden materiellen Punkt ver- 
einigen kann. 

Baa Pendel und die vereinigte Fliissigkeit bilden nun einen starren um eine 
feste Axe rotirenden Kdrper; wenn daber 6 den Winkel bedeutet, den eine im 
Koiper festliegende Linie GO mit der Verticalen bildet, so ist die Bewegungs- 
gleiobung naob § 89 

{Mh^ + 7 nc^) + mc)gsme = 0, 

worm bei der Feststellung des Moments der Scbwere vorausgesetzt wm'de, dass 
0, G, G in grader Linie Hegen. Die Lange L' des gleicbwerthigen einfacben 
Pendels ist nacb § 92 

, MK^+mc^ 

w/c® sei das Tragheitsmoment der Waaserkugel um einen Dui-cbmesser Denkt 
man sicb nun, das Wasser wurde fest und ware mit dem Grefass starr verbunden, 
so findet man die L^nge L des einfacben gleicbwerthigen Pendels auf abnlicbe Art 

Mh + mc 

Es ist also Z/' < L, die Sebwingungsdauer daber kleiner, als wenn das Ganze 
massiv wSre. 

§ 149. Die charakteristiscliett Merkmale sich hewegender K8rper. 
Aus den Bewegungsgleiehungen der Korper in § 135 ist ersichtlich, 
dass die Bewegung abhangt 1) von der Masse des Korpers, 2) der Lage 
des Schwerpii^s, 3) den ausseren Biaften, 4) den Tragheitsmomenten 
des Eorpers um gerade durch seinen Schwerpunkt gehende Linien, 
6) den geometrischen Gleicbungen. Zwei Korper konnen so verschieden 
seiu; wie moglich; wenn diese Merkmale dieselben sind^ so bewegen 
sie sick auf dieselbe Art, d. L ihre Schwerpunkte beschreiben dieselbe 
Bahn und ihre Winkelbewegungen um ihre Schwerpunkte sind dieselben. 
Dieser Satz wird oft mit Vortheil dazu verwendet, den gegebenen Korper 
mit einem andem zu vertauschen, dessen Bewegung sich leichter 
finden lasst. 

Wenn z. B. eine Kugel eine excentrische kugelformige Aushohlung 
hat, welche mit einer Fltissigkeit von derselben Dichtigkeit wie die 
der massiven Kugel gefullt ist, so hangt die Bewegung der Kugel von 
der Lage der Hohlung nicht ab; man kann also den hohlen Kaum, wenn 
es vortheilhafter ist, in den Mittelpunkt verlegen. Denn da die Mtissig- 
keitskugel entweder nicht oder mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit 
rotirt, so wird die Bewegung nicht verandert, wenn man die Htissigkeit 
in einen in ihrem Centrum liegenden materiellen Punkt vereinigt. 
Alsdann ist offenbar das erste, zweite, drift e xmd fiinfte Merkmal un- 
abhangig von der Lage der Hohlung. Was das vierte angeht, so sei a der 
Radius der Kugel, i derjenige der Hohlung, c der Abstand ihres MitteL 
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punkts vom Centrum der Kugelj das Tragheitsmoment des massiven 
Theils der Eugel ist alsdann — ^ 7ch'* * (|- ^^ + das 

der Pliissigkeit, wenn sie in ilirem Mittelpunkt vereinigt wird^, 

Addirt man beide, so versdiwindet c; das ganze Tragteitsmoment ist 
daber von der Lage der Hohlung unabhangig. 

Ein andres Beispiel ist die Bewegimg einer gleichformigen drei- 
eckigen Lamelle unter dem Einfluss der Sebwere. Ersetzt man die 
Placbe durcb drei Drahte, welcbe ibren TJmfang bilden^ aber kein Gre- 
wiebt baben, so bleiben die geometriseben Bedingungen der Bewegung 
im Allgemeinen unverandert und setzt man auf die Mittelpunkte der 
Drabte drei materielle Punkte, wo von jeder ein Drittel der Masse des 
Dreiecks entbalt^ so bat derKorper dieselben ebarakteristiseben Merkmale, 
wie das wirklicbe Dreieck und kann es in jedem Problem ersetzen. 

Beisp. 1. Ein materielles Dreieck, welches sich im Zustand der Ruhe be- 
findet, wird im Mittelpunkt einer Seite von einem Stoss senkrecht zu seiner 
Ebene getroffen; man zeige, dass die Momentanaxe die beiden andem Seiten 
halbirt. Trifft jedoch der Stoss einen Eckpunkt, so theilt die Momentanaxe die 
beiden Seiten, die in diesem Punkt zusammenlaufen, im Verhidtmss von 3 : 1. 

Dies ist eigentlich kein Fall ebener Bewegung, dock lassen sich die Re- 
sultate aus bereits gegebenen Satzen ableiten, wenn man die Momente um eine 
Gerade nimmt, welche durch den Angriffspnnkt des Stosses und einen der gleich- 
werthigen materiellen Punkte geht. 

Beisp. 2. Eine materielle dreiecMge Flache ABC schwingt um eine Seite 
als horizontale Axe unter dem Einfluss der Schwere; man zeige, dass die 
Druckkrafte auf die feste Axe einem verticalen Druck auf den Mittelpunkt 0 von 
AB und einem Druck in der Ebene des Dreiecks gleichkommen, welcher den Ab- 
stand zwischen 0 und der Projection N von C auf AB halbirt. Der erste ist 
-bTF und der zweite ist der Spannung eines Fadenpendels von der L’ange 

und dem Linsengewicht y W gleich, wobei W das ganze Gewicht bezeichnet. 

Die Rotationstragbeit einer rauben RoUe, fiber welebe ein Paden 
lauft, der zwei Tbeile eines dynamiseben Systems verbindet, zog man 
fruber dadurcb in Reebnung, dass man die RoUe durcb eine andre 
von derselben Grbsse aber obne Masse ersetzte und ibren Umfang mit 
einem materiellen Punkt belud. Ist a der Radius der RoUe, Jc ihr 
Tragbeitsradius in Bezug auf das Centrum, m ibre Masse, so ist die 

Masse des materiellen Punktes so dass sie also fiir eine eylindriscbe 

RoUe die Halfte der Masse der RoUe ausmaebt. Sie muss dann der 
Masse der ubrigen an dem Paden befestigten materiellen Punkte zu- 
gezablt werden. Sind z. B. zwei sebwere Massen Jf, M' durcb einen 
Paden verbunden, der uber eine eylindriscbe RoUe von der Masse m 
lauft, diesicb freium ibre Axe drebenkann, so istdieBewegungsgleiebung 

worin v die Gescbwindigkeit bedeutet. Die Tragbeit der RoUe wird 
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dabei dadurcli beriicksicbtigt, dass man einfacb — zu der bewegten 

Masse addirt. 1st die RoUe ebenso im Raum beweglich wie sie frei 
rotiren kann, so zieht man ihre Translationstragheit wie gewohnlicli 
in Reclinung, indem man die ganze Masse in ikrem Schwerpunkt ver- 
einigt. Da diese Vorstellimg von der Rotationstragheit jetzt nicht mebr 
offc benutzt wird, so iiberlassen wir den Beweis dieser Angaben, wenn 
einer nothig sein soUte, dem Leser. 

Beisp. 3 Die EndpunMe A und B ernes Stabes AB ^ dessen Sckwei-punkt 
in der Mitte 0 von AB liegt, sind gezwungen, sich Tangs zweier aufeinander 
senkrecHter Geraden Oic, Oy zu bewegen und irgend welcke Kraffce wirken auf 
den Stab. Man zeige, dass die Bewegung dieselbe ist, als wenn die ganze Masse 
in seinem Scbwerpunkt veieinigt ware und alle &*5»fte in dem Verbaltniss 
I reducirt wiirden, unter 2a die Lange AB und unter h den Tragkeits- 
radius fiir den Scbwerpunkt yerstanden 


Beisp. 4. Eine kreisfdrmige Scbeibe, deren Scbwerpunkt in ibrem Centrum 
liegt, roUt auf einer voUkommen rauben Cuive unter dem Einfluss beliebiger 
Kiafte; man zeige, dass die Bewegung des Centrums dieselbe ist, als wenn die 
Cuive 'glatt ware ^und alle Erafte im Verbaltniss a® \ reducirt warden, 
unter a den Radius der Scbeibe und unter k den Tragbeitsradius fur das Centrum 
verstanden. Die normalen Druckkrafte auf die Curve sind jedocb in den beiden 
Fallen nicbt dieselben. In irgend einer Lage der Scbeibe betragt der Unterscbied 
^ A* 


■a^ + : 


wenn X die Componente der an der Scbeibe angreifenden Kraft Tangs 


der Normalen zur rauben Curve ist. 


§ 150. Die Spaiinung an irgend einem Pnnkt eines Stabes. Ein 
Stab OA hefindet sich im GleichgewicM mter der Einwirkmg beliebiger 
Krdfte; man soil ihre Wirkung auf einen Querschnitt des Stabes bei P 
bestimnien, Diese Wirkung kann man als die Resultante der positiven 
Oder negativen Spannungen der unzabligen Fasem auffassen, aus denen 
das Material des Stabes besteht. Aus der Statik ist bekannt, dass man 
sie zu einer Einzelfcraft R, die an einem Punkt den man beliebig 
wablen kann, angreift und zu einem Paar 6r verbinden kann. Da sicb 
jeder Tbeil des Stabes im Grleicbgewicbt befindet, so miissen sie aucb 
alien ausseren Ei’aften, welcbe an dem Stab auf der einen Seite des 
Querscbnitts bei P angreifen, das GHeicbgewicbt halten. Ist der Scbnitt 
unbegrenzt klein, so nimmt man Q gewohnlich in der Ebene des Quer- 
schnitts an und die Kraft R und das Paar G sind dann zusammen das 
Maass fiir die Spannung des Querscbnitts. 

Wird der Stab durcb die Wirkung der Krafte gebogen, so werden 
die Fasem auf der einen Seite ausgedehnt, auf der andem zusammen- 
gedriickt. Der Stab beginnt zu brecben, sobald die Fasem hinlangUcb 
ausgedebnt oder gedriickt werden. Wir woUen die Tendenz der Kraft 
P, den Stab zu brechen, mit der des Paares G vergleicben. Ist A der 
Flacbeninbalt des Querscbnitts des Stabes, so verursacbt eine Kraft Fj 
die den Stab ziebt, eine resultirende Biaft R = F und ruft eine 
Spannung der Fasem bervor, die, auf die Flacbeneinbeit bezogen, gleicb 
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2 * ist. Dieselbe Kraft F hat, wenn sie in dem Abstand ]) von P an 

dem Stab angreift, ein Paar Q = Fj) zur Folge, welches durch das 
von den Spannungen gebildete Paar im Grleichgewicht gehalten werden 
muss. Ist 2 a die mittlere Breite des Stabes, so ist die mittlere durch 
6r hervorgerufene Spannung, auf die Flacheneinheit bezogen, von der 

Ordnung j--—* 1st nun der Querschnitt des Stabes sehr klein, so 

ist sehr gross. Daraus geht hervor, dass das Paar, wenn es existirt, 

im Allgemeinen einen viel grosseren Einfluss auf das Brechen des 
Stabes ausiibt, als die Kraft. Man nimmt daher oft dieses Paar zum 
Maass fllr die gesammte auf das Brechen des Stabes gerichtete Wirkung 
der Krafte. Die Tmdem der Krafte, einen Stab OA in einem Punkt P 
m hreclimj wird durch das Moment um P aUer Krafte, welche an einem 
der Segmente OP, PA des Stabes angreifen, gemessen. 

Die Componente der Bjraft JR, welche senkrecht zum Stab ge- 
richtet ist, heisst die Sclieerl^raft. Sie kommt den senkrecht zum Stab 
gerichteten Componenten aUer Krafte, welche an einem der Segmente 
OP, PA angreifen, gleich. 

Befindet sich der Stab in Bewegung, so gelten nach dem D’Alem- 
bert’ schen Princip dieselben Betrachtungen; vorausgesetzt, dass man 
die umgekehrten Effektivkrafte in die Krafte einschliesst, die an dem 
Stab angreifen, 

Moistens wird der Stab so wenig gebogen, dass man beim Auf- 
stellen des Moments der gegebenen Krafte die Wirkung der Ejum m ung 
vemachlassigen kann. 

Ist der Querschnitt des Stabes nicht sehr klein, so wird das obige 
Maass fur die „Tendenz zum Brechen^^ unanwendbar. Man muss dann 
sowohl die Bjraft als das Paar in Betracht ziehen. Dieser Fall liegt 
ausserhalb der Grenzen unsres Buches; wir verweisen den Leser auf 
die Werke iiber Elasticitatstheorie. 

Liegt kein Stab sondern ein Faden vor, so verschwindet das Paar 
und die Kraft greift in der Richtung der Tangente an den Faden an. 
Die Inanspruchnahme des Fadens an irgend einem Punkt wird daher 
einfach durch seine Spannung gemessen. 

§ 161. Ein Stab OA vm der Lange 2a und der Masse m, der sich frei um sein 
ernes Ende 0 drehen kann, faUt in einer verticalen Elbene unter dem Einfluss der 
Schwere lierab. Man suche die „Tendenz zum Brechen^^ an einem Pmkt JP. 

du sei ein Element des Stabes im Abstand u, von P imd auf derselben Seite 
von P wie das Ende A des Stabes. Es sei OP^x und $ der Winkel, den der 
Stab mit der Yerticalen zur Zeit t macht. Die Effectivkraffce fur du sind 
du . , , du . . .(d6Y 

senkrecht zum Stab bez. in seiner Richtung genommen. Die gegebene Kraft ist 

m — g, die vertical abwSxts gerichtet ist. Wendet man die Effectivkraffce um, so 
z a 
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ist die Tendenz zum Brecben bei P dem Moment aller Kr'dfte, welcbe an dem 
Theil PA des Stabes angreifen, in Bezng auf P gleicb. ISreimen w es X, so ist 


m-gusmd+Jm^i 


wobei die Grenzen ronu=^0 Us u = 2a- x gehen. Die Bewegungsgleichung 
ist femer, wenn man die Momente um 0 nimmt, 

^ — — mgasmd. 

3 dt^ 

Daraus ergibt sicb leiobt 

Das Minuszeicben bedeutet, dass die Erafte im P in emer Riebtimg zu 
biegen snoben, welcbe deqenigen entgegengesetzt ist, in welober B gemessen wnrde. 

IJm zu ermitteln, wo der Stab, der gleicbmassig start vorausgesetzt wird, 
am wabrscbeinliobsten brecben wird, muss man L zu einem Maximum macben. 

Dies sibt — = 0 imd Tnitbin * = ^ • Der gesuchte PunM liegt in einem Ab- 
° ^ ... 
stand vom festen Ende, der einem Diittel der Lange des Stabes gleicb ist. Seine 
Lage, wie man sicb merken moge, ist unabbangig von den Anfangsbedingungen. 

’Um die Scbeerkraft bei P zn finden, muss man die Componente senkrecbt 
zum Stab sucben, Wird das Resultat X genannt, so ist 


; = — mga sin0. 


\ du . ^ , 
m~ g smO + 


^ du, , .d^e 


wobei die Grenzen dieselben wie zuvor sind. Dies gibt 


mg sind 


(2a — a?) (2a- 


Welches an der Stelle verscbwindet, an welcber die Tendenz zum Brecben ein 
Maximum ist und ein Maximum in einem Abstand vom festen Ende wird, der 
zwei Drittel der Lange des Stabes betrkgt 

Um die Zugspannung bei P zu finden, muss man die Componente in der 
Riebtung des Stabes sucben Heisst das Eesultat X und wird in der Eicbtung 
OA positiv genommen, so erb'^t man 

C du C I > \( 

^ J”^^9 00se-Jm-(x + u) . 

Gebt der Stab vom Zustand der Rube aus bei einer Neigung a gegen die 
Yerticale, so findet man durcb Integration der Bewegungsgleicbung 

(cos 6 — cos a). 

\dt/ 2a ^ 

Mi thm 

2 := (2(* — a;) [— 4a cos e + S (cos a — cos S) (2a -f- «)] . 


Aus diesen Gleicbungen foigt: (1) Die GrSsse des Biegungsmoments und der 
Scbeerkraft sind von den Anfangsbedingungen unabbangig. (2) Die Grosse sowobl 
des Momentes wie der Scbeerkraft an einem beliebigen Punkt des Stabes variirt 
wie der Sinus der Neigung des Stabs gegen die Yerticale (3) Das Yerbaltniss der 
GrSsse der Biegungsmomente an zwei gegebenen Puntten des Stabes bleibt immer 
dasselbe und dies gilt aucb fur die Sebeerkrafte, (4) Die Zugspannung bangt von 
den Anfangsbedingungen ab und wenn der Stab niebt vom Zustand der Rube in 
borizontaler Riobtimg ausgebt, so Sndert sicb das YerbS^ltniss der Spaimungen an 
zwei gegebenen Punkten mit der Lage des Stabes. 
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§ 152. Ein starrer an einem Fimli vollstandig gespaltener Eeif rolJt auf einer 
volTkommen rauhen limsontalen Ebene mid Tceine andern Krdfte aiisser der Schwere 
icirTcen auf ihn ein. Man heiceise, dass das Biegungsmoment an dem von dem SpaJt 
am weitesten entfernten Punlct immer dann ein Maximum wird, wenn der Spalt 
tiefer als das Centrum liegt und zugleich die Neigwig des dm ch den SpaJt gehenden 

2 

Eurchmessers gegen den Eorizont arc tan — ist. Tripos, 1864.] 

o sei die Winkelgescbwindigkeit des Reifens, a sein Radius. Die Ge- 
schwindigkeit eines Punktes P des Reifens ist die Resultante aus der Gescbwindig- 
keit aca parallel zur horizontalen Ebene und der gleicbgrossen aco in der Richtung 
der Tangente an den Reifen. Die erste ist nach Richtung und Grosse constant 
und tragt daher zur Beschleunigung von P nichts bei. Die letztere ist der Grdsse 
nach constant, aber in ihrer Richtung veranderlich und liefert als Be- 
schleunigung in der Richtung des Radius des Reifens. A sei der Punkt, an 
welchem der Reif gespalten ist, JB das andere Ende des Durchmessers, C das 
Centrum, d die Neigung von ACB gegen den Horizont. PP' sei irgend ein Ele- 
ment auf der oberen HaJfte des Kreises, BCP=fp. Dann ist das Biegungs- 
moment Oder die Tendenz zu brechen bei B dem Ausdruck 


7t 

J * ( — a(o^a sin qp -f- ^ [a cos 0 — a cos (qp -j- 6)] } adcp = 

0 

= — 2 a® ca® + (;r cos 0 + 2 sin 6) 

2 

proportional Er wird ein Maximum fiir tan 0 = — * 

Beisp. 1. Em halbkreisformiger Draht AB vom Radius a rotirt auf einer 
glatten horizontalen Ebene um sein eines Ende A mit constanter Winkel- 
geschwindigkeit o). Es sei aq) der Bogen zwischen dem festen Punkt A und dem 
Punkt, an welchem die Tendenz zu brechen am grdssten ist; man beweise, dass 
tan cp — Tc — qp ist. Wird das Ende B plotzlich festgelegt und das andere A los- 
gelassen, so ist die Tendenz zu brechen an einem Punkt P am gi’ossten, for welchen 

ist. [Math. Tripos, 1886.] 

Beisp. 2. Zwei Eckpunkte einer schweren quadratformigen Laanelle, deren 
Seite a ist, sind mit zwei von dem Mittelpunkt eines Stabes, dessen Lange 2 a ist, 
gleichweit abstehenden Punkten so verbunden, dass das Quadrat um den Stab 
rotiren kann. Das Quadrat hat dasselbe Gewicht, wie der Stab. Wenn der Stab 
in horizontale Lage gebracht und an seinen Enden gestiitzt wird, so ist er im 
Begriff zu brechen, Der Stab wird nun in verticaler Lage an seinen Enden ge- 
halten und dem Quadrat die Winkelgescbwindigkeit a? gegeben. Man zeige, dass 
der Stab bricht, wenn a go® >-3^ wird, [Coll. Exam.] 


Beisp. 3. Ein Draht in der Gestalt des von der Axe abgeschnittenen Theils 
der Curve r ™ a (1 + cos 6) rotirt um den Coordinatenanfang mit der Winkel- 

geschwindigkeit co. Man beweise, dass die Tendenz zu brechen am Punkt d = ^ durch 

2 


121/2 


CO® a® gemessen wird. [St. John’s Coll. (St. John’s Coll, Examination Papers.)] 


Beisp. 4. Ein nicht homogener Stab OA wird wie ein Pendel um eine horizontale 
durch 0 gehende Axe geschwungen. Man beweise, dass, wenn der Stab bricht. 
dies an einem Punkt P geschieht, der dadurch bestimmt ist, dass der Schwer- 
punkt von PA das Schwingungscentrum des Pendels ist. [Math, Tripos, 1880.] 


§ 153. Reibung zwiscten unvollkommen ranheu Koppern. Die 
Componenten der Reaction. Wenn ein Korper auf einem andern rollt 
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und die Korper dabei gedriickt werden, so geben beide etwas nach 
und befinden sicb daber langs einer kleinen Flache in Beruhnmg. In 
jedem Punkt dieser Flacbe findet eine gegenseitige Einwirknng der 
Korper statt. Die Elemente gi*ade hinter dem geometriscben Beriibrimgs- 
punkt sind im Begriff sicb zu trennen und konnen das Bestreben baben 
aneinander bangen zu bleiben und die vor ibm konnen dem Zusammen- 
driicken Widerstand zu leisten sucben. Die Gresammtbeit der Wirkungen 
far alle Elemente ist 1) einer Componente B normal zur gemein- 
scbaffclicben Berubrungsebene und gewobnlicb Normal/reaction genannt, 
gleicbwertbig 2) einer in der Berubrungsebene gelegenen Compo- 
nenten Beibung genannt, 3) einem Paar dessen Axe in der 
Berubrungsebene liegt und welcbes wir das Paar der rollenden Beibung 
nennen woUen und 4) wenn die Korper eine relative Gescbwindigkeit 
um ibre gemeinscbaffclicbe Normale baben ^ einem Paar N um diese 
ITorniale ds Axe, welcbes das Paa/r der drehmidefii Beibung beissen moge. 

Die beiden Paare sind, wie man durcb Experimente gefunden bat, 
meistens sebr klein und werden im Allgemeinen vemacblassigt. Wenn 
jedocJi die Beibungshrdfte ebenfalls Mein sind, kann es notbig werden 
sie in Recbnung zu zieben. Wir werden daber zuerst die Gesetze 
untersucben, welcbe sicb auf die Reibungskrafte bezieben, weil sie am 
wicbtigsten sind und spater die Gesetze, denen die Paare unter- 
worfen sind. 

§ 154 . Die Reibungsgesetze. Um die Gesetze fur die Reibungs- 
kraffce zu bestimmen, muss man Tersucbe an einigen einfacben Gleicb- 
gewicbts- und BewegungsfaUen macben. Ein symmetriscber Korper 
werde also auf einen rauben borizontalen Tiscb gelegt und eine Kraft 
greife so an ibm an, dass jeder Punkt des Korpers parallel zu ihrer 
Ricbtung entweder sicb bewegt oder gedrangt wird sicb zu bewegen. 
Man findet dass, so lange die Kraft eine gewisse Grosse nicbt erreicbt 
hat, der Korper sicb nicbt bewegt. Das erste Reibungsgesetz lautet 
daber, dass die Reibung in einer solchen Ricbtung wirkt und eine 
solcbe Grosse bat, dass sie gerade ausreicbt, Gleiten zu verbindem. 

Wird mm die Kraft allmablicb gesteigert, so findet man durcb den 
Versucb, dass nicbt mebr als eine gewisse Grosse der Reibung bervor- 
gerufen werden kann und wenn mebr Reibung notbig ware um den 
Korper vom Gleiten abzubalten, dass dann das Gleiten beginnt. Das 
zweite Reibungsgesetz stellt die Bxistenz dieser Grenze fnr die Grosse 
der Reibung, die zur Wirkung gebracbt werden kann, fest. Ibr Wertb 
beisst die Gren^grosse der Beibmg- 

Das dritte ebenfalls durcb Experimente gefundene Gesetz lautet, 
dass die Grenzgrosse der Reibung zu dem Normaldruck in einem be- 
stimmten Yerbaltniss stebt, welches fiir dieselben zwei in Beruhrung 
befindlicben Korper nahezu constant ist, sicb aber andert, wenn einer 
der Korper durcb einen andem von verscbiedenem Material ersetzt 
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wird. Dieses Yerhaltaiss heisst der Eeihi'izgscoefficimt der Materialien 
der beiden Korper. In der Matbematik nimmt man allgemein an, dass 
er constant sei. 

Obgleich die Versuche tiber sein absolutes Constantsein nicht alle 
voUstandig miteinander iibereinstimmten, so hat man doch allgemein 
gefunden, dass, wenn die relative Bewegung der beiden Korper in 
alien Punkten der Beruhrungsflache dieselbe ist, der Beibuiigscoefficient 
nahezu von der Grosse der Beruhmngsfldche imd der relativen Oeschwm- 
digJceit unabhdngig ist. 

§ 155. Coulomb hat auf einen Unterschied hingewiesen, welcher 
zwischen statischer und dynamischer Reibung besteht. Die Reibung, 
welche iiberwunden werden muss^ um einen Korper relativ m einem 
andem in Bewegung m seUen^ ist grosser als die Reibung zwischen 
denselben Korpem, wmn sie sich unter demselben Druck in Beicegung 
hefinden. Er fand auch, dass, wenn die Korper eine Zeit lang unter 
Druck in einer Gleichgewichtslage in Benihrung blieben, die Reibung, 
die iiberwunden werden musste, grosser war, als wenn die Korper 
nur in Beriihrung gebracht und sofort vom Zustande der Ruhe aus 
unter demselben Druck in Bewegung gesetzt wurden. Bei einigen 
Korpem fand man nur einen sehr geringen Unterschied zwischen der 
statischen und dynamischen Reibung, bei andem war er betrachtlich ^). 
Die Experimente von Morin^) bestatigten im AUgemeinen seine 
Existenz. Nach Versuchen von Fleming Jenkin und J. A. Ewing, 
welche in den Phil. Trans., 1877 beschrieben werden, war der Ueber- 
gang von statischer zu dynamischer Reibung nicht plotzlich. Mat 
Hiilfe eines Apparates, der von den friiher angewandten wesentlich 
abwich, waren sie im Stande bestimmte Messungen der Reibung zwischen 
Flachen zu machen, deren relative Greschwindigkeit von etwa einem 
Hundertstel bis etwa fiinf Tausendstel engl. Fuss (3 — 6 mm) in der 
Secunde variirte. Es zeigte sich, dass in den Grrenzen dieser ver- 
schwindend kleinen Gesch-windigkeiten der Reibungscoefficient allmahlich 
mit der Vergrosserung der Geschwindigkeit von seinem statischen bis 
zu seinem dynamischen Werth abnahuL 

Die Versuche von Coulomb und Morin wurden mit Korpem 
gemacht, die sich mit massiger Geschwindigkeit bewegten; in neuerer 
Zeit hat dagegen Capt. Douglas Galton^) Experimente uber die 
Reibung zwischen gusseisemen Bremsblocken und stahlernen Rad- 
kranzen von Maschinen angestellt^ die sich mit grosser Geschwindigkeit 
bewegten. Die Geschwindigkeit variirte von 7 bis zu 88 engl. Fuss 

1) Die Resultate der Coulomb’schen Versuche jBndet man in seiner TMorie des 
machines simples, Memoires des Savants strangers^ tome X. Diese Ahhandlung erhielt 
1781 den Preis der Acad4mie des sciences und erscMen 1809 in Paris in Sonderdruck. 

2) Nom. expiri&nces sur le frottement Metz 1833 — 1836 und spatere Aufsatze. 

3) Nature, Bd, 18, S. 471, 
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per Secunde oder von S bis zu 100 km in der Sfcunde. Er kam zu 
den folgenden beiden Resultaten: 1) Der Reibungscoefficient war fiir 
grossere Geschwindigkeite]i viel kleiner wie fiir geringere. 2) Er 
wurde kleiner, nachdem die Rader einige Secunden in Bewegung waren. 
Sielie den BepoH of the British Association for the meeting in Dublin, 
1878. Der Leser findet einen Bericht iiber Versuche mit roUender 
Beibung von Prof. Osborne Reynolds in den Fliil Trans., 1876^). 

§ 156. Wenn man Korper vollhmnmen rauJi nennfc, so versteht 
man gewohnlich darunter, dass sie so rauh sind, dass die Reibungs- 
grosse, welcbe dazu nothig ist, Gleiten zn verhindern, unter den ge- 
gebenen Umstanden ganz gewiss in Wirkung gesetzt werden kann. 
Der Reibungscoefficient ist daber praktisch unendlicb gross. Nacb 
dem ersten Reibungsgesetz ist die Reibungsgrosse, welcbe zur Wirkung 
kommt, diejenige, welcbe gi’ade ausreicbt Gleiten zu verbindem. 

§ 157. Anwendung der Reibungsgesetze. Wir woUen nun die 
aus diesen Yersucben abgeleitete Tbeorie auf den Pall ausdebnen, in 
welcbem ein Korper auf irgend eine Art in einer Ebene sicb bewegt 
Oder gedrangt wird sicb zu bewegen. Nacb einem bekannten kine- 
matiscben Satz, der im Anfang des nacbsten Kbpitels bewiesen werden 
wird, lasst sicb eine solcbe Bewegung so vorstellen, als ob der Korper 
sicb um ein Momentancentrum drebe. Ist 0 das Rotationscentrum, 
so bewegt sicb oder sucbt sicb jeder Punkt P des Korpers in einer 
zu OP senkrecbten Ricbtung zu bewegen. 

Die Reibung bei P muss daber nacb der eben gegebenen ersten 
Regel senkrecbt zu OP aber in entgegengesetzter Ricbtung wirken. 
Bewegt sicb P, so bat die Reibung bei P ibre Grenzgrosse und ist 
gleicb wenn P der Druck bei P und g, der Reibungscoefficient 
ist. Bei einem in Bewegung befindbcben Korper ist daber die Ricbtung 
und Grosse der Reibung an jedem gleitenden Punkt in Ausdrucken 
der Coordinaten von 0 und des Druckes an dem Punkt bekannt. 

2) TJeber gleiteiide fReibrnig auf der Ebene findet man eine voUstamdige 
Literaturangabe in dem Bucb yon Riihlmann, Vortrage iiber Geschicbte der 
techniscben Mechanik. Leipzig, 1885, in welcbem alle Arbeiten von Bedeutung, 
wie die von Him, Poinet, Bocbet etc. besprocben werden. Fiir gleitende 
Za^fenreihttng sind die von Tower im Auffcrag der Institution of Mechanical 
Engineers angesteUten Yeraucbe massgebend, von denen sicb eine ausfuhrbcbe 
Besprechnng in Dingler’s Polytecbniscbem Journal vom 21./L 1885 befindet. Eine 
Tbeorie dariiber bat Reynolds, Phil, Transactions, 117 (1886) gegeben. Ausserdem 
ist wicbtig das Bucb von Thurston, A treatise of friction and lost woidc m 
machinery and nvillwork, 1894. Ueber roUende Meibimg findet man eine voU- 
standige Tbeorie in der oben genaiinten Arbeit von Reynolds, der sie auf glei- 
tende Reibung zuruckfCihTt Gute Literaturzusammenstellungen sind in Jelett 
(Tbeorie der Reibung, deutscb von Lurotb u. Sebepp, Leipzig, 1890), Henne- 
berg (Tecbniscbe Mecbanik), Grasbof (Tbeoretiscbe Mascbinenlebre) entbalten. 
Sebr elegant ist die Festschrift von Herrmann zum Universitatsjubilaum von 
WUrzbursr. 1882. Sie beisst: Der Reibunsrswinkel, 
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Soil man z. B. das kleinste Paar ermitteln^ welches dazu nothig 
ist eine schwere Scheibe, die mittelst mehrerer Stiffce auf einem hori- 
zontalen Tisch ruht, in Bewegung zu setzen und sind die Druckkrafte 
an den Stiften bekannt, so erhalt man durch Aufstellen der Compo- 
nenten in zwei Richtungen und der Momente urn eine verticale Axe 
drei Gleichungen. Aus diesen findet man das gesucLte Paar und die 
beiden Coordinaten von 0. 

Manchmal fallt 0 mit einem der Stutzpunkte des Eorpers zusanunen. 
Alsdann hat die Reibung an diesem Punkt nicht ihren Grenzwerth. Ihre 
Grosse reicht nur grade hin, den Punkt am Gleiten zu verhindem. 

Beisp Ein schwerer KSrper ruht mittelst dreier Stiffce C auf einem 

rauken horizontalen Tisck und die Druckkraffce an den Stiften sind P, Q, B. Wenn 
an dem KOrper ein Paar so angreiffc, dass er grade im Begriff ist, sick zu ke- 
wegen, zu zeigen, dass sick das Rotationscentrum in einem Punkt 0 kefindet, der 
so lie^, dass die Sinusse der Winkel AOB^ BOC, GOA sick wie It : P : Q ver- 
kalten. Liegt aber der so kestimmte Punkt 0 nickt innerkalb des Dreiecks ABC, 
so fallt das Rotationscentrum mit einem der Stiffce zusanunen. ' 

Dies folgt unmittelbar aus dem KrSftedreieck. 

§ 168. Die Unstetigkeit der Reibimg. Man beachte ganz be- 
sonders die eben erwahnte Unstetigkeit. Die Reibung an einem Stutz- 
punkt, der gleitet, ist /xJR, wenn It der Normaldruck ist. Gleitet aber 
der Stiitzpunkt nicht, so ist die Reibung eine Grosse die unbekannt 
und jedenfalls kleiner als ft 12 ist^). Ihre Grosse muss man aus den 
Bewegungsgleichungen ableiten. 

Ein sich bewegender Eorper befinde sich mit einem Punkt A in 
Beruhrung mit einer festenrauhenEbene und die Anfangsgeschwindigkeit 
von A sei Null. Der Punkt A kann entweder anfangen auf der Ebene 
zu gleiten oder der Eorper kann nur roUen. Urn zu bestimmen, welche 
dieser Bewegungen eintritt, konnen wir auf zwei Arten verfahren, 

Bei der ersten Methods untersuchen wir die Reibung, die er- 
forderlich ist, den Punkt A im Zustand der Ruhe zu halten. Unter 
der Aonahme, der Eorper rolls, steUen wir die Bewegungsgleichungen 
auf. Die Reibimg F ist zwar unbekannt, wir haben aber eine geo- 
metrische Gleichung, welche die Bedingung ausdruckt, dass die Tangen- 
tialgeschwindigkeit von A Null ist. Durch Auflosung der Gleichungen 

F 

finden wir das Verhaltniss Ist dieses Verhaltniss kleiner als der 

Reihungscoefficient ft, so kann genug Reibung zur Wirkung kommen, 
um A im Zustand der Ruhe zu erhalten. Der Eorper ieginnt daJier 

F 

zu rdUen und fdhrt fort zu roUen^ so lange das Verhaltniss Meiner 
als ft bleibt Ist das Verhaltniss -g- grosser als ft, so gleitet der Eorper 

1) Es wird kier davon abgeseken, dass der Grenzwertk des statiscken Reikimgs- 
coefficienten dem dynamiscken nickt gleick imd anch der letztere nickt constant 
ist. fi musste eigentlich als mriabel betracktet werden. 
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bei A. Tritt dieser Fall ein, so stellen die aufgestellten Gleichungen 
die wahre Bewegung niclit dar und wir wenden die zweite Metbode an. 

Dabei bilden wir die Bewegungsgleicbungen unter der Annabme, 
der Punkt A gleite auf der Ebene. Die Reibung ist dann [lE statt 
F nnd die geometriscbe Gleicbung, die ausdriickt, dass bei A kein 
Gleiteu stattfindet, fallt weg. Lost man die Gleichungen auf, so findet 
man die Tangentialgesebwindigkeit des Punktes A des Korpers. Ist 
sie nicht Null und der Ricbtimg, in welcber die Reibung iiR wirkt, 
wenn ft ein eigenes ibm gegebenesVorzeicben bat, entgegengesetzt, so bat 
man die wabre Bewegung gefunden. Der Korper gleitet iei A und fdhrt 
fort m gleitm, so lange die Geschwindigloeit bei A nicht verschvindet Tritt 
dieser Fall ein, so muss man wieder auf die erste Metbode zuriickgreifen. 

§ 159. Die Unstetiglceit hann auch auf anderem Weg entstehen. 
Wenn z. B. ein Korper liber einen anderen gleitet, so ist die Reibung 
der Ricbtung der relativen Bewegung entgegengesetzt und numeriscb 
der Normalreaction mit dem Reibungscoefficienten multipbcii-t gleicb. 
Wechselt mm im Laiif der Betaegimg die Elchtiatg der Normalreaction 
Hit Zeiclien, wdhrend die Bewegungsriclifiing umerdndert hleibt oder 
dndert sich das VormcJien der Bezvegungsrichtimg, wdhrend die Normal- 
reaction ungedndert blefibt^ so muss das Vorzeichen des Eeibungscoeffi- 
cienten vertauscM werden. In Polge dessen kann es vorkommen, dass 
man neue dynamiscbe Gleichungen ansetzen muss. Derselbe Fall tritt 
ein, wenn sich ein Korper in einem widerstehenden Mittel hewegt md 
dcibci das Gesetz des Widerstandes eine grade Function der Geschwindig- 
Izeit istj d. h. eine Function, die ibr Vorzeicben nicbt wechselt, wem die 
Geschwindigkeit ibre Ricbtung andert. 

§ 160. Unbestimnite Bewegung. Manchmal wird die Bewegung 
durcb EinliUirung der Reibung unbestimmt. So baben wir in § 111 
geseben, dass die Componenten des Drucks eines in zwei Gelenken 
scbwingenden Korpers auf die Gelenke in der Ricbtung der sie ver- 
bindenden Geraden statiscb unbestimmt sind. Hire Summe lasst sich 
finden, aber nicbt jede einzelne. Die Bewegung jedocb ist bestimmt. 
Waren dagegen die Gelenke unvollkommen raub, so wurden zwei 
Reibungspaare, an jedem Gelenk eines, auf den Korper wirken, deren 
gemeinscbaffcUche Axe die Gerade ware, welcbe die Gelenke verbindet. 
Ibre Grosse wiirde dem Druck, multipbcirt mit einer von der Raubbeit 
eines jeden Gelenkes abbangenden Constanten, gleicb sein. Waren die 
Gelenke ungleicb raub, so hinge die Grosse des resultirenden Paars von 
der Vertheilung des Drucks auf die beiden Gelenke ab. Alsdann ware 
die Bewegung des Korpers unbestimmt. 

Die wirkliche Bewegung findet man durch Benutzung der Elasticitatalehre. 

§ 161 . Beispiele zur Reibung. Beisp l. Eim hcmogem Kugel wird im Zu- 
stand der Buhe auf eine rauhe geneigte Ebene gebracht; der Beibmigscoefficient ist 
ii- mavi bestimme. ob die Kuael aleitei Oder rollt 
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F sei die Reibung, die notlaig ist, damit die Kugel rollt. Das Problem 
wil'd dann dasselbe wie in § 144. Es ist daber F == — i2tan cc, unter a die 
Neigung der Ebene gegen den Horizont verstanden 

1st nun Y tan u nicbt grosser als fi, so ist die in § 144 gegebene Losung die 
2 

ricbtige Ist dagegen y beginnt die Kugel auf der geneigten Ebene 

zu gleiten Die nun folgende Bewegung ist durch die G-leicbungen gegeben 


d^x . 

m = mg sin a — ilM 
(It 

0 = — mg cos a + -R 
d^x , 

ma + mk^ = mga sm a 


Eliminirt man i2, bedenkt, dass die Kugel vom Zustand der Rube ausgebt 
und integrirt, so erbalt man 

x — ^gt^ (sin a — g, cos a), 0 = y ft cos or . 

Die Gescbwindigkeit des Punktes der Kugel, welcber die Ebene beriibrt, ist 


dx dQ . I . 7 \ 

Da aber nacb der Voraussetzung ft kleiner aJs y tan a ist, so kann diese 
Gescbwindigkeit nie verscbwinden. Die Reibung gebt daber nie in rollende 
Reibung dber; siebe aucb § 136. Auf diese Art ist die Bewegung vollstandig be- 
stinunt. 


Beisp 2 Ein gleicbfSrmiger Stab wird im Zustand der Rube mit seinem 
einen Ende in Berubrung mit einer borizontalen Ebene gebracbt, deren Reibungs- 
coefficient ft ist. Die Neigung des Stabes gegen die Yerticale ist a; man zeige, 
dass er zu gleiten anfangt, wenn ft (1 -|“ 3 cos* «) <C 3 sin a cos a ist. [Coll Ex , 1881.] 

Wenn ft diesen Grenzwertb bat, beginnt dann der Stab zu gleiten? 

Wir woUen nur den letzten Tbeil der Aufgabe besprecben. Yerstebt man 
unter 0 den Winkel, den der Stab mit der Yerticalen zu irgend einer spateren 
Zeit macbt, so findet man durcb AuflSsung der Bewegungsgleicbungen, dass die 
Reibung F^ welcbe n5tbig ist, um Gleiten zu verbiiten, durcb 

F sin 0 cos 0 + 2 sin 0 (cos 0 — cos a) 

y — sin® 0 + 2 COB 0 (cos 0 — cos a) 

gegeben ist Pur 0 — cc ergibt sicb F—yi>B,. Nun ist 0==cc + | zu setzen, unter 
I einen kleinen Winkel verstanden. Nacb einigen leicbten Reductionen findet man 

F r 2(l + 7cos2(c)| 1 

sin 2cc(5 + 3 cos2cc) J 

Der Coefficient von | ist positiv. Daber ist nacb sebr kurzer Zeit mebr 
Reibung ndtbig, um das Ende des Stabes im Zustand der Rube zu erbaJten, als 
zur Wirkung gebracbt werden kann. Der Stab beginnt zu gleiten. 


§ 162. jE»ne Tumogene Kugel rotirt um einen horizontalen DwrdhTnesser tmd 
wird vorsicMig auf erne rauihe horissontale Ebene gelegt. Eer Beihimgscoefficient 
ist ft. Man hestimme die da/rauf folgende Bewegwng, 
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Da die Getjchwindigkeit ihres Beruhrungspunktes mit der horizontalen Ebene 
nicht Null ist, so beginnt die Kugel offenbar zu gleiten und ihr Mittelpunkt be- 
wegt sich auf einer zur Anfangsrotationsaxe senla*echten Geraden. Diese Gerade 
sei die x~Axe und 6 der Winkel zwiscben der Verticalen und dem Radius der 
Kugel, der anfangs vertical war a sei der Radius der Kugel, viJc^ ihr Tragheits- 
moment um einen Durchmesser und SI die Anfangawinkelgeschwindigkeit It sei 
(lie Normalreaction der Ebene. Die Bewegungsgleichungen sind dann offenbar 


und daher 


U; iO ~ 

0 mg — B ^ • 

x> 


d^x d^d 5 


• ( 1 ) 


( 2 ). 


Integrirt man und bedenkt, dass SI der Anfangswerth von -j- ist, so erhalt man 


® = 6 = — . . . (3). 


Diese Gleichungen kSnnen aber offenbar die ganze Bewegung nicht dar- 

dx 

stellen, denn nach ihnen vermehrt sich — , die Geschwindigkeit des Centrums, 

dv 

bestandig, was der Erfahrung durchaus widerspricht. Die Geschwindigkeit des 
die Ebene beriihrenden Punktes der Kugel ist 


dx dd 
dt ^ dt 


— aa + J f,gt. 


Sie verschwindet zur Zeit 


2 aSl 


(4). 


In diesem Augenblick amdert sich plotzlich der Charakter der Reibung Sie 
wird jetzt so gross, dass sie nur hinreicht, den Beruhrungspunkt der Kugel im 
Zustand der Ruhe zu erhalten. F sei die zu diesem Zweck nuthige Reibung. Die 
Bewegungsgleichungen sind dann 


m 


d^x 

W 


F 


0 = mg — B 


(5) 


= J 

und die geometrische Gleichung ist x = ad , 

Differenzirt man die letzte zweimal und substituirt aus den dynamischen 
Gleichungen, so folgt F = 0 und daher JP— 0. Das heiast, es ist keine 
Reibung nOthig, um den Beruhrungspunkt der Kugel im Zustand der Ruhe zu 
halten und es wird also auch keine in Wirkung gesetzt. Die Kugel bewegt sich 
daher gleichfSrmig mit der Geschwindigkeit, die sie zur Zeit hatte. Setzt man 

d X 

den Werth von in den Ausdruck ffir , den man aus (3) erhalt, so ergibt sich, 

dass diese Geschwindigkeit ^aSl ist. Die Kugel bewegt sich mithin eine Zeit 
2 CtSt 

hindurch mit gleichmassig wachsender Geschwindigkeit und darauf gleich- 
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massig mit der Gesch'windigkeit ^ aSl . Man beachfce, dass die letzte unabhangig 
von ft ist 

1st die Ebene sehr rauh, so ist ft sehr gross iind die Zeit sehr klein Gebt 
man zur Grenze tiber und nimmt ft unendHch gross an, so beginnt die Kugel so- 
fort, sicb mit gleicbformiger Gescbwindigkeit zu bewegen. 


§ 163. Bei dieser Untersuchung ist das Paar der roUenden Reibung vemacb- 
lassigt worden, welches die Yerminderung der Winkelgeschwindigkeit bewirkt. 
Die Gescbwindigkeit des tiefsten Punktes der Kugel bat das Bestreben, nicbt 
langer Null zu bleiben und es ist daber eine kleine gleitende Reibung nothig, 
um ibn in Rube zu balten Nimmt man an, das Moment des Reibungspaares werde 
durcb fmg gemessen, unter f eine Constante verstanden und fiibrt diesen Aus- 
dmck in (6) ein, so erbalt die dritte Gleicbung in (6) die Gestalt 


wahrend die ubrigen unverandert bleiben. Lost man auf, wie friiber, so wird 


a fmg 


F ist also negativ und halt die Kugel auf. Die Wirkimg des Paares besteht darin, 
dass es eine Be^bwngskraft Jiervorruft, welche die Kugel aUmdlilich zur Pulve hnngt. 

Bei der Bewegung der Kugel kann man die Wirkung des Luftwidei*standes 
bestimmen wollen. Der Haupttbeil des Widerstandes wird ziemlicb genau durcb 


eine Kraft m6 — 
^ a 


dargestellt, welcbe am Centrum m einer der Bewegung entgegen- 


gesetzten Ricbtung angreifb, unter v die Gescbwindigkeit der Kugel und unter § 
eine Constante verstanden, deren Grosse von der Dicbtigkeit der Luft abbangt 
Ausserdem findet nocb eine kleine Reibung zwischen der Kugel und der Luft statt, 
deren Grosse man weniger genau kennt Wir wollen annebmen, sie werde durcb 
ein Paar dargestellt, dessen Moment ist, worin y eine Constante von ge- 

ringer Grosse bedeutet. Die Bewegungsgleicbungen lassen sicb obne Scbwierig- 
keit losen und man findet 


axe taa ylE-axe tan rf/^ 

wobei T die Gescbwindigkeit der Kugel zu der Zeit ist, von welcher an t ge- 
reobnet wird. 


§ 164. Reibungspaare. TJm durcli den Versuch die Grosse der 
rollenden Reibung zu bestimmen, setze man einen Cylinder von der 
Masse Jf und dem Radius r auf eine rauhe horizontale Ebene. Zwei 
Gewicbte, deren Massen P und P + i? sind, bange man an einem 
diinnen Paden auf, der uber den Cylinder lauffc und durcb einen in 
der borizontalen Ebene angebracbten Seblitz berabbangt. F sei die 
Reibungskrafb, L das Paar an dem Beriihrungspunkt A des Cylinders 
mit der borizontalen Ebene. Man denke sicb, p sei zuerst Null und 
werde allmablicb vergrossert, bis der Cylinder sicb grade zu bewegen 
anfangt. In diesem Augenblick ist, wenn man die Comp onen ten in 
borizontaler Ricbtung nimmt, P=0 und, wie man aus den Momenten 
erbalt, L — jggr, Aus den Versucben von Coulomb und Morin 
ergab sicb nun, dass p dem Normaldruck direct xmd r umgekehrt 
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proportional war. War hinreichencl gross um den Cylinder in Be- 
wegung au setzen, so blieb, wie Coulomb fand^ seine Bescbleunigung 
naliezu constant, woraus er folgerte, dass die roUende Reibung von 
der Geschwindigkeit nicbt abbiinge. Nacb Morin’s Experimenten war 
sie von der Lilnge des Cylinders nicht unabbangig. Vergl. die S. 144 
citirte Arbeit von Reynolds. 

Die Gesetze, die fiir das Paar der roUenden Reibung gelten, sind 
denen der Reibungskraft abnlicb. Seine Grosse reicbt grade aus, um 
ItoUen zu verbindern. Nicbt mebr jedocb als eine gewisse Grosse kann 
in Wirkung gesetzt werden und diese beisst die Grm^grosse des JPaares 
der rollenden Reibung. Das Moment des Paares stebt in constantem Ver- 
hiiltniss zur Grosse des Normaldrucks und dieses Verbaltniss beisst der 
Coefficient der rollenden Reibung. Er bangt von den in Beriibrung be- 
findlicben Materialien ab, aber nicbt von der Kriimmung der Korper 
und in gewissen Fallen nicbt von der Winkelgescbwindigkeit. 

Man scbeint mit Korpern, die sicb nur in einem Punkt beriihren 
und deren Kriimmung in verscbiedenen Ricbtungen nicbt dieselbe ist, 
keine Versucbe angestellt zu baben. Da jedocb die Grosse des Paares der 
rollenden Reibung von der Kriimmung nicht abbiingt, so ist die An- 
nabme wohl gestattet, dass die Momentanaxe, wenn kein drebendes Paar 
existirt, die Axe des ersteren Paares ist. 

§ 165. Um eine Probe auf die Reibungsgesetze zu macben, woUen 
wir die Resultate des folgenden Problems mit dem Versucb vergleicben. 

Die Beibtmg eines Wagens. Mn Wagen, der auf n Faar Bddern mJit, wird 
auf einer horisontaleu Ebene durch eine Tiorizontale Kraft 2P mit gldchfdrmiger 
Beuoegwng fortgesogen. Man suche die Grosse non P 

Die Radien der Rader seien bez. , r ^ , etc., ihre Gewicbte , etc. und 

die Radien der Axen , etc. 2 W sei das gauze Gewicbt des Wagens ; 

2 § 3 , etc. die Druckkr'afte auf die verscbiedenen Axen, so dass also W=EQ 
Der Druck zwischen den Radem und Axen sei Pg, etc und der Druck auf 
den Boden P^', Pj', etc. G sei das gemeinscbaftbcbe Centrum eines der Rader 
und der zugehorigen Axe, B ihr Beruhrungspunkt und A der BeriilirungBpiinkt 
des Rades mit dem Boden. Man nehme an, der Winkel ABC= 6 sei positiv, 
wenn sicb B binter AC befindet. ^ sei der Coefficient der gleitenden Reibungs- 
kraft bei B und f der Coefficient des rollenden Reibungspaares bei A Wenn 
man die Componenten in verticaler Ricbtung und die Moments um A nimmt, so 
erbalt man die Gleichgewicbtsgleicbungen fur jedes Rad 

P" = 6 + oj • (i) » 

fcP(rcos6 — p) — Br smS — fR (2). 

Die Reibungskraft bei A tiitt nicbt auf, weil wir die Componenten in borizontaler 
Ricbtung nicbt genommen baben. Die Gleicbgewicbtsgleicbungen des Wagens 
findet man aus den der Componenten in verticaler und borizontaler Ricbtung 

Pcos0-j-;tPsin0= § (3), 

S(B sin 0 — {iB cos 0) -j- P =: 0 ... . . (4) . 

Die Effectivkrafte sind weggelassen worden, weil vorausgesetzt wurde, der Wagen 
bewege sicb gleicbfSrmig, so dass also M ^ des Wagens sowobl als mk^ ^ 
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cles Rades Null smd Die ersten drei Gleichungen orgeben durch Elimination "von 
B und B' 

a I cos 6 — — ) — sin0 . , 

\ r/ (i I . (5) 

cosS + fismd rV^QJ 

Daraus erbalt man den Werth von d Bei den meisten Radem sind sowobl ~ 


und als aucb f klein Aladann ist ft cos 0 — sin 6 eine kleine Grosse und wenn 

ft = tan f geaetzt wird, so wird nabezu 6 = c Aus der dritten und vierten Glei- 
cbung findet man durcb Elimination von B 

^-2' ^ -2 C- 4 ».. » ■ 7 « <8 + -)] 

mit Benutzung der Gl. (5) 1st — klein, so reicbt es aus, in den ersten Bruch 
auf der rechten Seite fur 0 seinen Naherungswerth b zu setzen Dies gibt 

+ ( 6 ) 

Dabei sind Ausdriicke von der Ordnung Q vemachlassigt worden 

Sind sammtliche Rader gleich und khnlich, so wird, da = TT ist, 

P=sm£-^Tr + /’— ... (7), 


Die Kraft, welche erforderlich ist, um einen Wagen von gegebenem Gewicht 
mit constanter Geschwindigkeit zu zieben, ist daher von der Anzahl der Rader 
nahezu unabhangig. 

Bei einem Gig sind die Rader gewohnlich grosser als bei einem vierraderigen 
Wagen und die Zugkraft daher gewohnlich geringer Bei einem vierraderigen 
Wagen miissen die beiden Vorderrader klein sein, damit sie beim Drehen unter 

dem Wagen hergehen. Dadurch wird der Ausdruck sm e ^ in der Gleiohung 

fur P, der von dem Radius des Vorderrades abhangt, gross. Um die Ein- 
wirkung dieses Ausdrucks zu vermindem, soUte man die Ladung so vertheilen, 
dass ihr Schwerpunkt nahezu iiber der Axe der grSsseren Rader liegt, falls der 
Druck im Zahler nicht bedeutend ist 

Von einem fi:anz6sischen Ihgenieur Morin wurden in den Jahren 1837, 1838 
zu Metz und spater 1839 und 1841 zu Courbevoie zahlreiche Versuche gemacht in 
der Absicht mit ausserster Genauigkeit die Kraft festzustellen, die dazu nothig 
ist, Wagen verschiedener Art uber gewShnliohe Strassen zu ziehen Diese Experi- 
mente wurden auf Anordnung des fi.*anz(Jsischen Kriegsministers und spater unter 
der Leitung des Ministers der offentliohen Arbeiten ausgefuhrt Die Wirkung 
einer jeden Aenderung wurde besonders bestimmt; so wurde derselbe Wagen mit 
verschiedenen hasten beladen auf derselben Strasse in demselben Zustand der 
Feuchtigkeit gezogen, um die Wirkung des Druckes festzustellen. Dann liess man 
das Gewicht unverandert und nahm Reader von verschiedenem Radius aber der- 
selben Breite u. s. w. 

Als allgemeines Resultat fand man, dass der Widerstand fiir Wagen mit 
gleichen Radem sich direct wie der Druck und mit gleicher Ladung sich um- 
gekehrt wie der Durchmesser der Rader anderte, dagegen von der Anzahl der 
Rader unabhangig war. Auf nassem Boden vermehrte sich der Widerstand mit 
der Abnahme der Breite das Radkranzes, auf trockner Strasse hing er dagegen 
von ihrer Breite nicht ab. Variirte man die Geschwindigkeit vom Schiittfahren 
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bis zum Galopp, so wuchs bei ibrcr Veimelirimg der Wiclerstand in nassem Boden 
nicht merklich, dagegen veimelirte er sich auf fester Strasse, wenn der Boden 
sehr ungleich war. Als Annaherungsresultat fand man, dass er sick durch eine 
Function von der Foim a + ausdrticken lasse, woboi a und h zwei von der 
Bescbaffenkeit der Strasse und der Steifheit des Wagens abbangige Constanten 
und V die Greschwindigkeit wai 

]V[orin’s analytische Bcstimmung von P stumnt nicht ganz mit der unsrigen 
uberein, dock wai- sie so, dass sie den Vergleich zwiscken Tkoorie und Beobacktung 
nicht wesentlick beeinflusste Sieke seine Notmis Fondamentales de Mecamquey 
Palis 1856. Wie man sieht, scheinen Morin’s Versucke die oben gegebenen Ge- 
aetze der roUenden Eeibung zu bestatigen 

§ 166 Probleme znr Reibung. Beisp. 1 Eine komogene Kugel wird okne 
Rotation eine unvollkommen rauke Ebene, deren Neigung gegen den Horizont 
a ist, direct kinaufgeworfen. Der Reibungscoefficient ist (i. Man zeige, dass die 
ganze Zeit, wakrend welcher die Kugel die Ebene kinaufsteigt, dieselbe ist, wie 
wenn die Ebene glatt ware und dass die Zeit, wakrend welchcr die Kugel gleitet, 
zu der, wakrend welchcr sie rollt, sich verhiilt wie 2 tg a : 7 ja 

Beisii 2. Erne homogene Kugel rollt auf einei* unvollkommen rauhen festen 
Kugel kinab und gebt vom Zustand der Ruke von dem kochsten Punkt aus Die 
Kugeln tronnen sick, wenn die iki-e Mittelpunkte verbindende Gerade denWinkel cp 
mit der Vei*ticalen mackt; man bowoise, dass 

cos qp + 2ft sin 9 = 

ist, worin A eine Function von ft allein ist. [Coll. Ex.] 

Man verfahrt wie in § 145 und zeigt, dass B positiv bleibt und die Kugel 

rollt, bis - = 17 cos 9 — 10 wird Die Kugel gleitet dann und B wechselt 
sein Yorzeichen, wenn 9 der obigen Gleickung genugt. 

Beisp. 3. Auf einen rauhen Cylinder von der Masse 2nm, der im Stande 
ist, sick um seine korizontale Axe zu drehen, wird eiu materieller Punkt von der 
Masse ?n und dem Reibungscoefficienten ft vertical uber seine Axe gelegt. Das 
System wird dann leickt gestort. Man zeige, dass der Punkt auf dem Cylinder 
zu gleiten beginnt, nackdem er einen Winkel 0, der durck die Gleickung 

(„ + 3)cos0-2 = ’1^ 
gegeben ist, beschrieben bat. 

Beisp 4. Eine komogene Kugel von der Masse M wird auf einen unvoll- 
kommen rauken Tisok gelegt, dessen Reibungscoefficient ft ist und ein Punkt 
von der Masse m an das Ende eines korizontalen Durchmessers kefestigt Man 
zeige, dass die Kugel zu roUen oder zu gleiten beginnt, je nackdem ft grosser oder 

kleiaer als yjfa ^ dicsem Worth gleichkommt, so 

beghmt die Kugel zu roUen, falls 6 m* kleiner als + 11 Mm ist. 

Beispiel 5. Ein Stab AJ3 bat zwei kleine Ringe an seinen Enden, welcke 
an zwei rauken korizontalen zu einander recktwinkligen Staken Ox, Oy kingleiten. 
Der Stab beginnt seine Bewegung, wenn er nakezu mit Ox zusammen^llt, mit 
der Winkelgesckwindigkeit SI. Man zeige, dass die Bewegung des Stabes, wenn 

der Reibungscoefficient kleiner ala ]/2 ist, durck 6 = - ^ ^ Z 

geben ist, bis tg 6 = — wird und dass die Winkelgesckwindigkeit 00 ist, wenn 
der Stab Oy erxeickt, wobei co sich aus der Gleickung 
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ergibt. Wie bewegt er sich, weim ist? 

§ 167. Die Steifheit von Seilen. Nachdem Coulomb den in 
§ 164 beschriebenen Apparat mit einem diimien Faden zur Bestimmung 
der Reibungsgesetze benutzt batte, ersetzte er den Faden durcli ein 
steiferes Seil und wiederbolte seine Versucbe, um ein Maass fur die 
Steifheit von Seilen zu erhalten. Er kam zu folgenden Resultaten. 
Nimmt man an, ein Seil AJSCD Kefe fiber eine RoEe vom Radius r, 
beriihre sie in B und G und bewege sich in der Richtung ABCJD^ 
so kann man die Steifheit dadurch zur Darstellung bringen, dass man 
voraussetzt, das Seil sei vollkommen biegsam und die Spannung T des 
Theils AB des Seils, welcher eben auf die RoUe gewunden wird, 
werde um eine Grosse R vermehrt. Die Kraft B misst die Steifheit 

und ist gleich wenn a und b von der Beschaffenheit des Seils 

abhangige Constante sind. 

Daraus geht also hervor, dass in der Gleichung der Momente um 
die Axe der RoUe die Steifheit des Seils, welches auf die Rolle ge- 
wunden werden soli, durch ein Widerstandspaar von der Grosse 
a -\-hT dargestellt wird, worin T die Spannung des Seils ist, welches 
gebogen werden soil und a, b zwei von der Beschaffenheit des Seils 
abhangige Constanten sind. Die Steifheit des Seils, welches abgewunden 
wird, wird durch ein Paar dargestellt, dessen Grosse eine ahnUche 
Function der Spannimg dieses Theils ist. Doch wird sie, da sie viel 
kleiner als die erstere ist, aUgemein vemachlassigt. 

Ausser den eben erwahnten Versuchen steUte Coulomb noch 
viele andere an, denen er ein andres System zu Grunde legte. Er 
fertigte auch Tabellen der Werthe von a und h fiir Seile verschiedener 
Art an und beriicksichtigte dabei den Grad der Trockenheit und Neuheit 
und die Anzahl der unabhangigen Faden, aus denen das Seil bestand. 
Auch steUte er Regeln auf, um die durch die Steifheit hervorgerufenen 
Widerstande verschieden dicker Seile mit einander zu vergleichen. 


Momentankrafte bei der ebenea Bewegung. 

§ 168. Die Bewegungsgleidumgen. Sind es Stosskrafte, die ge- 
geben sind, so erfordert der in § 131 dieses Kapitels aufgestellte aU- 
gemeine Satz nur geringe Aenderungen. 

(w, v) bez. (w', v) seien die Componenten der Geschwindigkeit des 
Schwerpunkts irgend eines Korpers des Systems parallel zu recht- 
winkligen Axen grade vor bez. grade nach der Wirkung der Stoss- 
krafte; m und o' die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um seinen 
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Schwerpunkt zur selben Zeit. M¥^ sei das Tragheitsmoment desKorpers 
um den Scliweri)unkt. Die EflfectivkrUfte des Korpers sind dann zwei 
Stosskraften gleichwertliig, die durch M(ii — u) und M{v — v) ge- 
messen werden und an dem Schwerpunkt parallel den Coordinatenaxen 
angreifen, und ausserdem einem Stosspaar, das durch — a?) 

gemessen wird. 

Die resultirenden Effectivkrafte aller Korper des Systems findet 
man auf dieselbe Art. Nacli d’Alembert’s Princip sind sie den ge- 
gebenen Kraften gleichwerthig. Die Bewegungsgleichungen ergeben 
sich dann, indem man die Componenten in solchen Richtungen und 
die Momente um solche Punkte nimmt, die am vortheilhaftesten er- 
scheinen. 

Um ein Beispiel zu geben, moge ein einzelner Korper von einem 
Stoss getroffen werden, dessen Componenten X, Y sind und dessen 
Moment um den Schwerpunkt L ist. Die Bewegungsgleichungen sind 
dann offenbar 

3I(u' — ii) = X, M(v —v)=Y, Mk\G3' —co) = L. 

Man wird finden, dass sich die Elimination der unbekannten 
Reactionen in vielen Fallen durch das Princip der virtuellen Arbeit 
ohne Schwierigkeit ausfiihren lasst. 


§ 169, Man beachte, dass diese Ausdrticke fur die Effectivkrafte 
von den Unterschieden der BewegungsgrSssen grade vor und grade 
nach der Wirkung der Stosskrafte abhangen. Wir konnen daher die 
Gleichungen, die man aus den Componenten in einer beliebigen Richtung 
und den Momenten um einen beliebigen Punkt erhalt, in den beiden 
folgenden Formen zusammenfassen: 



. der linear, 
nach dem 


/Comp, d. Hu, Beweg.gr.\ 
\ vor dem Stoss / 
/ Componente \ 

Vder Momentankr./ ' 


/Winkelbewegungsgr 6 sse\ 

\ nach dem Stoss / 


/WinkelbewegungsgrosseX 
\ vor dem Stoss / 


'Moment der\ 
Momentankr./ 


Ein elementarer Beweis dieser beiden Resultate findet sich in 
§ 865 der Ausdruck fiir die lineare Bewegungsgrosse in § 74 und vei'- 
schiedene Ausdriicke fiir die Winkelbewegungsgrosse in § 134. 

Wirkt ein einzelner Sohlag oder Stoss auf ein System, so nimmt 
man am besten die Momente um einen Punkt in seiner Richtungs- 
linie und vermeidet damit die Emfuhrung des Stosses in die Gleichungen. 
Aus der Momentengleichung ergibt sich dann, dass die Winkelhewegwngs- 
grosse eines Systems wm einen Punkt in der Richtung des Stosses dwch 
diesen Stoss nicht gea/ndert mrd. 
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§ 170. Beisp 1. Em Strick wird um den TJmfang evnes Icreisformigen Haspels 
gewunden und das freie Ende an einem festen Pwikt befestigt. Eer Haspel wird 
dann in die Edhe gehoben und so fallen gelassen, dass der Strick m dem Moment, 
in d&m er straff wird, vertical ist mid eine Tangente an den Haspel hildet. Eie 
ganze B&ioegwig geht pa/rallel einer Ebene vor sicJi; man bestinme die Wirkung des 
Stosses. 

Der Haspel fallt zuerst ohne Rotation vertical herab. v sei die Greschwindig- 
keit seines Centrums in dem Augenblick, m dem der Strick angezogen wird; 
V, (o' die G-eschwindigkeit des Centrums und die Winkelgeschwindigkeit grade 
nach dem Stoss. T sei die Spannung in Folge des Stosses, mk^ das Tragheits- 
moment des Haspels um seinen Schwerpunkt, a sein Radius 
• Um die unbekannte Spannung nicht m die Bewegungsgleicbungen einfukren 
zu miissen, wollen wir die Momente um den Berubrungspunkt des Stricks mit 
dem Haspel nehmen. Man erhalt 

m (v' — e?) a -|- mk^co =0 (1) , 

Grade nacb dem Stoss hat der Theil des Haspels, der sich in Beruhrung 
mit dem Strick befindet, keine Geschwindigkeit. Daher ist 

V* — aai =0 . ( 2 ) . 

Weil nun Z;* = so wird ~ ~ e? Soil die Spannung in Folge 

des Stosses bestimmt werden, so nehme man die Verticalcomponenten 

— v) = — T (3) , 

woraus sich T=^^mv ergibt. 

Eie spdtere Bewegmig zu finden. Das Centrum des Haspels beginnt vertical 
herabzufallen und eine horizontale Kraft greifb nicht an ihm an. Es fahrt daher 
fort in einer verticalen Geraden sich abwarts zu bewegen und wahrend der ganzen 
folgenden Bewegung bleibt der Strick vertical. Die Bewegung lasst sich mithin 

wie in § 144 leicht ennitteln. Setzt man a ^ — n und ist F die schliessliche 
Spannung des Stricks, so lasst sich zeigen, dass F ein Drittel des Gewichts ist und 
dass der Haspel mit der gleichformigen Beschleunigung y g Mit. Die Anfangs- 
geschwindigkeit v* des Haspels ist oben bestimmt wordeu; die in der Zeit t nach 
dem Stoss zuriickgelegte Strecke ist also v't + y 5^^®* 

Beisp. 2. Eine Kugel bewegt sich unter beliebigen Anfangsbedingungen in einer 
verticalen Ebene, die erne feste geneigte Ebene in der Linie des starksten Falls 
scJineidet. Man beioeise, dass der Ausdruck M au-{-k^ai — agt&m a, wenn die 
Kugel ravh imd elastisch ist, dwrch irgend einen Stoss auf die Ebene nicht gedndett 
wird und wahrend der ganzen Bewegung constant bleibt, Eabei ist <o die Winkel- 
geschwindigkeit der Kugel, u die Geschjoindigkeit ilires Centrums parallel der Ebene 
und abwarts zu einer beliebigen Zeit t, a ihr Radius und cc die Neigung der Ebene 
gegen den Horizont. 

Man bemerke, dass der Stoss im Beruhrungspimkt stattfindet. Himmt man 
die Momente um diesen Punkt, so wird 

aw' + 1 

wenn w', ©' die Werthe von w, a> nach dem Stoss sind. Der Ausdruck U wird 
daher durch den Stoss nicht geandert 

Da eine geometrische Gleichung nicht nSthig war, um dieses Resultat zu er- 
halten, so hat es Gultigkeit, mag der Kdrper elastisch sein oder nicht, mag er 
rollen oder gleiten. 

Wenn der KOrper abprallt und die Ebene verlasst, so beschreibt sein Schwer- 
punkt eine Parabel. Alsdann sind, wie wir wissen, sowohl w — pisina alsco con- 
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stant. Der Ausilruck U bleilbt daher wahrend der parabolischen Bewegung un- 
verandert. 

Triiffc der Korper wieder auf* die Ebene, so hat wie zuvor auch dieser zweite 
wie jeder folgende Stoss keine Aendenmg von U zur Folge. 

Wenn der Koiper auf der Ebene einfach roUt Oder gleitet ohne zu springen, 
so ist wie in § 144 

dm 

ma = mga sin a 

Durcb Integration fiudet man, dass auch waJhrend dieser Bewegung der Aus- 
druck fiir U sich nicht andert. 

Wenn nach einer beliebigen Anzahl von Sprungen die Kugel iiber emen Theil 
der Ebene sich bewegt, der so rauh und unelastisch ist, dass sie roUt, so erhalten 
wir ausserdem noch die Gleichung u — am. Nimmt man dazu noch die Bedingung, 
dass der Ausdruck U seinem Anfangswerth gleich ist, so erhalt man zwei Glei- 
chungen, aus denen sich die Werthe von und m ableiten lassen. 

§ 171. Stoss gegen einen einzelnen unelastischen Korper. Mne 

Schetbe von helieliger Gestalt bewegt sich in Hirer eigermi Ebene auf 
irgend eine Art. JPlbklich tvircl einer Hirer PunJete 0 ergriffen und ge- 
zivungeifi sich auf eine gegebene Art zu bewegen. Man suclie die Anfangs- 
beivegung der Scheibe. 

Ox, Oy seien die beiden reclitwinkligen Richtungen, auf welche 
die Bewegung am vortheilhaftesten bezogen wird. {u, v) seien, wie 
in § 168 erldart wurde, die Oomponenten der Geschwiudigkeit des 
Schwerpunkts G in diesen Ricbtimgen und co die Winkelgescliwindigkeit 
des Korpers grade vor dem Augenblick, in welchem die Bewegung 
von 0 geandert wird. Wenn man z. B. Ox passender Weise so 
wahlen kann, dass es der Bewegimgsriciitung des Schwerpunkts parallel 
lauft, so tritt die Vereinfachung v = 0 eiu. (u, v') seien die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit des Schwerpunkts in den gleicben Rich- 
tungen und co' die Winkelgeschwindigkeit grade nacb der Aenderung; 
(x, y) die Coordinaten des Schwerpunkts in dem Augenblick der 
Aenderung, auf die Axen Ox, Oy bezogen, und OG sei 

Da die Winkelbewegungsgrosse des Korpers urn den Punkt des 
Raums, durch welchen 0 geht, durch den Stoss nicht geandert wird, 
so ist nach § 134 

M(xv' — yu' -f- ¥a}') = M{xv — 

{TT, V') seien die Oomponenten der Geschwindigkeit von 0 grade 
nach der Aenderung. Nach § 137 erhalt man dann 

u —U — 2 / 0 )', i;' = F' + 

Aus diesen drei Gleichungen ergibt sich leicht 

{¥ + r^)a)' = x{v — V') — y(u — + Tc^co. 

Wird der PwnU 0 jolotzlich festgehedten, so ist ?7' = 0, F' = 0 und 
man findet 


ej' = — yu> 
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Weiteres iiber diesen Gegenstand bringen wir spater in den Para- 
graphen tiber relative Bewegung, 

§ 172. Den Stoss gegen 0 m mniUeln, der dam nofliig ist, die 
gegebene Aenderung 'hervarmrufen. X, Y seien die Componenten der 
Stossbraft parallel den Axen Ox, Oy, Nach § 168 erhalt man durcb 
Zerlegung parallel zu den Axen 

M(u' — u) = X, M {v' - v) = r. 

Nimmt man die x Axe so an, dass sie durcb den Schwerpunkt 
gebt, so wird y = 0 und man findet durcb Substitution 

X=-M(u- U'\ Y= {rm-v^ V'). 

§ 173. Beisp. 1. Eine kreisfSrmige Scheibe dreht sicb um einen festen 
Punkt A ihres Umfangs. PlStzlich wird A losgelassen und ein anderer Punkt B 
des Umfangs festgelegt Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit auf ein 
Drittel ihres Werthes reducirt wird, wenn ein Quadrant ist. 1st AJB ein 
Drittel des Umfangs, so stebt die Sclieibe still. 

Beisp. 2 Eine Sclieibe von beliebiger Gestalt bewegt sicb auf beliebige Art. 
Plotzlicb wird die Bewegung eines Punktes 0 geandert; man zeige, dass die Ver- 
mebrung der lebendigen Krafb 

gleicbkommt, worin W, TP" die resultirenden Gescbwindigkeiten von 0 grade vor 
und grade nacb der Aenderung, p, p' die Lotbe von dem Scbwerpunkt auf die 
Bewegungsricbtungen von 0 aind und die ubrige Bezeichnung dieseibe, wie 
zuvor, ist. 

Wenn 0 zum Stillstand kommt und der Verlust an lebendiger Kraft eine 
gegebene GrOsse sein soli, so muss 0 auf einem gewissen Kegelschnitt liegen, 
welcber zu zwei zusammenfallenden Geraden wird, wenn die ganze lebendige Kraft 
verloren gebt. 


§ 174. Beispiele von Stossen versehiedener Art. Beisp. i. Eine unelastische 
Kugel vom Radius o, die mit der Gescbwindigkeit Y auf einer glatten borizontalen 
Ebene gleitet, trifft gegen einen voUkommen rauben festen Punkt oder Stiff in 
der Hobe c uber der Ebene. Man zeige, (1) dass die Kugel nur dann iiber den 

-i / 

Stift springt, wenn die Gescbwindigkeit Y grdsser als y 2gc ist; (2) 

c 

dass die Kugel sofort den Stift verlasst, wenn F diesen Wertb bat und — grosser 
j_ 

als — ist; (3) dass die Kugel in dem letzten Fall den Stift nacb der Zeit t 
3 Cl -J— K 

wieder trifft, die durcb die kleinere Wurzel der Gleicbung 

A — ZJsin a grt + a — 0 

Cm m 

gegeben ist, worin = 2 gc ■ ^ und cos a = 1 ist. Man zeige aucb, dass 

tC a 

die Wurzeln dieser quadratiscben Gleicbung reell und positiv sind. 
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Beisp. 2, Ein recht'^nukliges Parallelepipedon von der Masse 3m ^ dessen 
Basis ein Quadrat A BCD ist, rubt auf einer horizontalen Ebene und kann sich 
um CD als Gelenk drelien Die HcJhe des Korjjers ist 3 a und die Seite der 
Basis a, Ein Massenpunkt der sick nut der horizontalen Geschwindigkeit v 
Lewegt, trifft grade wider die Mitte der verticalen Seitenflache , die iiber AB 
steht und setzt sich da fest, ohne emzudringen. Man zeige, dass der Korper 

nui dann unifilllt, wenn grQsser als ^ [King’s ColL] 


Beisp 3 Eine verticale Saule yon der Gestalt einesgradenKreiscylinders ruht 
auf einer voUkommen rauhen horizontalen ebenen Scheibe. PlGtzlich wird die Scheibe 
niit der Geschwindigkeit V in einer Eichtung fortgestossen, die den Winkel e mit 
dem Horizont macht. Man zeige, dass die Silule nicht umgeworfen wird, wenn 
(1) eine durch den Schwerpunkt gezogene Parallele zur Eichtung des Stosses die 
Basis trifft und (2) die Geschwindigkeit des Stosses nicht grosser als U ist, wobei 

U aus der Gleichung i gl (13 -{-cos^ 6) ' ^ , hervorgeht. Darin ist 


2Z die Lange der Diagonale 
Diagonale und der Verticalen. 


cos- (6 + e) 

des Cylinders und 6 der Winkel zwischen der 


Beisp, 4. Man suche den Yerticaldruck des Cylinders auf die Ebene, wenn 
die Geschwindigkeit des Stosses gegen die horizontale Ebene U genau gleich- 
kommt Man zeige, dass der Cylinder waJirend des ganzen Aufstiegs des Schwer- 

punkts die Ebene nur dann zu beruhren fortfahrt, wenn 1 y sin 0 <[ 3 cos 6 ist. 
Welchen allgemeinen Charakter hat die Bewegung, wenn diese Bedingung nicht 
erfilllt ist? 

Der Cylinder berdhre den Boden mit deni Punkt A seines Eandes und cp sei 
der Winkel der Diagonalen durch A mit der Verticalen Nach dem Princip der 
lebendigen Kraft ist dann 

(**+?’) (If)’ = C-2flrZ COB,,, 


wobei /j* = P cos*0+ -y sin® 0) ist nach § 17, Beisp. 8 Wire! die Winkel- 

geschwindigkeit des Cylinders gleich Null, wenn der Schwerpunkt seine hochste 
Lage einniinmt, so ist C—2^7. Ist femer mJR die yerticale Eeaction bei A, unter 

(Z® 

m die Masse des Cylinders verstanden, so hat man yig (Z cos g?) = jf? — ^ Aus 
diesen Gleichungen ergibt sich 

B ^ S 9 — 2 cos qp + y cos® 0 + -i sin® 0 

Verschwindet 2?, so wird cos 9 = y + y sin 0^ . Soli It dasselbe Vorzeichen 

behalten, so miissen diese beiden Werthe yon 9 durch die besonderen Umstande 
des Falles unmoglich sein, das heisst beide Werthe von 9 mussen grosser als 0 
sein. Daraus folgt dann das obige Eesultat. 


§ 176. Erdbeben. Die beiden letzten Probleme sind durch ihre Verbindung 
mit Mallet’s Theorie der Erdbeben von Interesse. Nimmt man an, dieWirkung 
eines Erdbebens auf ein Geb^ude kSnne durch eine Bewegung der Basis dar- 
gestellt werden, wie die eben beschriebene Bewegung der Ebene war, so hangen 
sowohl die Eichtung als die GrSsse des gleicTiwerthigen Stosses nicht von dem Ge- 
baude, auf das die Wirkung stattfindet, sondem nur yon der Beschaffenheit des 
Erdbebens an der betreffenden Stelle ab. 

Auf Grand dieses Princips hat Mallet einen sehr einfachen Seismometer 
construirt. Seeks grade Cylinder, die aus eiuem harten Material, z. B. Bucks- 
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baum hergestellt sind und dieselLe HQlie aber verschiedene Durchmesser haben, 
werden nach ihrer Grosse geordnet auf einem Brett aufgestellt, das an dem wag- 
recbten Boden befestigt ist. Dabei haben je zwei einen solchen Abstand von- 
einander, dass deijenige, welcher umfallt, seinen Kachbai nicht treffen kann 
Pindet nun ein Erdstoss statt, so fallen einige Cylinder um, andre bleiben stehen 
Hat z. B, der Stoss die Cylinder mit der kleineren Basis 4, 5, 6 umgeworfen und 
die breiteren 1, 2, 3 stehen lassen, so muss er grosser gewesen sein als der Stoss, 
welcher dazu nbthig ist, Nr. 4 umzuwerfen und nicht gross genug, um Nr. 3 um- 
zustossen 

Mallet gebraucht die in Beisp. 3 gegebene Formol, welche er Dr. H aught on 
zuschreibt. Der Werth von e ist klein, wenn der Ursprung Oder das Centrum des 
Erdbebens entfemt ist, so dass man ala erste Annaherung e = 0 setzen kann. Es 
scheint nicht bemerkt worden zu sein, dass bei der Anwendung dieser Formel 
auf dze stehen gehhebenen Cylinder die letzteren den Bedingungen in Beisp 4 ge- 
niigen mussen. 

Im December 1857 fand ein sehr heffciges Erdbeben in den sudlichen Pro- 
vinzen Italiens statt. Mallet besuchte im Anfang des folgenden Jahi-es den 
Schauplatz zu dem besondem Zweck, die naheren Umstande des Stosses fest- 
zustellen. Das zu Idsende Problem war in gewissem Grad ein mechanisches Die 
Lage der umgesturzten Saulen und Gebaude war gegeben, man soUte die Tiefe 
und die Lage des Centrums oder Ursprungs des Erdbebens, die Geschwindigkeit 
der Erdbebenwelle und die Grcisse des Stosses an bestimmten Stellen ermitteln 
In dieaem Pall lag das Centrum etwa 6 km unter der Oberflache der Erde und 
die Geschwindigkeit der Welle betrug etwa 250 m in der Secunde, wiihrend die 
Geschwindigkeit des Stosses, der verschiedene Gebaude umwarf, nur 3,6 m in der 
Secunde ausmachte. Die letztere kommt etwa der Geschwindigkeit gleich, die 
ein materieller Punkt, der vom Zustand der Ruhe ausgeht, unter dem Emfluss 
der Schwere erlangt, wenn er eine HShe von Yg bis 1 m durclifSllt. Siehe The 
Greai Neapolitan Earthquake of 1857, 2 Bande, 1862, von H. Mallet. Aus den 
Beobachtungen, die wahrend der Erdbeben vom December 1884 in Spanien und 
August 1886 in Charleston angestellt wurden, schloss man auf eine viel grossere 
Tiefe des Centrums, als die oben angegebene. Siehe Flammarion, EAstronomie^ 
Oct. 1887. 

Das oben beschriebene Saulenseismometer hat in der Praxis keine grossen Er- 
folge gehabt Die Versohiebung der Erde ist nicht eine einfache gradlinige Be- 
wegung, sondem vielmehr eine fortgesetzte Beihe von Bewegungen in verschie- 
denen Richtungen. Die Saulen erhalten durch sie rotirende Bewegungen und 
fallen daher in verschiedenen Richtungen um. Ein Modell der wirklichen Bahn 
eines Punktes der Erdoberflache wSlhrend des schweren Erdbebens in Japan vom 
Januar 1887 hat Prof. Sekiya mit Hiilfe eines langen Kupferdrahts construirt 
und in der Nature vom 26. Januar 1888 besohrieben. Welche Genauigkeit man 
ihm auch zuschreiben mag, jedenfalls zeigt es die complicirte Natur der Yer- 
riickung. Berichte iiber modeme Seismometer findet der Leser in Milne’s Earth- 
quakes 1886, der Natm^e vom 12 April und 26. Juli 1888 und dem Ehih Mag. 
April 1887 Siehe auch Seismological Investigation. First repoH of the GominiUee 
[i2. of the British Ass. f. the adv. of science, 189 6J, an dem hauptsachlich Milne 
betheiligt ist. Die Geschwindigkeiten und Amplituden der Wellen der longitu- 
dinalen und transversalen Schwiugung wurden gesondert bestimmt. Man fand, 
dass die Bewegung eines Punktes der Erdoberflache derart ist, wie sie aus der 
Zusammensetzung zweier harmonischer Bewegungen von verschiedenen Perioden 
und verschiedenen Richtungen resultiren wurde. 

§ 176. Stoss gegen einen znsamineiigesetzten nnelastisclien Korper. Vier 
gleiche Stabe, von denen jeder die Lange 2 a vmd die Masse m hat, sind durch Ge- 
lenke so verlimden, dass sie sich frei hewegen komen und einen Bhombus bilden. 
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Das System faUt V 07 n Zmtand der Buhe aus unter dei' Einwirkimg der 8cliwere, 
loohei erne Diagondle vertical gerichtet tst, imd schldgt wider erne feste Jiorizontale 
unelastiscJie Ebene. Man smhe die mm folgende Bewegung. Siehe § 408. 

AB, BCj CD^ DA seien die Stabe und AC 6lie verticale Di^onale, die 
mit A wider die horizontale Ebene scblagt. V sei die Geschwindigkeit eines 
jeden Punktes des Rhombus grade yor dem Aufstossen und a der Winkel, den 
jeder Stab mit der Verticalen macht 

u, V seien die horizontale und verticale Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
und fl) die Winkelgeschwindigkeit eines der oberen Stabe grade nach dem Stoss 
Die Effectivkrafte eines der Stabe sind dann der Kraft m {v — V) gleichwerthig, 
die vertical und mu^ die horizontal am Schwerpunkt angreift und ausserdem 
einem Paar welches den Winkel a zu vergrossem sucht. i? sei der Stoss 

bei G, dessen Richtung nach den Regeln der Symmetrie horizontal sein muss 
Um die Reactionen bei B nicht in unsere Gleichungen einfiihren zu mussen, wollen 
wir die Momente fur den Stab BC um B nehmen und erhalten so 

( 7 ; — F) a sm a — mua cos a = — D • 2 a cos a . . . (1) . 

Jeder der beiden unteren Stabe beginnt sich um sein Ende A als festen Punkt 
zu diehen. 1st o' seine Winkelgeschwindigkeit grade nach dem Stoss, so ist das 
Moment der BewegungsgrOsse um A grade nach dem Stoss m 
grade vorher mVa^mot Die Differenz der beiden ist das Moment der Effectiv- 
krafte des Stabes um A. Wir kSnnen nun for die beiden Stabe AB^ BC zu- 
sammen die Momente um A nehmen und erhalten 

ni (/c* + a®) o' — 7n Fa sin a — o — F) a sin a -f mu • 3 a cos a = 

= 4a cos a (2). 

Die geometrisohen Gleichungen kann man so finden. Da die beiden Stabe 
wahrend der ganzen Bewegung gleiche Winkel mit der Verticalen bilden mussen, so ist 

o' = o . . . (3) . 

Da femer die beiden Stabe bei B verbunden sind, so mussen die Ge- 
schwindigkeiten ihrer Endpunkte der Richtung und Grbsse nach gleich sein. 
Nimmt man die horizontalen und verticalen Componenten, so wird 

ao cos a = 2ao' cos a . . .... (4) , 

V — ao sin a = 2ao' sin a ... • (5) • 


Diese ftinf Gleichungen reichen zur Bestimmung der Anfangsbewegung aus 
Eliminirt man B aus (1) und (2), driickt in den geometnschen Gleichungen 
Uj V, co' durch o aus und aubstituirt diese Ausdrucke, so findet man 


3 F sin a 
T * a (1 + 3 sin* a) 


( 6 ). 


Wir batten dabei die Einfuhrung der unbekannten Reaction B durch Be- 
nutzung des Satzes von der virtuellen Arbeit vermeiden kdnnen. Wir wollen dem 
System eine solche Verruckung geben, dass die Neigung eines jeden Stabes gegen 
die Verticale um dieselbe Grosse da vergrC5ssert wird. Die virtuelle Arbeit eines 
Paares, wie z. B. findet man durch Multiplication semes Moments mit der 

Drehung, also mit dot; die Arbeit einer Eraffc dagegen, wie z B. durch Multi- 
plication ihrer GrSsse mit der linearen Verschiebung ihres Angrifi[punktes. Das 
Princip der virtuellen Arbeit liefert dann 


da — m (zi — 7) d (3a cos a) + mu^ (a sin a) -f- m o' da 

mVS {a cos a) « 0 

und reducirt 

(2A:®-}" «*) ® — Fa sin a -f 3 («? — F) a sin a -f- cos a 0 . 
Die weitere LSsung erfolgt dann wie oben. 
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Beisp 1. Man zeige, dass die EicHtung der Stossaction an dem Drehpunkt.B 
mit dem Horizont einen Winkel maclifc, dessen Tangente (3 sin® a — 2) cotg a ist. 

Beisp. 2. Wenn der Elasticitatscoefdcient der Ebene e ist, zu zeigen, dass 
der durch (6) gegebene Werth von ca mit 1 + g mnltiplicirt -werden muss 

Die nun folgende Beicegung zu finden Dies geschieht sehr leicht mit Hiilfe 
des Princips der lebendigen Kraft. Um jedoch mSglichst viele Losungsarten zu er- 
liiutem, wollen wir anders verfahren. Die Effectivkrafte an jedem der oberen Stabe 

werden durcb die Differentialquotienten on on ^ , onk^ ^ dargestellt und 


dco' 


das Moment far jeden der unteren Stabe ist on (h^ + a®) -j- ■ 

(It 


$ sei der Wmkel, 

den jeder Stab zur Zeit t mit der Yerticalen macht Nimmt man die Momente 
ebenso wie vorher, so erhalt man 


^^dco dv . - du - 

on /j- -rr -f- w ^ a sm 0 — on ^ a cos 9 = 
dt ‘ dt dt 


— E ' 2a cos 9 mga sm 9 


( 1 )', 


on (k^ -f a®) ^ — onk^ ^ sin 0 -|- w 3 a cos 6 = i? • 4a cos 0 

^ ^ dt dt ^ dt dt 

-\~2oiiiga%m9 (2)'. 

Die geometrischen Gleichungen bleiben dieselben wie zuvor, wenn man 9 
statt a schreibt Durcb Elimination von E und Einsetzen der Wertbe von oi und 
0 ) findet man 

(2^® + a®) ^ + a® 1^9 sin6 ^ (ou sin 9) + cos 0 ^ (co cos 0)J = 4:ga sin 9 

d9 

und durcb Multiplication der beiden Seiten mit o = -^ und Integration 

CLw 

[2 (Z:® + ^ 0 . 

Ln Anfang, wenn 0 = a ist, bat ca den durcb Gl. (6) gegebenen Wertb. Die 
Winkelgescbwindigkeit o ist daber, wenn die Neigung eines Stakes gegen die 
Vertieale 0 ist, durcb 

(1 + 3 sin® 0) CO® = g 1- (cos a — cos 0) 

, ^ ^ 4a® 1 + 3 sin® a ‘ a ^ ^ 

gegeben. 


§ 177. Beisp. 1 Ein Quadrat bewegt sicb frei um eine Diagonale mit der 
Winkelgescbwindigkeit o; einer der nicbt in der Diagonale gelegenen Eckpunkte 
wird festgebalten; man bestimme den Stossdruck auf den festen Punkt und zeige, 

dass die augenblicklicbe Winkelgescbwindigkeit nacbber y ist. [Cbrist’s Coll.] 

Beisp. 2. Drei gleicbe Stabe, die sicb in einer Geraden befinden und durcb 
Gelenke miteinander verbunden sind, bewegen sicb senkrecbt zu ibrer Lange mit 
der Gescbwindigkeit v. Der Mittelpunkt des mittleren Stabes wird plOtzlich fest- 
gebalten; man zeige, dass sicb die Enden der beiden andem in der Zeit 
trefifen, wenn a die LSnge eines jeden Stabes bedeutet, [Coll. Ex.] 

Beisp. 3. Die Punkte ABCD sind Eckpunkte eines Quadrats; AB, CD sind 
zwei gleicbe und abnlicbe Stake, die durcb den Faden BG verbunden werden. 
Der Punkt A erbalt einen Stoss in der Eicbtung AD\ man zeige, dass die An- 
fangsgescbwindigkeit von A siebenmal so gross als die von D ist [Queen’s Coll.] 

Beisp. 4. Eine Reibe gleicber Balken AB^ BG, CD ... ist durcb Gelenke 
verbunden; die Balken werden auf eine glatte borizontale Ebene so gelegt, dass 
jeder mit den beiden anliegenden recbte Winkel bildet und das Ganze eine 
treppenabnliche Figur bildet. Dem Ende A wird in der Richtung AB ein Stoss 
gegeben; man bestimme die Stossaction an jedem Gelenk. [Math, Tripos.] 

Bo nth, Bynamik I. 11 
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Eesnltat. Man zeige, dass 

UHd 

ist, ■w'enn die Stossaction am Eckpunkt bezeichnet, und finde daraus X^ 
Beisp. 5 , Zwei gleichfonnige Stabe ^0 von gleichei* Lange und Masse, 
die bei B durck ein glattes Gelenk verbunden sind, liegen auf emer glatten, 
korizontalen Ebene; das Ende A wird so getroffen, dass es sick mit gegebener 
Gesckwindigkeit in einer Ricktung zu bevregen beginnt, welcbe^ die Winkel 6 , g> 
mit den SUben macht; man zeige, dass, vrenn sin (2 9 — 0 ) =3 sin 0 1 st, AB seme 
Bewegung ohne Rotation beginnt. [Coll. Exam. 1880.] 

Man nekme die Momente fur den Stab jBC um B und for beide Stabe urn 
Aj so wie in § 169 gezeigt vrurde 

Beisp. 6 . Drei gleicke und aknlicke Stabe, welcbe sick um ikr gemeinsckaft- 
lickes Ende cb:ehen konnen, werden reektwinklig zueinander so gekalten, dass 
sick die drei anderen Endpunkte in einer horizontalen Ebene befinden und das 
gemeinsckaffckcke Ende entweder ober- oder unterkalb liegt. Man lasst sie nun 
auf erne glatte unelastiscke korizontale Ebene fallen; man zeige, dass die Ge- 
sck'windigkeit ikres Sckwerpunkts sick um die Hillfte vermindert. 


§ 178. Die keiden Punkte des Jlaximalstosses. Bzm freze zmelastische La- 
meUe vmi heliebiger Gestalt dreJit skh in ihrer eigenen Ebem um das Momentan- 
centrum S und stosst an dem Bmikt F, icelcher in der den SchicerpunU G mit S 
verhwde'iiden Geraden liegt, gegen ein HiviAerniss. Man hestimme die Lage des 
Punktes JP, wenn die Grasse des Stosses ein Maximum sein soil [Poinsot, Sm 
la percussi(yn des corpSj Liouville’s Journal, 1857]. 

JSf steals. Das Binderniss P sei ein festliegender Pwnkt. Es sei GP=^x und 
B die Stosskrafb. Setzt man SG=^h und sind ©, (o die Winkelgesehwindigkeiten 
um G vor und nack dem Zusammentreffen, so ist hco die Translationsgesokwindig- 
keit von G grade vor dem Stoss, v' sei femer die Translationsgesckwindigkeit 
von G grade nack dem Zusammentreffen. Man erkalt die Gleickungen 


I 

<0 


— Ex 
Mk^~^ 


v' — ^ = — 


E 

M' 


. ( 1 ) 


und, wenn man annimmt, der Stosspunkt werde zum Stillstand gebrackt, 

V + xoa =0 (2) . 


Mit Hulfe dieser Gleickungen druckt man E durck x aus und mackt E zu 
einem Maximum. Man findet so zwei Wertke fur x, eiuen positiven und einen 
negativen. Beide entsprecken Punkten starksten Stosses, aber in entgegengesetzter 
Ricktung. Es gibt einen Punit P, mit dem der Kdrper vor und einen Punkt P\ 
mit dem er kinter der Ricktung seiner Translation im Raum stSaker als mit 
jedem andem Punkt widersoklagt. 

Die beiden Punkte P, P' haben gleicken Abstand von S und wenn 0 das 
Sckwingungscentrum in Bezug auf S als Aufkangungscentrum ist, so wird 
SP^ ^ 8G S0. Macht man P zum Aufkangungspunkt, so ist P' das ent- 
sprechende Sckwingungscentrum und PP' wird in G und 0 karmonisok getkeilt. 
Femer ist die Grdsse der StSsse dem Abstand von G umgekekrt proportional. 

Zieeitens. Bos JEinderniss sei ein freier materieller Pmikt von der Masse m. 
Wir erkalten ausser den Gleickungen ( 1 ) nook die Bewegungagleickung des 

/ m 

Punktes m, Ist Y* seine Gesckwindigkeit nack dem Zusanamenstoss, so 1 st 

Der Beirukrtmgspunkfc der beiden Kdrper kat nack dem Zusammenstoss die 
namlicke Gesckwindigkeit; statt der Gleickung (2) erkiilt man daker 
Man findet wie zuvor, indem man B zu einem Maximum mackt. x kat zwei Wertke. 
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Es existiren nocla andere ausgezeiclmete Pimkte in einem in Bewegung be- 
findlichen K6rper, deren Lage sich auffinden lasst. So kann man damacli fragen, 
mit welchen Punkten der Korper gegen ein /esies Hindemiss stossen muss, erstei/is 
damit die Translationsgescliwindigkeit seines Sckwei'punkts und zweitens^ damit 
die Winkelgeschwindigkeit ein Maximum wird. Diese Punkte hat Poinsot die 
Centren der Maximalreflexion bez. Conversion genannt. Sie sind jedoch nicht 
"wiehtig genug, um hier eine eingehende Besprechung zu rechtfertigen. 

Beisp. Eine freie Lamelle von beliebiger Gestalt dreht sich in ihrer eignen 
Ebene um das Momentancentrum S und sthsst auf ein festes Hmdemiss P, welches 
in der Geraden liegt, die den Schwerpunkt G mit S verbmdet Man suche die 
Lage von P, erstens, wenn der Schwerpunkt zum StiJlstand kommen soil und 
zweitens, wenn zwar seine Geschwindigkeit nach dem Stoss dieselhe wie vorher, 
ihre Richtung aber die umgekehrte sein soU. 

Resultat. In dem ersten Fall fallt P entweder mit G oder dem Schwingungs- 
centrum zusammen. Im zweiten findet man die Punkte, wenn SG^h^ x=GP 
gesetzt wird, aus der Gleichung 

= lc^(x--h), [Poinsot.] 


§ 179. Elastische glatte Kopper. Zwei Korper stossen msammen; 
man erlzldTe die Seschaff&nheit der ^wiscJien ihn&n stattfhidenden Action. 

zwei Kugeln von hartem Material aufeinaiidertrefiPeii^ so 
scheinen sie sich fast augenblicklicli zu trennen und dxircli die gegen- 
seitige Eiuwirkung wird eine endliche Aenderung der Geschwin^gkeit 
in jedem erzeugt. Diese plotzliche Gescliwmdigkeitsanderung ist das 
Merkmal einer Stosskraft. Die Schwerpunkte der Kugeln mogen sicli 
vor dem Zusammenstoss in derselben Geraden mit den Geschwindig- 
keiten u und v bewegen. Nacb dem Stoss fabren sie fort sich auf 
dieser Geraden zu bewegen und dabei seien v ihre Geschwindig- 
keiten. Sind vd die Massen der Kugeln und ist JJ die Action 
zwischen ihnen, so erhalt man nach § 168 


u — w = 




. V = 


E 


(i)« 


Diese Gleichungen reichen zur Bestimmung der drei Grossen 
u\ v\ B nicht aus. Um eine dritte zu erhalten, hat man in Betracht 
zu ziehen, was wahrend des Stosses vor sich geht. 

Jede der Kugeln wird durch die andere etwas zusammengedriickt, 
so dass sie also keine voUkommenen Kugeln niehr sind. Jede sucht 
auch im AUgemeinen ihre fnihere Gestalt wieder anzunehmen^ es 
findet daher ein Zuriickprallen statt. Die Periode des Stosses lasst 
sich Tni tTn't! in zwei Theile zerlegen: 1) die Periode der Compression^ 
wahrend welcher sich der Abstand zwischen den Schwerpunkten der 
beiden Korper vermindert und 2) die Eestitutionsperiode, in welcher 
der Abstand der Schwerpunkte zunimmt. Die zweite Periode geht zu 
Ende, wenn die Korper sich trennen. 

Da die Anordnung der materiellen Punkte eines Korpers dutch 
den Stoss gestort wird, so mussten wir eigentlich, um genau zu sein, 
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die relatiTe Bewegung der verschiedenen Theile des Edrpers bestimmen. 
Wii’ miissten jeden Korper als eine Sammlimg freier materieller 
Punkte betrachten, die durch gegenseitige Actionen verbunden sind. 
Diese Punkte kdnnten, in Bewegung gesetzt, immer fortfabren sich zu 
bewegen und dabei um gewisse mittlere Lagen im Korper scbwingen. 

Man pflegt indessen anzunehmen, dass die Aenderungen der Gestalt 
und Structur so gering sind, dass ibre Wirkung auf die Veranderung 
der Scbwerpunktslage und des Tragbeitsmoments des Eorpers vemacb- 
lassigt werden kann und ferner dass die ganze Zeit des Zusammen- 
stosses so kurz ist, dass die Verriickung des Eorpers in dieser Zeit un- 
beacbtet bleiben darf. Stimmen diese Annabmen fiir irgend welcbe 
Korper mit der Wirklicbkeit nicbt iiberein, so mussen die Wirkungen 
ibres Zusammenstosses aus den Gleicbungen zweiter Ordnung abgeleitet 
werden. Wir konnen daber annebmen, dass im Moment der starksten 
Compression die Scbwerpunkte der beiden Korper sicb mit gleicher 
Gescbwindigkeit bewegen. 

Das Verhaltniss der Grosse der Action zwiscben den Korpern 
wabrend der Restitutionsperiode zu der Actionsgrosse wabrend des 
Zusammendruckens ist fiir Korper von verscbiedenem Material ver- 
scbieden. Es bangt davon ab, wie scbnell oder langsam die Korper 
ibre urspriinglicbe Gestalt wieder berzustellen sucben. Gescbiebt es 
sebr langsam, so findet die Trennung statt, wabrend die Korper nocb 
in ibre frQhere Form zurbckkebren, und die Action wabrend der 
Restitution ist alsdann kleiner als die wabrend der Compression. 
Nebmen die Korper dagegen ibre vorige Gestalt so scbnell wieder an, 
dass sie im Augenblick der Trennung diese Gestalt wieder baben, so ist 
die Action wabrend der Restitution der wabrend der Compression gleicb. 

Mancbmal kann man die Kraft wabrend der Restitutionsperiode 
vemacblassigen. Die Korper nennt man dann unelastiscli. In diesem 


Pall ist grade nacb dem Zusammenstoss u — v' und daraus erbalt 


man B = 


771 + 7)1' 


771 U + 7ri 7) 
771 + 


Kann die Restitutionskraft nicbt vemacblassigt werden, so sei B 
die ganze Action zwiscben den Eorpem, die Action bis zum Moment 
der grossten Compression. Die Grosse von B muss man durcb Ver- 
sucbe feststellen. Dies kann derart gescbeben, dass man die Wertbe 
von u und v' bestimmt nnd dann B mit Hiilfe der Gleicbungen (1) 
findet. Solcbe Versucbe bat vor Allem Newton angestellt und ge- 

funden, dass ein constantes Verhalimss ist, welcbes von dem Material 

der Korper abhingt. Wir wollen es mit 1 + e bezeichnen. Die Grosse 
e uberschxeitet niemals die Eiubeit; in dem Grenzfall, weim e = 1 ist, 
beisseu die Korper voUkommen elastiscb. 


Nimmt man an, der Wertb von e sei bekannt, so lassen sicb die 
Gescbwindigkeiten nacb dem Stoss leicbt ermitteln. Die Action B^ 
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wird zuerst unter der Voraussetzung berechnet, dass die Korper uii- 
elastisch waren und daraus der ganze Wei-tli von B durcli Multipli- 
cation mit 1 + e gefunden. Man erbalt 

B = (u — (1 + e), 

m + 7)1^ ^ ' i J) 

woraus man it' und v' mit Hiilfe der Gl. (1) findet. 


§ 180 Als Beispiel -woUen wir untersuclien, wie die Bewegung des in § 170 
besprochenen Haspels beeinflusst wird, wenn der Strick sio wenig elastisch ist, 
dass man diese Tbeorie anwenden kann 

Da der Punkt des Haspels, welchei sich mit dem Strick in Bei-uhiung bc- 
findet, in dem Moment der grQssten Compression keine Geschwindigkeit hat, so 
misst die in dem § 170 gefimdene Stosswirkung die ganze dem Haspel mit- 
getheilte Bewegungsgrosse vom Beginn des Stosses bis zum Moment der stai-ksten 
Compression. Wie aus dem Vorigen hervorgeht, findet man die gesammte mit^ 
getheilte Bewegungsgrosse vom Beginn an bis zum Ende der Eestitutionsperiode 
durch Multiplication der in § 170 gefundenen Spannung mit 1 + e, wenn e das 

Maass fCir die Elasticitat des Stricks ist. Dies gibt T = ^ 7nv {1 e). Die Be- 
wegung des Haspels, an dem diese bekannte Stosskraft angreift, ergibt sich leicht. 
Die Verticalcomponenten sind — v) = — ym 2 ?( 14 -e) Himmt man die Mo- 

mente um den Schwerpunkt, so ist + e), woraus. sich v' und m 

ableiten lassen 

Beisp. Ein gleichfSrmiger Balken balancirt um eine horizontale, durch seinen 
Schwerpunkt gehende Axe und ein vollkommen elastischer Ball fallt von der 
H5he h auf sem eines Ende; man bestimme die Bewegungen des Balkens und 
des Balls. 


Eesultat M, m soien die Massen des Balkens und des Balles; 2 a die Lange 
des Balkens; F, V' die Geschwindigkeiten des Balls grade vor und nach dem 

Stoss, a die Winkelgeschwindigkeit des Balkens. Es ist dann m' = » 


V'= V 


3m — AT 
Sm + M' 


§ 181. Ranhe KJJrper. Bisher baben wir nur die Stosswirkung 
normal zur gemeinsamen Mache der beiden Korper betrachtet. Sind 
aber die Korper rauh, so tritt offenbar eine Stossreibung in Wirk- 
samkeit. Da die Stosskraft nur das Integral einer sebr grossen Kraft 
ist, die sebr kurze Zeit wirkt, so konnten wir wobl annebmen, die 
Stossreibung folge denselben Gesetzen wie die gewobnlicbe. Diese 
Gesetze beruben aber auf Versucben und wir sind nicbt sicber, ob sie 
aucb in dem aussersten Fall gelten, wenn die Kraffce sebr gross sind. 
Auf besonderen Wunscb Poisson’s unternabm es Morin, diesen Punkt 
durcb Versucbe aufzuklaren. Er fand, dass die Stossreibung zwischen 
zwei Korpem, welcbe sicb treffen und gleiten, zu der Normalstosskraft 
in demselben Verbaltniss stebt wie bei gewobnlicber Reibung und 
dass das Verbaltniss von der relativen Geschwindigkeit der sicb treflfenden 
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Korper nicht abhangt. Morin’s Versuch wird im folgenden Para- 
graphen beschrieben, 

§ 182. Auf dem Deckel eines Kastens AB^ der mit Scbrot so be- 
laden werden kann, dass man ihm jedes gewunschte Gewicht geben 
kann, sind zwei yerticale Holzer ACy BD angebracht. Ein Querbolz 
verbindet C mit D und tragt ein Gewicht nig^ das mittelst eines 
Fadens an ihm aufgehangt ist. Das Gewicht des Kastens mit seiner 
Belastung ist Mg, Ein Seil ABF geht horizontal Ton dem Kasten aus 
liber eine glatte RoUe E und tragt bei das Gewicht {M-\-7n)gii. 
Der Kasten kann auf einer horizontalen Ebene gleiten, deren Eeibungs- 
coefficient ^ ist. Weun er daher einmal in Bewegung gesetzt ist^ 
gleitet er in grader Linie mit gleichformiger Geschwindigkeit; die wir 
V nennen woUen. Nun wird plotzlich der Faden, der mg tragt, 
durchschnitten; das Gewicht faUt in den Kasten und liegt in ihm 
sofort fest. Offenbar wird dadurch eine Stossreibung zwischen dem 
Kasten und der horizontalen Ebene hervorgerufen. Wenn die Ge- 
schwindigkeit des Kastens unmittelbar nach dem Stoss wieder V gleich- 
kommt, so ist der Coefficient der Stossreibung dem der endlichen 
Reibung gleich. 

Man kann sich dies auf folgende Art klar machen. t sei die Zeit 
des Falls. Wenn das Gewicht den Kasten trifift, hat es die horizontal 
Geschwindigkeit V und die verticale gty der Kasten dagegen die hori- 

zontale Geschwindigkeit V + fty wenn f == jf 

F und B mogen die horizontale und verticale Componente der 
Stosskraft zwischen dem Kasten und der horizontalen Ebene sein. 
Ein Stoss findet statt zwischen dem fallenden Gewicht und dem Kasten 
und eine Stossspannung in dem Seil AEF^ durch sie werden die 
durch die ausseren Stosse F und B erzeugten Bewegungsgrossen Tiber 
das ganze System verbreitet. F' sei die gemeinsame Geschwindigkeit 
des ganzen Systems grade nachdem die Stosse F tmd B vollendet 
sind. Durch den Versuch fand man, dass diese Geschwindigkeit V' 
gleich F ist. 

Nimmt man die Componenten in horizontaler und verticaler 
Richtung wie in § 168, so erhalt man 

[AT + m + F'— [Jf + (Jf + m) (F-f ft) — mV= — F, 

mgt = B. 

Setzt man F' = F und substituirt fiir /*, so ergibt sich F = ftJB, 

Beisp. Man zeige, dass der resultirende Stoss zwischen dem Kasten und dem 
faUenden Gewicht Yertical gerichtet ist. 

§ 183. Wir wollen nun die Theorie des unelastischen Stosses 
in § 179 veraUgemeinem. Zwei Korper von beliebiger Gestalt mogen 
in dem Punkt A aufeinanderstossen und Aenderungen der Gestalt und 
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Structur wie zuvor vernachlassigt werden. Die relativen Tangential- 
mid Normalgescliwiiidigkeiten der Beriiln’iiiigspuiikte der beiden Eorper 
sind, wenn sie auf die in § 137 rntgegehe/ne Art lereclinet ^verden, uicbt 
Null. Sie heissen die relativen Gleitungs- und Oompressionsgeschwindig- 
keiten. Es treten also zwei Reactionen auf, eine normal gerichtete 
Kraft und eine Reibung, deren Verbaltnlss der Reibungscoefficient^ 
ist. Ln weiteren Verlauf des Stosses wird die relative Normalgeschwindig- 
keit zerstort und wird Null in dem Moment der starksten Compression. 
B sei die ganze Bewegungsgrosse, welcbe in dieser sehr kurzen Zeit von 
dem einen auf den andem Korper normal iibertragen wird. Diese Kraft 
B ist eine unbekannte Reaction, zu deren Bestimmung die geometrische 
Bedingung dient, dass gleicb nacb dem Zusammenstoss die normalen 
Geschwindigkeiten der Beruhrungspunkte gleich. sind. Diese Bedingung 
muss auf die in § 137 erklarte Art ausgedruckt werden. 

Die relative gleitende Gescbwdndigkeit bei A vermindert sich 
gleichfalls. Wenn sie vor dem Moment der starksten Compression 
verscbwindet, so kommt wabrend der iibrigen Zeit des Zusammen- 
stosses, wenn uberhaupt, nur so viel Reibung und in solcher Ricbtung 
zur Wirkung, als notbig ist, unu die Berubrungspunkte bei A am 
Gleiten zu verbindern, vorausgesetzt, dass dieser Betrag kieiner ist als 
die Grenzgrosse der Reibung. F sei die ganze Bewegungsgrosse, 
welcbe tangential von dem einen auf den andem Korper iibertragen 
wird. Diese Reaction F ist durcb die Bedingung zu bestimmen, dass 
gleicb nacb dem Zusammenstoss die Tangentialgescbwindigkeiten der 
Berubrungspunkte gleicb sind. Wenn jedocb die gleitende Bewegung 
vor dem Moment der starksten Compression nicbt verscbwindet, so 
tritt die voile Grosse der Reibung in der dem relativen Gleiten ent- 
gegengesetzten Ricbtung in Wirkung und es ist F=^B. Im All- 
gemeinen lassen sicb die beiden PaJle auf folgende Art imterscbeiden. 
In dem ersten Fall miissen die Wertbe von F und By welcbe man 
durcb Auflosung der Bewegungsgleicbungen findet, derart sein, dass 
F<C(iB ist. In dem zweiten muss die relative Endgescbwindigkeit 
der Berubrungspunkte bei A dieselbe Ricbtm^ nacb wie vor dem 
Zusammenstoss baben. Diese Bedingungen sind jedocb nicbt aus- 
reicbend, denn es ist moglicb, dass in verwickelteren Fallen das 
Gleiten seine Ricbtung wabrend des Zusammenstosses andert oder zu 
andern sucbt. Siebe § 187. 

§ 184. Sind die Korper, welcbe aufeinanderstossen, elastiscb, so 
VaTiTi sowobl eine normale Reaction als eine Reibung wabrend der 
Restitutionsperiode auftreten. Mancbmal muss man dieses Stadium 
der Bewegung als ein Problem fur sicb anseben. Die Beweg^en 
der Korper im Moment der starksten Compression, wie man sie ge- 
funden bat, dienen als Anfangsbedingungen fitr einen neuen Bewegungs- 
zustand unter der Wirkung anderer Stosskraffce; die wabrend der 
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Restitution zur Wirkung kommende Reibung muss denselben Gesetzen 
folgen, wie die wahrend der Compression. Genau wie vorher bieten 
sick zwei Pulle dar; entweder findet Gleiten statt wakrend der ganzen 
Restitutionsperiode oder nur wakrend eines Tkeils derselben. Sie 
werden in der sckon erklarten Weise behandelt. 

§ 185. Ein sekr wicktiger Untersckied existirt zwiscken den Be- 
dijigungen der Compression und der Restitution. Wakrend der Com- 
pression ist die Normalreaction imbekannt. Die Bewegung des Korpers 
grade vor der Compression ist gegeben und es bestekt eine geometriscke 
Gleickmig, welcke ausdriickt, dass die relative Normalgesckwindigkeit 
der Beriikrungspunkte am Ende der Compressionsperiode Null ist, 
Aus dieser geometriscken Gleickung wird dann die Compressionskraft 
abgeleitet. Man findet zwar auf diese Art die Bewegung des Korpers 
grade vor der Restitution, aber nickt die Bewegung grade nack ikr, 
die dock zu bestimmen ist. Fiir sie ist keine geometriscke Gleickung 
vorhanden. Jedock stekt die Restitutionskraft in einem bestimmten 
Verkiiltniss zur Compressionskraft und ist somit bekannt. 

§ 186. Historisclie Uebersickt.^) Das Problem des Zusammenstosses zweier 
(jlatter mielastisclier Kdrper wird von Poisson in seinem Trmte de Mecanique, 
Seconde edition, 1833 behandelt. TJnter der Voranssetzung, dass die Bewegung 
eines jeden der beiden KOrper grade vor dem Zusammenstoss gegeben sei, stellt 
er fiir jeden seeks Bewegungsgleichungen zur Bestimmung der Bewegung grade 
nack dem Stoss auf Sie entkalten 13 unbekannte GrSssen, namlick die Compo- 
nenten der Gesekwindigkeiten der Schwerpunkte der KOrper langs dreier reckt- 
winkliger Axen, die Componenten der Winkelgesckwindigkeiten der Korper um 
dieselben Aien und sckliesslick die gegenseitige Reaction der beiden Korper. Die 
Glcickungen reicken mithin zur Bestimmung der Bewegung nickt aus. Eine drei- 
zeknte Gleickung erk^t man dann aus dem Satz, dass der Stoss mit dem Moment 
der starksten Compression beendigt ist, d. k. in dem Augenblick, in welckem die 
normalen Gesekwindigkeiten der Berukrungspunkte der beiden KSrper, die sick 
treften, gleick sind. 

In dem Fall, in welckem die Kdrper elastisch sind, tkeilt Poisson den Stoss 
m zwei Perioden Die erste beginnt mit der ersten Beriikrung der Kdrper und 
endigt im Moment der starksten Compression; die zweite beginnt in diesem 
AugenbHck und endigt, wenn die Kdrper sick trennen. Die Bewegung am Ende 
der ersten Periode findet man genau so, wie bei der Annakme, sie seien un- 
clastisck. Die Bewegung am Ende der zweiten Periode ergibt sick aus dem Satz, 
dass die ganze dem einen Kdrper von dem andem wakrend der zweiten Periode 
mitgetkeilte Bewegungsgrdsse in constantem Verkaltniss zu der wakrend der 
ersten Periode des Stosses mitgetkeilten stekt. Das VeikaJtniss kangt von der 
Elasticitat der beiden Kdrper ab und kann nur durck Yersucke ermittelt werden, 
die man mit einfacken Stdssen an Kdrpem'aus demselben Material anstellt. 

Sind die Kdrper rauh und gleiten wakrend des Zusammenstosses aufevnander, 
so findet gleickzeitig, wie Poisson bemerkt, ein Reibungsstoss statt. Dies ergibt sick 
aus dem Satz (§ 181), dass die Reikungsgrdsse in jedem Augenblick ein constantes 
Verkaltniss zum Normaldruck kaken und dass ikre Ricktung der relativen Be- 


1) Sieke auck Poinsot in Liouv. J. (2) II, 283 und IV, 161, 421. Ckelini 
in Bologna Mem, Serie 3, VI, 409, VIH, 273. 
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wegung der Benlhrungspunkte entgegengesetzt sein muss. Er macht davon Au- 
wendung auf eine Kugel, die entweder unelastisch oder vollkommon ela&tisch ist^ 
auf eine rauhe Ebene stdsst und sicb vor dem Zusammenstoss um eine horizontale 
zur Bewegungsrichtung ihres Schwerpunkts senkreckte Axe drehte. Er zeigt, 
dass man verschiedene Falle unterscheiden miisse, (1) wenn das Gleiten walu^end 
des ganzen Stosses dieselbe Ricbtung behalt und nicht verscbwindet, (2) wenn 
es wahrend des Stosses verschwindet und Null bleibt, (3) wenn das Gleiten ver- 
schwindet und das Vorzeichen wechselt Der dritte Fall enthalt jedoch eine un- 
bekannte Grosse und seine Formeln reichen daber zur Bestimmung der Bewegung 
nicht aus. Poisson weist daiauf bin, dass das Problem sebr complicirt wird, 
wenn die Kugel eine Anfangsrotation um eine Axe bat, die auf der verticalen 
Ebene nicht senkrecbt stebt, in welcher sicb ihr Scbwerpunkt bewegt Er ver- 
sucbt nicht das Problem zu Idsen, sondem gebt zu einer ausfabrlicben Besprcchung 
des Zusammenstosses glatter KSrper uber 

Coriolis untersucht in seinem Jeu de JBillard (1835) den Zusammenstoss 
zweier rauhen Kugeln, die wSibrend der ganzen Zeit des Stosses aufeinander 
gleiten. Er zeigt, dass beim Zusammentreffen zweier rauhen Kugeln die Ricbtung 
des Gleitens wS.brend des ganzen Stosses dieselbe bleibt. 

Ed. Phillips untersucht im 14. Band von Liouville’s Journal, 1849, das 
Problem des Zusammenstosses zweier ranker unelastiscker Kdiper von beliebiger 
Gestalt, wenn die Keibungsrichtung wahrend des ganzen Stosses nicht nothwendig 
dieselbe zu bleiben braucht, unter der Annahme, dass das Gleiten tcdkrend des 
Stosses nicht verschwindet. Er theilt die Periode des Stosses in Elementartheile 
und wendet Poisson’s Regel fiir die Gr6sse und Ricbtung der Eeibung aufjede 
Elementarpenode an Er gibt an, wie man die Aufl5sung der Gleichungen 
durchfuhren kann und bespricht speciell den Pall, in welchem die Hauptaxen 
der beiden Kdrper fur den Beruhrungspunkt einander parallel sind und uberdies 
der Scbwerpunkt eines jeden Korpers auf der gemeinschaftlichen Normalen im 
Beruhrungspunkt liegt. Er kommt dabei zu zwei Resultaten, die wir in dem Kapitel 
liber Bewegungsgrdsse bringen werden. 

Phillips gebt nicht auf eine detailliite Unter suchung des Zusammenstosses 
elastischer Kbrper ein, wenn er auch bemerkt, die Periode des Stosses miisse in 
zwei Theile zerlegt werden, die gesondert zu betrachten seien. Er meint jedoch, 
sie b6ten keine weiteren Eigenthil mlichkeit en dar, wenn man dieselben Yoraus- 
setzungen mache. 

Den Fall, in welchem das Gleiten verschwindet und die Eeibung unstetig 
wird, scheint er nicht untersucht zu haben. 

In diesem Kapitel werden wir die Theorie der Stosskrafte nur so weit ver- 
folgen, als die ebene Bevregimg in Betracht kommt. In dem Kapitel VI ilber Be- 
wegwngsgrdsse wird die Theorie wieder aufgenommen und auf KSrper von beliebiger 
Gestalt in dem Raum von drei Dimensionen ausgedehnt werden. 


§ 187. Das PpoWem des Stosses im AllgemeiBen. Zwei Kdrper 
von helieliger Oestalt stossen auf eine gegeVene Art widereinander. Man 
soil die Bewegung grade nach dem Stoss finden. Die Kdrper sind glatt 
Oder rauk, elastiscli oder nickt 

(t, Ct' seien die Schwerpunkte der beiden Korper, A der Be- 
ruiirimgspurdct. U, V seien die Componenten der Geschwindigkeit von 
G grade vor dem Stoss parallel zur Tangente bez. Normalen in A] 
w, V die Componenten der GescKwindigkeit zur Zeit t nach dem Be- 
ginn des Stosses, aber ehe er zu Ende ist, so dass also t unbegrenzt 
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klein ist. SI sei die WinkelgescliTOQdigkeit des Eorpers mit dem Schwer- 
pimkt (r grade vor dem Stoss, © die Winkelgesckwiiidigkeit nach dem 

Intervall t. Sie werden positiv genommen, 
wenn sie rotiren wie die Zeiger einer Uhr. 
M sei die Masse des Korpers, lo sein Trag- 
keitsradius um Q. GN sei ein Lotk von 
6r auf die Tangente in A und AN = x, 
NG = y. Dieselben Buchstaben mit einem 
Strict bezeichnen die entsprechendenGrossen 
fiir den andem Korper. 

§ 188. Die Korper seien vollkommen 
rauli und undastisch, so dass beim Ende 
des Stosses die relative Geschwindigkeit des 
Gleitens sowobl als die relative Gescbwindig- 
keit der Compression Null sind (siehe § 156). 
Nimmt man alsdann an, t sei der ganzen 
Dauer des Stosses gleich, so bezieben sick 
die Buchstaben u, Vy ©, Uy co' auf die 
Bewegung gleich nach. dem Stoss. Wir erhalten dann nach § 137 

ii — yco — u' — y cd' — 0 
y + icco — v' — x' c) = 0 

Die Componenten parallel zur Tangente und Normalen im Beriihrungs- 
punkte ergeben nach § 169 

~ JT) + M'{u' —U') = 0\ 

M(v—r) + M'{v — D = OJ 

und nimmt man die Momente fur leden Korper um den Beriihrungspunkt 
Mk^((o — iJi) M(ti — U)y — M(v — V)x = 0| 
M'k'^(a—Sl') - 1 - M'{u'— U)y — r)x'=0f‘ 

Diese sects Gleichungen reichen zur Bestimmung der Bewegung 
gleich nach dem Stoss aus. 

§ 189. Sind die Korper voUkommen glatt wnd unelastischy so hat 
die erste dieser sects Gleichungen keine Giiltigkeit und statt der 
dritten erhalt man aus den Componenten parallel zur Tangente fur 
jeden einzelnen Korper 

U— u=0y w' — J7' = 0. 

§ 190. Sind die K5rper glcM wnd elasUschy so ist die Normal- 
reaction in die Gleichungen einzufohren. Wir schreiben die Gleichungen 
(1) und (2), wie weiter unten in § 192, mit der einzigen Aenderung 
nieder, dass = 0 gesetzt wird. Gleichung (4) gibt dann die Ge- 
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schwindigkeit G der Compression in irgend einem Augenblick des 
Stosses. Setzt man (7=0, so erkalt man wie in Gleickung (6) den 
Werth. von R bis zu dem AugenbUck der starksten Compression, d. h. 

JJ = - 7 , und durch Multiplication mit 1 + e nach § 179 den voUen 

Cb 

Werth von iJ fiir den ganzen Stoss. Substituirt man dann diesen 
Werth in die Gleichungen (1) und (2), so ergibt sich u, v, cj, u, Vj 

§ 191. Beisp Zwei glatte vollkommen elastische Kdrper stossen gegen- 
einander JD, D' aeien die Componenten der (jeschwmdigkeit des Beriihrungs- 
piinkts eines jeden grade vor dcm Zusammenstoss mit dem andein in der Richtung 
der Normalen Man beweise, dass die vom Korper M verlorene lebendige Kraft 

4 ^ ^ ^ wobei die Bezeicbnimg dieselbe, wie in dem 

nacbsten Satz ist 

Eine andre Art, die Aendemng der lebendigen Kraft zu finden, wird in 
Kapitel VII gegeben. 

§ 192. Sind nun ferner die Korper unvollJcommen muh und elastisch, 
so ist die Grosse der Reibung, die zur Wirkung gebracht werden 
kann, wie in § 158 erklart wurde, begrenzt. Die in § 188 erhaltenen 
Resultate sind auf den Pall nicht anwendbar, in welchem die Grenz- 
grosse der Reibung nicht ausreicht, das relative Gleiten auf Null zu 
reduciren. TJm dariiber eine Entscheidung treffen zu konnen, muss 
man den Reibungs- und Normalstoss in die Gleichungen einfiihren. 

It sei die ganze dem Korper M in der Zeit t nach Beginn des 
Stosses durch den Normaldruck und F die durch den Reibungsdruck 
mitgetheilte Bewegungsgrosse. Wir nehmen an, sie griffen an dem 
Korper, dessen Masse M ist, in den Richtungen NG bez. NA an. 
Man muss dann voraussetzen, dass sie auf den Korper von der Masse 
M' in umgekehrter Richtung wirken. 

Da iZ die ganze dem Korper M in der Richtung der Normalen 
mitgetheilte Bewegungsgrosse darstellt, so ist die in der Zeit dt 
mitgetheilte Bewegungsgrosse dR. Da die Korper nur gegeneinander 
stossen konnen, so muss dR positiv sein und die Korper mxissen sich 
nach § 136, wenn dR verschwindet, voneinander trennen. Man kann 
daher die Grosse von R zum Maass des Fortschritts des Stosses nehmen. 
Sie ist im Anfang Null, vermehrt sich nach und nach und wird bei 
der Beendigung des Zusammenstosses ein Maximum. Es ist, wie man 
finden wird, vortheilhafter, R anstatt t zur unabhangigen Variablen zu 
wahlen. 

Die dynamischen Gleichungen sind nach § 168 

M{u — U) = — F 
M(v — V) = R 
Mk\G) — Sl)=Fy + Rx 


( 1 ), 
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M'{y: — lf) = F 

M'(v—V')= S (2). 

M'k'\co' —Si') = F/ — Rx'. 

Die relative Geschwindigkeit des Gleiteiis der Beriihrungspunkte 
ist nacli § 137 

S = u — ye) — u' — y a' (3) 

mid die relative Druckgesdiwindigkeit nacli demselben Paragrapken 

C=v' aim — v — xa (4). 

Substituirt man in diese Gleichungen aus den dynamiscben Glei- 
chungen, so ergibt sicL 

S=So — aF—lB (6); 

C=G^—lF — a'R (6), 

worin 

S,= U-ySi — U'-ySi' (7), 

+ x'si'— r—xa (s), 

“ ^ jF "f" If'ft's • • . . (9), 

f 1 I 1 I I CC ** 



" “ M1c> M'k'* 

sind. 

Man kann die lunf letzten Grossen die Constanten des Stosses 

nennen. Die beiden ersten Sqj Cq stellen die Anfangsgeschwindig- 

keiten des Gleitens und der Compression dar. Wir sehen sie als 
positiv an, so dass also der Korper M uber den Korper M' beim 
Beginn der Compression gleitet. Die drei andern Constanten a, a', 1) 
sind von der Anfangsbewegimg der aufeinander treffenden Korper 
imabb^gig. Die Constanten a und a' sind ihrem Wesen nach positiv, 
wiihrend b jedes der beiden Vorzeicben haben kann. Es wird von 
Vortbeil sein, Tvenn man beachtet, dass aa' > b^ ist. 

§ 193. Der darstellende Punki Es kommt oft vor, dass b = 0 
wird, in welchem Pall die Discussion der Gleichungen sich sehr ver- 
einfacht. Aber auch in diesem einfachen, ganz gewiss jedocli im 
ullgemeinen Pall, ist es leicbter den Aenderungen der Kraft e zu folgen, 
wenn man die graphische Methode anwendet. 

Es handelt sich um das Polgende. Wahrend B von Null an mittelst 
gleicher fortgesetzter Zuwachse dB zu seinem schliesslichen Maximal- 
werth vorschreitet, riickt auehP" von Null an durch fortgesetzte Zuwachse 
dF vor, welche jedoch nicht immer dasselbe Vorzeichen zu haben 
brauchen und die durch ein veranderliches Gesetz beherrscht werden, 
da entweder dF == + ist oder dF grade ausreicht, relative Be- 
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wegungj wie in § 158 erklart wurde, am Beriilirungspiinkt zu Yer- 
huten. Wir bediirfen daher einer Regel, um den Werth Yon F zu 
entdecken. 

Um die thatsacliliclien Aenderungen, welche in dem Keibungsstoss 
beim Fortsclireiten des Stosses vor sich gehen, bestimmen zu konnen, 
woUen Yrir zwei Langen ABy AF auf der Normalen und Tangente in 
A in den Ricbtungen NG bez. AN auftragen, welcbe die Grrosse von 
B und F in irgend einem Moment des Stosses darstellen. Sehen wir 
dann AB und AF als Coordinaten eines Punktes P an, auf ABi, 
AF als Axen der B und F bezogen, so geben die Aenderungen in 
der Lage you P dem Auge die Aenderungen an, welche in den Kraften 
beim Fortsckreiten des Stosses vor sich gehen. Beim Beginn des 
Stosses sind die Krafte B und F Null, der darstellende Punkt P liegt 
daher im Coordinatenanfang A. Beim Fortschreiten des Stosses wachst 
nun die Kraft B und daher auch die Abscisse AB Yon P bestandig, 
das heisst, die Componente der Bewegimg des darstellenden Punktes 
parallel zur P-Axe liegt stets in der positiven Richtung der P-Axe. 
Die Ordinate F Yon P Yvird in der entgegengesetzten Richtung ge- 
messen, in welcher die Reibung auf den Korper M einwirkt; die 
Componente der Bewegung des darstellenden Punktes parallel zur F- 
Axe zeigt folglich dem Auge die Richtung an, in welcher der Korper 
M gleitet. Dies kann wahrend des Stosses manchmal die eine, manch- 
mal die andere sein. 

Es wird gut sein, die beiden geometrischen Orte aufzutragen, die 
durch ^8=0, 0 = 0 bestimmt werden. Aus (5) und (6) ist ersichtlich, 
dass beide grade Linien sind. Wir wollen sie die Geraden 'keines Gleitens 
und der stdrhsten Compression nennen. Um sie aufeeichnen zu konnen, 
miissen Ysdr ihre Durchschnittspunkte mit den Axen der F und P 
finden. Macht man 

AO=^, AC'^^, AS' = §, 

SO sind SS'y OC' die beiden Geraden. Da a und d nothwendiger 
Weise positiv sind und h ein beliebiges Vorzeichen hat, so sind die 
Streeken, die sie auf der F- bez. P-Axe abschneiden, positivy wahrend 
die auf der P- bez. P-Axe gelegenen dasselhe Varmclien haben. Weil 
ad >6^ ist, so ist der spitze Winkel, den die Gerade keines Gleitens mit 
der P‘Axe macht, grosser, als der, den die Grade starkster Compression 
mit derselben Axe macht, das heisst, die erste Linie steht steiler 
gegen die P-Axe als die letzte. Daraus folgt, dass die beiden Geraden 
sich nicht in dein von den Verlangerungen von BA und von FA be- 
grenzten Quadranten schneiden konnen. 

§ 194 Beim Beginn des Zusammenstosses gleiten die Korper 
ubereinander; daher wird nach § 158 die ganze Grenzgrosse der Reibung 
zur Wirkung gebracht. Der Punkt P bewegt sich daher auf der 
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Geraden AL, die durch die Gleichung F=^R definirt ist, imter 
ft den Reibungscoefficienten Terstanden. Die Reibung fabrt fort, ibren 
Grenzwertb zu bebalten, bis P die Gerade SS' erreicht. Die Abscisse 

c 

des Durchscbnittspunktes ist Rq = • Sie gibt den ganzen normal 

gericbteten Schlag an vom Beginn des Stosses bis zu der Zeit, zu 

welcber die Reibung von 
gleitender zu walzender 
iibergeben kann. Ist Rq 
negativ, so schneiden sicb 
die Geraden AL und 88' 
auf der positiven Seite der 
JF-Axe iiberbaupt nicbt. 
Alsdann bebalt die Rei- 
bung ibren Grenzwertb 
wabrend des ganzen 
Stosses. Ist dagegen Rq 
positiv, so erreicbt der 
darstellende Punkt P die 
Gerade SS' und nacb 
dieser Zeit tritt nur soviel Reibung in Wirkung, als binreicbt, um 
Gleiten zu verbilten, vorausgesetzt, dass diese Grosse kleiner als der 
Grenzwertb der Reibung ist. Ist der spitze Winkel, deu 88' mit der 
P-Axe bildet, kleiner als arc tan ft, so ist die Reibung dP, die notb- 
wendig ist, um Gleiten zu verbindem, kleiner als der Grenzwertb der 
Reibung ftrfP. P wandert daber weiter auf 88' in solcber Ricbtung, 
dass die Abscisse R fortfabrt, in positivem Sinn zu wacbsen und dabei 
erreicbt die Reibung, so lange der Stoss dauert, ibren Grenzwertb 
nicbt wieder. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den 88' mit der P-Axe macbt, 
grosser als arc tan ft, so ist das Verbaltniss von dF zu dR numeriscb 
grosser als ft und es ist mebr Reibung notbig um Gleiten zu verbiiten, 
als zur Wirkung gebraebt werden kann. Die Reibung :K,brt daber 
fort ibren Grenzwertb zu bebalten und der Punkt P bewegt sicb, 
nacbdem er 88' erreicbt bat, auf einer Geraden, die denselben Winkel 
mit der P-Axe wie AL macbt. Diese Gerade muss auf der entgegen- 
gesetzten Seite von 88' liegen, weil der spitze Winkel zwiscben 88' 
und AR grosser als der Winkel LAR ist. Da femer der Punkt P 
die Linie 88' gekreuzt bat, so andert sicb die Ricbtung des relativen 
Gleitens und mitbin aucb die Ricbtung der Reibung. OfiPenbar bebalt 
dann die Reibtmg wabrend des ganzen Stosses ibren Grenzwertb. 

Ein Beispiel zu jedem der drei P^le geben wir in den drei Dia- 
grammen auf S. 175. Die Piguren unterscbeiden sicb durcb die Lage der 
Geraden keines Gleitens. In alien drei Figuren bewegt sicb der dar- 
stellende Punkt von A aus auf der Geraden AL, die mit, AR den 
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Winkel LAR einschliesst, dessen Taaagente ^ ist. Li Fig. (1) ist der 
Winkel zwiscken der Geraden keines Gleitens d. h. SS' und AR so 
gross ^ dass AL und S8' sich in dem positiven Quadranten nicht 
schneiden. Die Reibung behalt daher wabrend des ganzen Stosses 
ihren Grenzwerth. In den beiden andern Figuren schneiden sich AL 



und SS' hi einem Punkt Q. In Fig. (2) ist der Winkel SB' A kleiner 
als der Winkel LARy der darsteUende Punkt wandert daher^ nachdem 
er Q erreicht hat, auf QS' weiter. In Fig. (3) ist der Winkel SB' A 
grosser als LAR, der darsteUende Punkt bewegt sich also, nachdem 
er in Q angekommen, auf der Geraden Q£ auf der andern Seite von 
88' derart weiter, dass der Winkel QBA dem Winkel QAB gleich ist. 

Trifffc P auf die Gerade CC\ so hort die Compression auf und die 
Restitution beginnt, Der Durchgang ist aber durch weiter keine Eigen- 
thiimlichkeit als diese ausgezeichnet. Ist die Abscisse des Kreuzungs- 
punkts von P mit CC, so endigt der ganze Stoss, wie man aus 
Grunden, die auf Versuchen beruhen, anninimt, wenn die Abscisse 
von P, gleich B^(l +6) wird, unter e das Maass der Elasticitat der 
beiden Korper verstanden. 

Offenbar gibt es sehr viele verschiedene FaUe, je nach der relativen 
Lage der drei Geraden AL, 88' und CC'; immer aber lasst sich das 
Fortschreiten des Stosses auf die eben erklarte Art verfolgen, die man 
kurz auf folgende Weise zusammenfassen kann. Der darstellmzde Punkt 
P wandert auf AL, er 88' trifft Dann sclireitet er entweder auf 
88' weiter oder auf einer Geradmi, die mit der B-Axe denselben WinM 
wie AL macht, aber auf der entgegengeset^ten Beite von 88' liegt. Die 
Gerade, auf welcher er weitergeht, ist diejenige von beiden, die am steilste^i 
auf der F-Ajjce steht Er wandert auf dieser Linie in solcher Bichtung 
weiter, dass die Abscisse R sich vergrossert und bleibt auf der Geraden 
bis mm Ende des Btosses. Den voUen Werfh von B fur den ganmi 
Btoss findet man durch Multiplication der Abscisse des PunJdes, in 
welchem P die Gerade CC' kreust, mit 1 + e. Der voile Werfh von F 
ist die entsprechende Ordinate von P. Setgt man sie in die dynamischen 
Glekhungen (1) und (2) em, so lasst sich die Bewegmig grade nach de>' 
Collision leicht ermitteln. 
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1st 8q = 0j so wird 8 = — aF —hH. In diesem Fall geht die 
Gerade keines Gleitens durch den Coordinatenanfang A. 1st der spitze 
Winkel, den diese Gerade mit der B-Axe maclit, kleiner als arc tan 

d. h. ist — numerisch kleiner als u, so bewegt sick der darsteUende 

Punkt auf ihr in solcker Richtung, dass seine Abscisse B bestandig 
wackst. Die Reibung bleibt daker wakrend des ganzen Stosses kleiner 
als ikr Grenzwertk. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den die Linie keines Gleitens mit 
der B-Axe mackt, grosser als arc tan fi, d. h. ist numerisch grosser 

als ft, so bewegt sick der darstellende Punkt auf der Geraden ALj 
welche mit der B'-Axe den spitzen Winkel LAB = arc tan ft bildet. 
Die Gerade liegt auf der positiven oder negatiyen Seite von AB^ je 
nackdem 8 positiv oder negativ ist. Da der numeriscke Wertk von i 
grosser als a/x und F = + fiB ist, so kangt das Yorzeicken von 8 
von dem Yorzeicken von — bB ab und hat daker 8 das entgegen- 
gesetzte Zeicken von A Daraus folgt, dass die Gerade AL innerJialb 
des spitz&ii Winlcels liegt, den die Zdnie Tzeines Gleite^is mit AB macht. 



So liegt AL in Pig. (1) auf der positiven, in Fig. (2) auf der nega- 
tiven Seite von AB. Da die Linie keines Gleitens nickt nock ein- 
mal treffen kann, so bekalt die Reibung ikren Grenzwertk wakrend 
des ganze Stosses. 

Der darsteUende Punkt verfolgt seinen Weg entweder auf 88' 
oder auf AL, je nackdem der FaU liegt, bis zu dem Ende des Stosses. 
Der voUe Wertk von R fur den ganzen Stoss ergibt sick durck Multi- 
plication der Abscisse des Punktes, in welckem P die Grade CC' 
kreuzt, mit 1 + Der voUe Wertk von F ist die entspreckende 
Ordinate von P, Setzt man sie in die dynamischen Gleickungen, so 
findet man die Bewegung grade nack dem Stoss. 

§ 195. Smd die Korper glatt, so faUt die Gerade AL mit der 
Ji-Axe zusammen. Der darsteUende Punkt P bewegt sick auf der 
JB-Axe und den voUen Wertk von B fiir den ganzen Stoss erkalt man 
durck Multiplication der Abscisse von G mit 1 -|- e. 

Sind die Korper voUkommen rauk (§ 156), so faUt AL mit der 
P-Axe zusammen. Der darsteUende Punkt P bewegt sick auf der 
P-Axe, bis er an dem Punkt 8 anlangt. Er wandert dann auf der Linie 
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kernes Gleitens weiter, bis er die Linie CC' der gi*6ssten Compression 
erreicbt. Sind die Korper unelastiscb, so sind die Coordinaten 2?^, 
dieses Durchscbnittspunkts die gesucbten Werthe von It und F*j sind 
sie aber unvollkonmen elastisch, so setzt der darsteUende Punkt seinen 
Weg anf der Linie keines Gleitens fort. Der voile Werth von It fiir 
den ganzen Stoss ist dann = Ii^(l e) und den voUen Werth 
von F erhalt man durch Substitution dieses Werthes von B in die 
Gleichung der Linie keines Gleitens. 

§ 196. Die Reibung braucht wahrend des Zusammenstosses nicht 
immer dieselbe Richtung zu haben. Sie muss allerdings dasselbe Vor- 
zeichen behalten, so lange P sich auf AL bewegt; hat P aber SS' er- 
reicht, so andert sich die Bewegungsrichtung und die in der Zeit dt 
zur Wirkung kommende Reibung dF kann dasselbe oder das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, wie vorher, haben. Offenbar aber kann sie 
ihr Zeichen nur einmal wahrend des Stosses wechseln. Ist 6 = 0, so 
steht die Gerade SS' senkrecht auf der P-Axe und alsdann kann sich 
offenbar ihr Vorzeichen nicht andem. 

Es ist moglich, dass die Reibung ihren Grenzwerth w'ahrend des 
Stosses behalt, so dass also die Korper fortwahrend aufeinander gleiten. 
Dazu ist nothwendig, dass entweder die Grade SS' weniger steil zur 
P-Axe gerichtet ist als ALy oder dass der Punkt P die Grade SS' 
iiberhaupt nicht erreicht, weil seine Abscisse schon frtfher grosser als B^ 
geworden ist. In dem ersten Fall muss h grosser als /xa sein; die 
Abscissen der Durchschnittspunkte von AL mit SS' und OG' sind 
SC 

Eq = - ^ ^ bez. E^ = ^ • In dem zweiten Pall muss E^ positiv 

und Eq entweder negativ oder positiv und zugleich grosser als 

+ sein, 

§ 197. Beisp. 1. Der Abprall eines Balls, Bin Imgelf^rmiger Ball beioegt 
sich ohm Botation auf einer gloMm horizontalen Ebene md trifft mit der Ge- 
schwindigkeit V gegen eine rauM 'certicale Wand, deren Beihmgscoefftdent ist. 
Die Bichtmg der Bewegung des 
Schwerpimktes vor dem AnpraU 
rnacht mit der sur Wand Senk- 
rechten denWimkelot; man besUmme 
die Bewegwng grade nach d&m 2kL~ 
saimnenstoss. 

Dies ist das aUgemeine Be- 
wegungsproblem far alle kugel- 
fdnnigen ohne Anfangsrotodion 
gegen eine rauhe elastische Ebene 
geschleuderten Balle. Es findet 
Anwendung sowohl anf den gegen 
die Baade gestossenen Billardball 
als anf den Cricketball, der vom 
Boden abspringt. Hat der Ball eine Anfangsrotation, so bedarf man im All- 
gemeinen des Bamnes von drei Dimensionen; dieaerPall wird spater erbrtert werden. 

Koutli, Dynamik. I, 12 
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In der Pigur S. 177 stellt die Ebene des Papiers eine borizontale durch den 
MittelpnnM der Kugel gelegte Ebene Tor. Die verfcicale Ebene, gegen welcbe der 
BaU anstOssfc, schneidet die Ebene des Papiers ia AS. 

w, V seien die Componenten der GescHwindigkeit des Centrums znr Zeit t 
nach dem Beginn des Zusamznenatosses langs der Wand und senkrecht zn ihr. 
£0 sei die Winkelgescbwindigkeit in demselben Moment; It und F die Normal- 
und Eeibungsstosse vom Beginn des Zusanunenstosses bis zur Zeit die Masse 
und r der Radius der Kugel 
Man erblilt dann 

M{u — F sin tt) = — F 

If (IJ + F COB «) = i? 

Mh^(o = Fr 


Die Geschwindigkeit des Gleitens des Beriihrungspunktes ist 

9-2 4.7.2 

S=u^rco^ Fsina- ^ 

und die Gescbwindigkeit der Compression des BeruJbrungspunktes 


C= — 27 = Fcosa — ^ 
Man trage in der Figur eine Lange AS, die 






MV sin a und eine 


andre AC, die JfFcosa dai'stellt, auf der F- bez, der JB-Aie auf. SB und CB 
parallel zu den Richtungen von B und F sind dann die Liuien heioies Cleitens und 

3 

der stdrkstm Compression Man sieht auch, dass tg J5J.(7=j^jq-^tga = ytga 

ist. Im Anfang des Stosses gleitet die Kugel auf der Wand; der darsteUende 
PmJct dessen Coordinaten B und F sind, beginnt daher die Gerade F=(iB 
zu beschreiben. 


Ist tg Of, so schneidet diese Gerade die Linie keines Gleitens SB in 

einem Punkt L, bevor sie die Linie der grdssten Compression triflffc. Der dar- 
stellende Punkt beschreibt daher die gebrochene Linie ALB Im Moment der 
grSssten Compression sind F und B die Coordinaten von B. 

Daher ist 

jF=y MTFsina, JB = JIfFcosa. 


Sie sind unabhangig von /i, weil, wie man aus der Figur sieht, mehr als 
genug Reibung zur Wirkung gebracht werden kann, um die gleitende Bewegung 
zu zerstOren. 

2 

1st ^ <;y tg a, BO schneidet die Gerade F=^(iB die Linie der grossten Com- 
pression CB in einem Punkt JE, bevor sie die Linie keines Gleitens trifft. Die 
Beibung reicht daher nicht aus, das Gleiten zu zerstoren. In dem Moment der 
gr5ssten Compression sind die Coordinaten von H 


F^ IjlMV cob a , B= MV cos c£ . 

Wenn die Kugel unelastisch ist, so hat man diese Werthe von F und B 
nur in die Bewegungsgleiohungen einzusetzen, um die Werthe von v>, v, © grade 
nach dem Zusammenstoss zu dnden. 

Ist die Kugel unvoUkommen elastisch und hat den Elasticitatscoefficienten 
so setzt der darsteUende Punkt P seinen Weg fort, bis seine Abscisse B den Werth 
erreicht hat 


P = JIf Fcob a (1 + e) . 



Momentankraffce (§ 197). 
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Stellt AC' diesen Werth von B vor und zieht man C'B' parallel zu CB, so 


wird, wie zuvor, is B'AC' — ^ . 

^ ® 7 1+ e 


x j ^ 2 tg a 

Linie wie ALB' und schneidet GB' 
.Fund B die Coordinaten von B'^ 

F = Y MV sin a , 

_ , ^ 2 tff a 

1st < Y 


besclireibt der darstellende Punkt eine gebrochene 
bevor er B' C' trifft. In diesem Fall sind 

B = MV COB a (1 + e) . 
so besclireibt der darstellende Punkt eine nicbt gebrochene 


In diesem Fall sind F 


1 + c’ 

Linie, etwa AHK, und schneidet B'C\ ehe er SB' trifipfc 
und B die Coordinaten von F, 

F^ /U/ilfFcos a (1 + c), JB = M Fcos a (1 + c) 

Wenn ^ den Winkel bedeutet, den die Bewegungsrichtung des Centrums des 
Balls mit der Normalen zur Wand nach dem Stoss macht, so ist tg^ = — . Man 
erhalt daher 




Oder 


2 tga 


je nachdem [l grSaser oder kleiner als 

Beisp. 2. Ein unvoUkommen elastischer Cricketball wird so geworfen, dass 
er mit der Winkelgeschwindigkeit SI um eine horizontale Axe rotirt, die auf der 
Ebene der von seinem Centrum besohriebenen Parabel senkrecht steht. Grade, 
ehe er den Boden trifft, hat sein Centrum die Geschwindigkeit F und macht die 
Eichtung seiner Bewegung mit der Normalen den Winkel cc. Man zeige, dass 
der Abprallwinkel p entweder durch 

eig§^jtga + j Oder =tgc — ft(l + e) 


gegeben ist, je nachdem ft grosser oder kleiner als 

Beisp. 3 Eine Kugel vom Radius a roUt auf dem Boden mit der Ge- 
schwindigkeit TJ und stDsst normal gegen eine verticale Wand, deren Reibungs- 

und Elasticitatscoefficienten ft und e sind. Ist ft (1 + e) > y ^ so endigt das 
Gleiten vor dem Ende der Stossperiode und die Kugel prallt daher mit der 
horizontalen Geschwindigkeit — Ue und der verticalen y^^ ab, wie man findet, 

weim man die Momente um den Beriihrungspunkt nimmt Das Centrum der Kugel 
beschreibt darauf eine Parabel und die Kugel triffb spater den Boden. Ist der 

Boden unelastisch und sein Reibungscoefficient <C e + y ? Gleiten 

nicht vor dem Ende des Stosses auf. Am Ende des Stosses hat das Centrum der 

Kugel die Geschwindigkeit — U (e — y dieWinkelgeschwindigkeit(2— 6ft')-^- 

Die Reibung fahrt fort, ais en^che Kraft zu wirken, so dass die Kugel schliess- 
lich auf dem Boden mit der gleichfbrmigen Geschwindigkeit — j roUt. 

Beisp. 4. Eine dunne gleichfSnuige Schale von der Gestalt einer Halbkugel 
und dem Radius a, deren Basis vertical steht, rotirt mit der Winkelgeschwindig- 
keit SI um eine horizontale, durch ihren Schwerpunkt gehende und der Basis 
parallele Axe Sie wird mit einem Punkt ihrer Basis in Berdhrung mit einer 
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festen, rauben, horizontalen Ebene gebraciit Der Elasticittocoefficient ist e; der 
Reibungscoefficient grosser als 2. Man beweise, dass der Berubrungspunkt der 
Scbale mit der Ebene sich nach dem Zusammenstoss in yerticaler Richtung mit 

der Gescbwindigkeit zu bewegen beginnt. 

§ 198 Beisp. 1 Man zeige, dass der darstellende Punkt P, wenn er sich 
so, wie es oben beschrieben wurde, bewegt, die Linie der stSjksten Compression 
kreuzen und dass die Abscisse B des Kreuzungspunktes positiv sein muss. 

Beisp 2. Man zeige, dass der Kegelschnitt, dessen Gleichung, auf die P- und 
P-Axe bezogen, aP* + 2&PP + a'P* = « ist, unter s eine Constante verstanden 
eine Ellipse ist und dass die Geraden keines Gleitens und starkster Compression 
den zu der P- bez P-Axe conjugirten Durchmessem parallel sind. Man zeige 
auch, dass der Dxu’chschnittspunkt der Geraden keines Gleitens und starkster 
Compression in dem yon den conjugirten Durchmessem gebildeten Winkel liegt, 
welcher den ereten Quadranten enthaJt oder in diesem Quadranten enthalten ist. 

Beisp. 3. Zwei ESrper, von denen jeder um einen festen Punkt rotirt, stossen 
widereinander; man suche die Bewegung grade nach dem Stoss. 

6r, G' in der Fig. auf S. 170 seien die festliegenden Punkte. Nimmt man die 
Momente nm die festen Punkte, so kommt man nahezu zu denselhen Resultaten, 
wie in dem dort betrachteten Fall. 

Beisp 4. Man zeige, dass die bei dem Zusammenstoss zweier Korper yer- 
loren gehende lebendige Kraft aus einer der beiden Formeln 

yerlorene lebendige Kraft = 2 PP^ + 2PCJ) — aP* — 2b PP — a' P * 

(aC^^—2hS,C^+a'S,^ — iaC^-USC+aS^) 
ad — b* 

gefonden werden kann, wenn man unter P, P die ganze zur Wirkung kommende 
Reibungs- bez. normal gerichtete Kraft und unter CJ,, 8^^ C, 8 die Anfangs- und 
Endwerthe der Compressions- bez. Gleitungsgeschwindigkeit yersteht. Sind die 
Korper yoUkommen rauh nnd unelastisch, so ist G sowohl als 8 Hull 


AnEangsbeweguiigeii. 

§ 199. Bruch einer Sthtze. Mn System von Korjpem lefmde sich 
im Gleiehgewicht und eine seiner StuUen gehe plotglich nach Man suche 
die Anfangsbewegungen der verschiedenen Korper und die Anfangswerfhe 
der mischen ihnen lestehenden Beactionen. 

Das Problem, die Anfangsbewegnug eines dynanuschen Systems 
zu ermittebi, wird dadurch gelost, dass man die Coordinaten der sich 
bewegenden materiellen Punkte in Potenzen der Zeit t entwickelt. 
(ic, 0) seien die Coordinaten eines Korpers des Systems. Der Kurze 

halber moge der Index NTull die Anfangswerthe bezeichnen. So gebe 
den Anfangswerth von an. Nach Taylor’s Theorem ist 


x = a-\- 




dt* 21 


"aT "1 


31 


+ 


(1), 


• dtCc 

worin we^elassen wurde, weil der Voraussetzung nach das System 
Tom Zustand der Ruhe ausgeht. 



Anfangsbewegtmgen (§ 197 — 199 ). 
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Erst^is. Man soU nw die AnfangswerfJie der Bmctioneti find&n. 
Die dynamischen Gleichungen enthalten die Coordinaterij ihre zweiten 
Differentialquotienten in Bezug auf t und die unbekamten Reactionen. 
Es gibt so viele geometrisclie Gleichungen als Reactionen. Ans diesen 
siad die zweiten Differentialquotienten zu eliminiren und so die Eeac- 
tionen zu erxnitteln. Man verfakrt ebenso, wie bei der ersten Losungs- 
methode in § 135 und zwar auf folgende Art. 

Man stelle die geometriscben Grleichungen auf, differenzire jede 
zweimal und vereinfache dann die Resultate dadurch, dass man fiir 
die Coordmaten ibre Anfangswerthe substituirt. So moge, wenn wir 
Cartesische Coordinaten gebrauchen, cp 0) = 0 eine geometrische 

Beziehung ausdrucken; wir erbalten, weil ^ = 0, ^ = 0, ^ = 0 
sind, 

dx dt^ dy dt^ dd dt^ 

Das Verfabren bei der Differentiation der Grieicbungen kann manch- 
mal sebr vereinfacbt werden, wenn der Coordinatenanfang so gewablt 
wird, dass die Anfangswerthe wenigstens einiger Coordinaten Null 
werden. Man Jcann dann die Gldchtmgen dadurcJi vereinfachen, dass 
man die Quadrate und Froducte aller dieser Coordinaten vernacMdssigt 
Denn, kommt z. B. das Glied vor, so verscbwindet sein zweiter 

Differentialquotient 2 ^x , wenn der Anfangswerth von x 

Null ist. 

Die geometriscben Gleicbungen miissen unter der Yoraussetzung 
aufgestellt werden, dass die Korper ibre aUgemeine Lage baben, weil 
wir sie differenziren woUen. Bei den dynamiscben Gleicbungen ist' dies 
aber nicbt der Fall. Sie konnen unter der Annabme niedergescbrieben 
werden, dass jeder Korper seine Anfangslsbge babe. Man erbalt diese 
Gleicbungen nacb den Regeln, die in § 135 gegeben wurden. Die 
dort fur die Effectivkraffce gegebenen Pormeln lassen bei unsrem 

dr 

Problem einige Vereinfacliungen zu. So nehmen z. B., weil = 0 

und = 0 sind, die BescLleunigungen in der Ricbtung des Eadius- 

d^r 

vectors und senkrecbt zu ibm die einfacben Formen an und 

T * Pemer verscbwindet die Bescbleunigung — langs der Nor- 

malen. Wenn wir z. B. die Anfangsricbtung der Bewegung des Scbwer- 
punktes eines der Korper kennen, so ist es von Vortbeil, die Compo- 
nenten in der Ricbtung der Normalen zur Babn zu nehmen. Dies liefert 
eine Gleicbung, die nur die gegebenen Krafbe und solcbe Spannungen 
Oder Reactionen entbalt, die an dem Korper wirken. Ist nur eine 
Reaction vorbanden, so reiebt diese Gleicbung aus, ibren Anfangswerth 
zu bestimmen. 
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Man kann die Regel kurz so fassen: Man steTle die geometrischen 
Gleichungm des Systems in seiner aUgemeinen Lage auf, differenzire 
jede zweimcd und vereinfaclie die Besultate dadwchy doss man statt der 
Coordinaten Hire JnfangswertJie setzt. Man steTle ferner die dynamischen 
Gleichungen des Systems unter der Annahme auf, dass es sich in seiner 
Anfangslage iefinde und eliminire die zweiten Differentialquotienten, wo- 
diircli man zu emer Mnrekliende/ti AnzaM von Gleichungen Jcommt, uni 
die AnfangswertJie der ReacUonen lestimmen zu Wnnen. 

Man kann aus den Gleichungen auch die Werthe von ^^7 

ableiten und so durch ihre Substitution in die Gl. (1) die Anfangs- 
bewegung bis zu den Gliedern finden, die von abhangen. 


§ 200 . Zweitens. Man soli die Anfangsbewegwng seTbst finden. Bei der 
nun folgenden Untersucbung woUen wir die Differentialquotienten nacb 
der Zeit der Kiirze halber mit Accenten bezeichnen, so dass z. B. 

durcb x" dargestellt wird. Wie viele Glieder der Reibe (1) man 


beibebalten muss, bangt von der ITatur des Problems ab. Es werde 
z. B. der Krummungsradius der von dem Scbwerpunkt eines der Korper 
bescbriebenen Babn gesuebt. Man bat 


9 


x' y*' — 2/ x" 


Setzt man u = x'y" — y'x" und differenzirt, so erbalt man 
u' =x'y" — yx"\ 
u" = x"y'" — 

— y'x^ + 2{x"ify— 

Substituirt man in die Taylor’sche Entwicklung und beacbtet, dass 


ist, so wird 

y'x" = 
und ahnlioh 


< = 0, 


i i<yo" - <"yo") i^ + j W) «*+■•■ 


Wenn nun der Korper vom Zustand der Euhe ausgelit, so ist 
der Krammungsradius NulL Ist aber 


<yo" - <'yo = 0 , 

so ist die Bdcbtung der Beschleunigung far den Augenbliek stationar. 
Es ist dann 



AnfangsLewegimgen (§ 199—200). 
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Um diese Differentialquotienten zu ermitteln, kaim man so ver- 
fakren. Man differenzire jede dynamisclie Gleichung zweimal imd re- 
ducire sie dann auf ikre Anfangsform, indem man fur 6, etc. ihre 
Anfangswerthe und x\ y\ 6' gleich Null setzt. Man differenzire jede 
geometrische Grleichung viermal und reducire sie dann ekenso auf ihre 
Anfangsform. Man erkalt auf diese Art genug Grleichungen zur Be- 
stimmung von Xq\ Xq^^, etc., Rq, Rq^ R^\ etc., wenn R eine der 
unbekannten Reactionen ist. Oft ist es vortkeilhaft, die unbekannten 
Reactionen aus den Gleichungen zu eliminiren, ehe man differenzirt. 
Alsdann kommen nur die unbekannten Differentialquotienten Xq\ Xq"} 
etc. in den Gleichungen vor. 

Diese Operationen lassen sick im AUgemeinen durck einige ein- 
facke Betracktungen sekr abkiirzen. Eine dynamiscke Gleiokung sei 
von der Form 

Lx" + Mtf + Nd" + P = 0, 

worin L, Jf, JN, P Functionen nur von Xj 6 sind. Durck zwei- 
malige Differentiation erkalt man, wenn Xq = 0, yQ = 0, Oq == 0 
gesetzt wird, 

i + V + NO" + P) = 0, 

worin ^ = x^ S- + y/' + 6/' ist* 

Setzt man + |, y == 2/© + "*?? §? V) ®tc. 

kleine Grossen sind, so ist leickt ersicktlick, dass alle Glieder in 
i, Af, etc., welcke etc. entkalten, aus der Endgleiekung ver- 

sckwinden. Sind daker y^^, zu ermitteln und werdm zu 
diesem Zweck die dynamischen Gleichungen differenzirt, so iratwhen die 
Coefficienten L, AT, etc. nur Us zur ersten Potenz der Meinen Grossen 
I, rj, etc. genau zu sein. 

Auf ieselbe Art findet man, dass sick eine geometriscke Gleickung 
wie 9 ? (oJ, 2 /, 0) = 0 auf die Differentialgleickung vierter Ordnung 

i V + if y>" + if e." + 8^9 - 0 

reducirt. Es irauchen daher die geomef/rischen Gleichungen nwr Us zur 
zweitm Potenz der Tdemen Grossen genau zu sein. Ebenso miissen, 
wenn wir die Anfangswertke der secksten Differentialquotienten sucken, 
die dynamiscken Gleickungen bis zur zweiten, die geometriscken bis 
zur dritten Potenz dieser Grossen genau sein. 

Wir werden spater seken, dass sick diese Anfangsdifferential- 
quotienten leiekter aus den Lagrange'scken Gleickungen ableiten lassen. 

Wenn die Ricktung der Bewegung eines der in Betrackt kommenden 
Sckwerpunkte bekannt ist, so kann man die Tangente an seine Baku 
zur y-Axe nekmen. Alsdann ist q = y^^x^ worin x eine kleine Grosse 
zweiter und y erster Ordnung ist. Man kann daker die Quadrate von 
X und die (kritten Potenzen von y vemachlassigen. Dadurck verein- 
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faclien sict die Gleichungen sekr. Geht der Korper vom Zustand der 
Euke aus, so ist Xq=0 und ist femer sCq'=0^ so kam man die Forinel 
^ benutzen. 

Die entsprecbenden Fonneln fur 9 bei Polarcoordinaten erhalt man ebenso. 
Man hat, wenn (Tq^Sq'* — = ^ 

£ 

3f,*e;'»+ 6V'»e;' + 


§ 201. Beisp. Eim hrekformige ScJieibe wird mittelst drem gldch Imger 
Fdden, wekTie an drei ghich weit vm emander entfernten PmMm ikres TJmfangs 
befesti^ smd, an emeni Btifty der sick vertical uber ihr&m Mitklpunkt befmdety a/uf” 
geMngt. Bimr der Fdden loird durchgescJmitten; man hestimme die Anfangs- 
spanmmgen der beiden ai^idern 

0 sei der Stiffc, AB der Kreis von einem Punkt in seiner Ebene aus ge- 
sehen. OA sei der Faden, welcher durchschnitten wird, C der Mittelpunkt der 

Sehne, welche die Punkte des Kreises ver- 
bindet, an denen die beiden andem Faden 
befestigt sind Die beiden Spannnngen, von 
denen jede gleich Tist, sind dann wahrend 
der Be-wegung einer resultirenden Spannung 
M in der Richtimg CO gleichwerthig. Ist 

2 a derWinhel, den die beiden Faden mit- 

einander machen, so folgt i? = 2 1’ cos a. 

1 sei die Lange von OC^ § der Winkel GOC^ a der Radins der Scheibe, 
(n, y) seien die Coordinaten der verschobenen Lage des Schwerpnnkts in Bezng 
anf den Coordinatenanfang 0, wobei die positive Bichtung der x horizontal nach 
der Linken und der y vertical abwSrts geht. 0 sei der Winkel, den die verschobene 
Lage der Scheibe mit AB macht. 




Zeichnet man die Scheibe in ihrer allgemeinen Lage auf, so sieht man, 
dass die Coordinaten von C in seiner allgemeinen Lage x — Z sin ^ cos d und 
y — ? sin p sind sind. Daher ist, -weil die Lange OC constant gleich I bleibt, 


ic* + 2 /® — 2Z sin p (aj cos d + ^ sin d) = Z* cos® p , 

Da nur die Anfangsspannimgen verlangt werden, so reicht es aus, diese 
Gleichung zweimal zu differenziren. Da man die Quadrate kleiner Grdssen ver- 
nachlassigen kann, so kann man a* weglassen und cos d = l, sind = d setzen. 
Das Verfahren ist nicht sehr umstandlich, denn man sieht von vomherein, vrelche 
Glieder verschwinden, wenn man die Differentialquotienten (dx/dt, dy/dt^ dd/dt) 
gleich Null und statt (x, y, 6) ihre Anfangswerthe (0, I cos p, 0) setzt. Man erhalt 



Zu dieser Gleichung kann man auch dutch einen kleinen Kunstgrijff gelangen, der 
oft von Nutzen ist. Die Bewegung von G ist aus der Bewegung von C und der 
von G relativ zu C zuaammengesetzt. Da C vom Zustand der Ruhe aus einen 
Kreis zu beschreiben beginnt, so ist seine Beschleunigung langs CO Null Die Com- 
ponente der Beschleunigung von G relativ zu C langs CO ist GO d^OJdt^ cos §. 
Die Componente der Beschleunigung von G ist nun einerseits die Summe dieser 
beiden, aher auch gleich d^y^^/dt^ cos § — d^Xn/dt^ sin 8. Daraus folgt dann die 
Gleichung soforfc. 

Die dy n a m i s ohen Gleichungen haben "wir bei diesem Problem nur in ihrer 
Anfangsform ndthig Sie sind 
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d^0 

= Eq Z sin j5 cos p 

■worin m die Masse des Kdrpers bedentet Durch Substitution in die geometriscbe 
Gleicbung findet man 

cos p 

ft> + Z»siii*pcos»^ ■ 

Die Spannung eines jeden Fadens, ehe der Faden OA durcbsclinitten wurde, 

kann man nacb den Lehren der Statik ermitteln; sie ist offenbar T, — - , 

’ ^ 3 cos y ’ 

worin y den Winkel AOG bedeutet. Daraus lasst sicb der Unterschied der 
Spannung ableiten. 


§ 202. Beisp. 1. Zwei Stricke Ton gleicber LSnge sind mit ihrem einen 
Ende an ein Gewicbt G gebunden und die beiden andem Enden sind an zwei 
Punkten A und B auf derselben borizontalen Linie befestigt. Wenn der eine Strick 
durchscbnitten wird, so andert sich die Spannung des andem sofort im Verhaltniss 

1:2 cos* ~ [St. Pet Coll] 

Beisp. 2. Eine elliptiscbe Lamelle, deren Ebene vertical steht und deren 
Axe horizontal ist, wird durcb zwei gewicbtslose Bolzen gebalten, die durcb die 
Brennpunkte geben. Der eine Bolzen wird gelOst; man zeige, dass der Druck auf 

den andem anfangs unverandert bleibt, wenn die Excentricitat der Ellipse -^l/lO 
ist. [CoU. Ex.] 

Beisp. 8. Drei gleicbe materielle Punkte A^ B, C7, die einander mit beliebigen 
B[raften abstossen, werden durcb drei Stricke von ungleicher Lange derart mit 
einander verbunden, dass das Ganze die Gestalt eines bei A recbtwinkligen Drei- 
ecks bat. Der Strick, welcber B und G verbindet, wird durchscbnitten; man be- 
weise, dass die augenblickliebe Aenderung der Spannung der Stricke, die BA, GA 

verbinden, ^ Tcos Bbez. -- Tcos (7 ist, wo B und G die den Stricken GA bez. AB 
gegenuberliegenden Winkel bezeicbnen und T die abstossende Eraft zwiscben B 
und G bedeutet. 


Beisp. 4. Zwei gleicbfbrmige gleicbe Stabe, von denen jeder die Masse m 
bat, werden so auf eine glatte borizontale Ebene gestellt, dass sie die Gestalt des 
Bucbstaben X baben und die oberen und unteren Enden durcb gleicbe Stricke 
verbunden. Man zeige, dass, welchen Strick man aucb durcbscbneiden mag, die 
Spannung des andem dieselbe Function der Neigung der StS^be gegeneinander 


und Anfangs — mg sin a ist, unter u die Anfangsneigung der St^be verstanden. 

[St. Pet. Coll,] 

Beisp. 6. Ein borizontaler Stab von der Masse m und der LMnge 2 a bangt 
an zwei an seinen Enden befestigten parallelen Stricken von der L^ge 2 a; es 
wird ibm plStzlich die Winkelgescbwindigkit a um eine verticale durcb sein 
Centrum gebende Axe ertbeilt; man zeige, dass die Anfangsvennehrung der Span- 
nung jedes Stricks betrSgt und dass der Stab um die Strecke 

die Hdbe steigt [Coll. Ex.] 
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Beisp. 6 Ein Massenpimld; ist mittelst dreier gleicher Stricke von der Lange a 
an drei Punkten aufgehangt, die ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seits 2& ist, 
in einer horizontalen Ebene bilden. Wenn ein Strick durcbschnitten wird, so 
andert sicb die Spannung eines jeden der andem sofort in dem VerbaJtniss 


3a® — 
2(a®— &*)■ 


[CoU. Ex.] 


Beisp. 7. Eine Kugel, die auf einer rauben horizontalen Ebene ruht, wird 
in eine unendlich grosse Anzahl von halbkreisfSrmigen Scheiben zerschnitten, 
welche durch einen Faden wieder zusammengebnnden smd. Dabei steht der 
Durchmesser der Kugel, dmch welchen die ebenen Flachen der Scheiben gehen, 
vertical Man zeige, dass, wenn der Faden durchschnitten wird, der Druck auf 

die Ebene sich sofort in dem Verhaltniss vermindert. [Emm. CoU. 1871.] 

Beisp 8. Eine glatte Kugel ruht auf einer horizontalen Ebene und eine 
gleiche Kugel ist so gegen sie gestGzt, dass die Yerbindungslinie der Mittelpunkte 
den Winkel <gp mit der Yerticalen macht Man beweise, dass grade nach der 
Entfemung der Stiitzen das Verhaltniss des Drucks auf die Ebene zu dem Druck 
zwischen den Kugeln 2 : cos gp ist. [CoU. Ex.] 


Beisp. 9. Ein Stab von der Masse m und Lange 2 a, der sich urn sein eines 
Ende als festen Punkt drehen kann, wird durch einen kleiuen Ring von der Masse 
p gesteckt. Das System geht vom Zustand der Ruhe aus, wobei der Stab hori- 
zontal ist und der Ring den Abstand c vom festen Punkt hat. Man zeige, dass 




die Polarcoordinaten des Rmges auf den festen Punkt bezogen c + — und 

Cut* 2 % 


sind. Man bestimme auch und beweise, dass = g -f- 2 c 

dt^ 2 dt^ ’ dt^ ^ dt^ ' \dt* / 

ist. Daraus leite man den Anfangskrummungaradius der Bahn des Massenpunktes 
ab. [May Ex. 1888.] 


Beisp. 10. Eine massive Halbkugel von der Masse M ruht auf einer voll- 
kommen rauhen horizontalen Ebene und eiu Punkt von der Masse m wird vor- 
sichtig in dem Abstand c vom Centrum auf sie gelegt. Man beweise, dass der An- 

fangskrummungsradius der von dem Punkt beschriebenen Bahn ist, wenn 

man mit Z; den Tragheitsradius der Halbkugel in Bezug auf eine Tangente an ihren 
Scheitelpunkt bezeichnet. [Math. Tripos, 1888.] 


Beisp. 11. Eine Gartenwalze ruht auf einer horizontalen Ebene, die rauh genug 
ist, umGleiten zu verhindem und der Griff wird so gehalten, dass die Ebene durch die 
Axe des Cylinders und den Schwerpunkt (r desGriffes den Winkel cc mit demHorizont 
macht. Der Griff word losgelassen; man zeige, dass der Anfangskrfimmungsradius 


der von Cf beschriebenen Bahn cc-{-nco8 a) — 1) AT (Z:*+ a®) — wa®. 

Dabei ist c der Abstand des Punktes G von der Axe des Cylinders, ni die Masse 
des Griffs, Mk* das Tragheitsmoment des Cylinders fur seine Axe und a sein 
Radius. [Math. Tripos, 1894.] 


Eelatiye Bewegung Oder sich hewegende Axen. 

§ 203. Bei vielen dynainischeii Problemen hat man nur die relative 
Bewegung der verschiedenen Korper des Systems zu finden. In solchen 
Fallen ist es von Vortheil, wenn man sie bestinunen kann, ohne vorher 
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die absolute Bewegung eines jeden Korpers im Raum ermittelt zu baben. 
Nehmen wir an, die relative Bewegung in Bezug auf einen Korper (A) 
werde gesucbt, so sind zwei Falle zu unterscheiden: 1) der Korper (A) hat 
nur eine Translationsbewegung; 2) er hat nur eine Rotationsbewegung. 
Hat er beide, sowohl Translations- als Rotationsbewegung, so lasst 
sich dies als eine Combination der beiden Falle ansehen. Wir woUen 
sie die Reihe nach betrachten. 


§ 204. Der Fnndamenialsatz. Es moge die relative Bewegung 
eines dynamischen Systems in Bezug auf einen sich bewegenden Punkt 
G zu ermitteln sein. Man kann offenbar G zur Ruhe bringen, wenn 
man an jedem Element des Systems eine Beschleunigung anbringt, die 
derjenigen von G gleich und entgegengesetzt ist. Man muss femer 
annehmen, dass eine -4w/aw^5geschwindigkeit, die der von G gleich 
und entgegengesetzt ist, jedem Element ertheilt worden ist. 

f sei die Beschleunigung von G zur Zeit t Wenn an jedem 
materiellen Punkt m eines Korpers dieselbe beschleunigende Kraft f 
einer gegebenen Richtung parallel angreift, so sind diese Krafte zu- 
sammengenommen offenbar einer Kraft fSm aquivalent, die am Schwer- 
punkt angreift. Wenn man daher den Punkt G eines Systems zur 
Ruhe bringen will, so reicht es aus, an dem Schwerpunkt eines jeden 
Korpers in einer der Beschleunigungsrichtung von G entgegenge- 
setzten Richtung eine durch Mf gemessene Kraft anzubringen, 
wenn M die Masse des Korpers und f die Beschleunigung von G 
bedeutet. 

Der Punkt G kann nun zum Anfangspunkt der Coordinaten ge- 
nommen werden und man kann auch die Momente um ihn nehmen, 
grade als ware er ein im Raum festliegender Punkt. 

Die Gleichung far die Momente woUen wir etwas genauer unter- 
suchen. (r, ff) seien die Polarcoordiaaten eines Elements eines Korpers 
von der Masse w, auf G als Coordinatenanfang bezogen. Die Be- 
schleunigungen des Punktes in der Richtung des Radiusvectors r und 

senkrecht zu ihm sind ^ — r ^ ^ (r^ • Nimmt man 

die Momente um C, so erhalt man 


2]m 


dt 


('■ID- 


dem Moment der gegebenen Krafte um G plus dem 
Moment um G der umgekehrten am Schwer- 
punkt, wie wir annehmen, angreifenden Effectiv- 
krafte von C. 


Liegt der Punkt G im Korper fest und bewegt sich mit ihm, so 


fl 

ist ^ for jedes Element des Korpers dasselbe und, wie in § 88, ist 


dt 




d^e 
dt^ ‘ 
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§ 205. Aus der allgemeinen GHeichung fur die Momente um einen 
in Bewegung befindlichen Punkt G folgt, dass man die Gleicbung 

do Moment der Kraffce um C 
dt Tragheitsmoment fiir G 

in den folgenden Fallen benutzen tann: 

ErstenSf wenn der Punkt G sowobl im Korper als im Raum fest- 
liegt Oder im Korper festliegend sich im Raum mit gleicbformiger 
Greschwindigkeit bewegt, weil dann die Bescbleunigung von G Null ist; 

zweiims^ wenn der Punkt G der Schwerpunkt ist, denn alsdann 
ist zwar die Bescbleunigung nicbt Null, aber das Moment verschwindet; 

dhitlms^ wenn der Punkt G das Momentancentrum und die Be- 
wegung eine kleine Scbwingung oder eine Anfangsbewegung ist, die 
Tom Zustand der Rube ausgebt. Zur Zeit t drebt sicb der Korper 
um 0; die Gescbwindigkeit von G ist daber Null. Zur Zeit 
drebt sicb der Korper um einen andem sebr nabe bei G liegenden 
Punkt O'. Es sei CG' = die Greschwindigkeit von 0 ist dann ode. 
In der Zeit dt ist daber die Gescbwindigkeit von G von Null auf coda 

do 

gewaclisen, seine BescUeunigung isfc folglicli ca Um die genaue 
Uleicliiing der Momente um C zu erhalten, muss man die Effectivkraft 
JSm • <0 in der umgekehrten Eichtung am Schwerpunkt anhringen. 

dc 

Bei kleinen Scbwingungen sind aber o sowobl als kleine Grrossen, 

deren Quadrate und Producte vemachlassigt werden dilrfen und bei 
einer Anfangsbewegung ist o NuU. Das Moment dieser Kraft ist 
daber wegzulassen und die Bewegungsgleicbung ist dieselbe, wie wenn 
0 ein festb'egender Punkt ware. 

Es ist zu beacbten, dass man die Momente um jeden dem 
Momentancentrum sebr nabe liegenden Punkt nebmen kann; docb wird 
es in der Regel vortbeilbafter sein, sie um das Centrum in seiner ge- 
storten Lage zu nebmen, weil alsdann die Momente irgend welcber 
an dem Rotationscentrum etwa vorbandener Reactionen verscbwinden. 

§ 206. Wird die genaue Momentengleicbung um das Momentan- 
centrum verlangt, so kann man auf folgende Art verfabrem Ist Z das 
Moment der gegebenen Kraffce um das Momentancentrum, G der 
Schwerpunkt, r der Abstand des Scbwerpunkts vom Momentancentrum 
0, M die Masse des Korpers, so ist das Moment der gegebenen Kraffce 
und der umgekehrten Effectivkmfte um G 

L — Mo • r cos QG 0. 

Versteht man unter To den Tragbeitsradius fur den Schwerpunkt, 
so wird die Bewegungsgleicbung 
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dv 

wenn man fiir cos GC'C seinen Werth. ^ setzt. 

da 


§ 207. MomentankrSlfte. Das Verfaliren in § 204 kann offenbar 
aucb auf Stosskraffce angewandt werden. Man erhalt so eine sehr ein- 
fache Losung des in § 171 behandelten Problems. 

JEJzn Korper bewegt sick auf irgend eine Art; plotzhch mrd der FmiU 0 des 
Kdrpers gemungen^ sick auf gegelene Weise su hewege}i; man soil die relative Be- 
wegimg in Bezug auf 0 finden 

Um den Punkt 0 zur Ruhe zu bringen, muss man am Sehwerpunkt G die 
Bewegungsgrosse Mf anbringen, wo unter f die Resultante aus der umgekelirten 
Gesohwindigkeit von 0 naek dem Wecksel und der Gesckwmdigkeit von 0 vor 
dem Wechsel bedeutet. Sind co, (a die Winkelgescbwindigkeiten des Koi'pers vor 
nnd nach dem Wecksel, ist r—OG und nimmt man die Moments um 0, so wird 


(y® + /fc*) (co' — (o) — dem Moment von f um 0 . 


Nun ist das Moment um 0 einer Gesohwindigkeit bei G dem Moment um G der- 
selben an 0 angebrachten Gesohwindigkeit gleich ' und entgegengesetzt. Smd 
daher Z, L' die Moments um G der Gesohwindigkeit von 0 grade vor und grade 
naoh dem Wechsel und ist k der Tragheitsradius for den Sehwerpunkt, so ist 


co' CO 


l;-l 

k^+r^ 


§ 208 Beisp. 1. Zwei schwere Pwnkte, deren Massen m mid m' sind, werden 
dwrch einen unausdehnbaren Faden miteinander verJmiden, der uber die Sehneide 
eines Keiles von der Masse M gekt, weldher sich auf einer glatten horizontalen 
Fbene frei bewegen kann. Man sfuche die Kraft, die cmf den Keil wirken muss, 
damit das System sick im Zustcmd relativen Gleidhgewiehts befinde. 

Hier wird es das Beste sein, den Keil dadurch zur Ruhe zu bringen, dass 
man an jedem Massenpunkt die der Beschleunigung des Keils gleiche und ent- 
gegengesetzte Beschleunigung f angreifen lasst. Ist dies geschehen, so befindet 
sich das ganze System im Gleichgewicht. Ist F die gesuchte Kraft, so erhalt 
man durch Zerlegung in horizontaJer Kichtung {M -f- w + w') /*= F. 

cc, a seien die Neigungen der Seitenflachen des Keils gegen die Horizontals. 
An dem Punkt m greifen mg vertical und mf horizontal an. Die Spannung des 
Fadens ist daher w (p sin a + /* cos a). Nimmt man statt m den Punkt m\ so 
findet man als Spannung auch f cos ex'). Setzt man beide gleich, so 

ergibt sich 

- m' sin a — w sin a 

' “ W' cos C«' + W cos CK ^ ’ 

woraus dann F folgt. 

§ 209. Beisp. 2. Fine cylindrische Aushohlung, deren AusseJmitt eine ovale Curve 
ist und deren Erzeugungslinien horizontal sind, wird in eine ctcbische Masse ge- 
macht, die auf eimr glatten horizontalen Fbene frei gleiten kann. Die Oberfldche 
der HMung ist voWcommen rauh und eim Kugel ruht derart m thr, dass die 
Verticalebene durch die SeTmerpmJete der Masse wnd d&t Kugel auf den Frzeugenden 
des Cylinders senkrecht steht. Die Bewegungsgrosse B wird dem WiVrfel durch 
einen Stoss in dieser Verticalebene mitgetheilt. Man suohe die relative JBewegvng 
der Kugel in Bezug auf dm Wiirfel und ermiftle, welchen Werth die Stosd^aft 
mindestens haben muss^ wenn die Kugel die Wmd der MbUung nicht verJassm soil. 
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Gleichzeitig mit dem Stoss B tritt auch eine Stossreibung srwisoben dem 
Wiirfel und der Kugel auf. M, m seien die Massen des Wvirfels imd der Kugel, 
a der Radius der Kugel, ft ihr Tragheitsradius fOr einen Durohmesser F, sei die 
Anfangsgesobwindigkeit des Warfels, die des Mittelpimbtes der Kugel «m Bemsr 
auf den Wiirfel, die Anfangs-winkelgeschwindigkeit Ninunt man die Horizontal- 
componenten fiir das ganze Sjstem und die Momente fur die Kugel allein urn 
den BerGhrungspunkt, so erbalt man 

®(®»+ + =-B| 

a (*^0 + ^o) + *=*“« = ® J 

nnd da kein Gleiten stattfindet 

— a<Oo = ^ • 

Um die nun folgende Bewegung zu finden, woUen wir annehmen, {x^ y) 
seien die auf reohtwinklige an der cubiscben Masse befestigte Axen bezogenen 
Coordinaten des Mittelpunktes der Kugel; x sei horizontal, y vertical. 1st nun die 
Gleichung der cylindrischen HShlung gegeben, so ist y eine behannte Function 
von X. Wenn den Winkel bedeutet, den die Tangente an die Hdblung im Be- 


ruhrungspunkt der Kugel mit dem Horizont macht, so ist '*P 

Ist femer V die Geschwindigkeit der cubischen Masse, so folgt aus § 132 

m (^ + -B • 


Wenn man unter Tq die anfangliche lebendige Kraft und unter y^ den An- 
fangswerth von y versteht, so ist nacb der Gleichung der lebendigen Kraft 

I ^ [(g + f)’ + (^)' + **«>•] + 1- F* = To - (2/ - 2/o) W . 

■worin o die WinkelgeschTvindigkeit der Kugel zur Zeit t bedeutet. Ist v die 
relative Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel in Bezug auf den Wdrfel, 
so ist, da kem Gleiten stattfindet, Durch Elimination von V und co aus 

diesen Gleiohungen findet man 

worin 

(7p= jT— ^ + 2flfyo . ... (6). 

Diese Gleichung giht die Bewegung der Kugel in Bezug auf den Wurfel an. 


§ 210. Um den Druck auf den Wurfel zu finden, wollen wir den Wiii-fel zur 
Euhe bringen. B sei der Normaldruck der Kugel auf den Wurfel, F die Reibung 
positiv genommen in derselben Richtung wie der Bogen. Die ganze Effectivkraft 
am Wurfel ist JB sin + ^^cos i/;. Nach § 204 muss man jedem Massenpunkt eine 

jr 

Bescbleunigung ^ in der dieser Kraft entgegengesetzten Richtung mittheilen. An 

der Kugel greifb daher eine Kraft m horizontaler Richtung an, wozu dann 

noch die Reaction E, die Reibung F und ihx eignes Gewioht kommt* Ninunt 
man , die Momente tun ihren Mittelpunkt, so ist 


mlc^ 


dm 

dt 


■ Fa 


Pie Componenten langs det Tangente an die Bahn gehen 


P)‘ 
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dv — m ^ 
on — — £ — 


Da kein Gleiten stattfindet 


Differenzirt man (9) und substituirt aus (7) und (8), so folgt 

F=-B - mg V . . (10), 

1 + y cos® 'tp ^ a* + 1 + y cos®i/» ^ ^ ’ 

worin y = ^ ist. Aus den Componenten der am Mittelpunkt der Kugel 

angreifenden Kraite in der Eichtung der Normalen zur Bahn ergibt sick 
onv^ ^ , m ^ 

— ^ = Jc -j- ^ A sm — mg cos'll; (11), 

unter g den Eriimmungsradius der Babn verstanden Setzt man fur seinen 
Werth aus der Gleicbung (5) ein, der man die bequemere Gestalt 


«»(1 — (5cos» = -j-q^(C— 22/)sf (12) 

geben kann, worin B = ^ -=r =^ — ist, so erhalt man zwei Gleicbungen zur 

Ermittlung der Reactionen F und F. 

Die Elimination von F gibt 


C — 22 / + ^ cos 7ft 


1 — ^ cos*!/? 
1 + y cos* 'ip 


P "h y _ j5_ 

|3 ong 




(13), 


wobei P eine ziemlich complicirte Function von 'ip ist, die man nicLt immer ndtbig 
hat. Es ist 


(1 — p 008=^ -i;.)* p + y 
1 + y cos* 'ip p (1 — p) 


(14). 


Man beachte, dass P nicht verschwinden kann, stets endlich und positiv ist, 
da p nothwendiger Weise kleiner als die Einheit ist. 

Soli die Kugel den ganzen Weg um die HOhlung zuriicklegen, so muss der 
in (12) gegebene 'Werth von v for alle y und cos ip reell bleiben. Der Werth 
von C in (6) muss daher grOsser als der grosste Werth von 2y sein. Ebenso 
muss P stets positiv bleiben, so dass die Werthe von cos t/?, wie sie aus Gl. (13) 
folgen, fur den Fall P = 0 sammtlich imaginar oder numerisch grosser als die 
Einheit sind. Man beachte, dass, wenn 2 y und g stets positiv ist, P filr 

keinen positiven Werth von cos ip verschwinden kann. 

Hat die Gleichung (13) fur P = 0 zwei gleiche Wurzeln, die kleiner als die 
Einheit sind, so verschwindet der Druck auf die HShlung, wechselt aber sein Vor- 
zeichen nicht. In diesem FaU -verlasst die Kugel die Wand der HShlung an dem 
diesen Werth von cos ip entsprechenden Punkt nicht. Aus der Bedingung, dass 
die Wurzeln gleich sein sollen, ergibt sich 


A 

dip 


cos Ip 


1 — P cos* ipl _ 2p 
1 + y cos* P + y 


g sin Ip 


( 16 ), 


worin g eine durch die Gleichung des Cylinders gegebene Function von ip ist. 
Setzt man der Ktee halber g = cos ip, so reducirt sich die Gleichung auf 


^ 1(1 _p|«)(l+y|«) (p+v) = sm^[3p+ y - (3p* + y*)|> + py(y - ?)|‘] (16) . 

Weim fur keinen andem reellen Werth von cos ip als diesen P in (13) ver- 
schwindet und sein Vorzeichen wechselt, wenn femer (7>2y bleibt, so macht 
die Kugel gerade emm Umgcmg. Zu diesem Resnltat kommt man auch auf 
anderm Weg. Wenn die Kugel gerade einen Umgang machen soli, so muss P 
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durchweg poaitiv bleiben und an dem PunTct, an welcbem es am kleinsten ist, 
verscbwinden. Es wird daher B gleiohzeitig mit ^ Null. Man differenzire (13), 
wobei man beacbte, dass der Differentialquotient der rechten Seite Null ist mit 
Ausnabme einzelner Punkte, fiir welche etwa $ oder ^ unendlioh gross wird. 

Man beacbte auch, dass die Constante C, welche von den Anfangsbedingungen 
abhangt, versohwindet. Auf diese Art kommt man wieder zu der Gleicbung (15). 

Bemerkenswerth ist, dass der Punkt, an welcbem der Druck verscbwmdet 
und ein MiYiimiTm wird, nur dann der bSchste Punkt der H5hlung ist, wenn der 
Kriimmungsradius q daselbst ein Maximum oder Minimum ist. Dies folgt un- 

mittelbar aus Gl. (16) . 

Um den Stoss B zu finden, der n5tbig ist, damit die Kugel grade emen 
Umgang macbe, muss man die Wurzeln der Gleicbungen (13) und (16) untersucben 
Zu diesem Zweck zeicbne man eine Curve, deren Abscissen | und Ordinaten 7} sind, 
unter t] die linke Seite von Gl. (13) verstanden, von 0 bis | — 1. Die Curve kann 

Wellenlinien macben; die Maxima und Minima der Ordinaten ergeben sicb aus (16). 
Soil die Kugel rund berum laufen, so muss der Wertb von 0 derart sein, dass 
jede Ordinate zwiscben | = 0 und | = — 1 positiv bleibt. W^b* untersucben daber 
die Wurzeln der GL (16) und wablen die Wurzel, welcbe rj am kleinsten macbt. 
Den Wertb von G erbalt man dann, indem man diesen Wertb von r? gleicb Null 
setzt Hat man so C gefunden, so folgt der Weitb von B aus (6). Das Eesultat 
ist selbstverstandlicb den oben erwahnten Einschr&nkungen unterworfen. 


§ 211. Sich bewegende Ax6ii. Zunachst ■woUen wir nun den Fall 
betrackten, in w'elckem die Bewegung auf zwei zu einander senkreckte 

Gerade 0^, Orj kezogen vrerden 
soli, die sick um den fest- 
liegenden Coordinatenanfang 0 
mit der Winkelgesckwindigkeit 
m dreken. 

OXy Oy seien zu einander 
recktwinklige festliegende Axen 
und der Wiukel xO^ = 6- 
I = OMy ri = FM seien die 
Coordinaten eines Punktes P; 
V die Componenten der Gesckwindigkeit und X, Y die der Be- 
sckleunigung des Punktes F in den Kicktungen OS, 0i?. 

Offenbar erkalt man die Bewegimg von P aus den Bewegungen 
der beiden Punkte M, N durch einfacke Addition. Die Componenten 

der Gesckwindigkeit von JH Iwgs und senkreckt zu sind 



y p 


\a:J 



\ 



0 

1 iC 


bez, 1 03 , und ebenso sind ^ bez. iqo die Componenten der Ge- 
sckwindigkeit von N langs und senkreckt zu OJY Addirt man sie 
mit den ricktigen Vorzeicken, so erkalt m a n 

Da die BesClileimigimg das Mass for die Geschwindigkeitszu- 
nahme ist^ geiade Tivie die Gescliwiiidigkeit das Mass fiir die raundiclie 
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Entfernungszunalime^ so erhalten wir die entspreclienden Fonneln fiir 
X, T, indem wir v statt x, y schreiben, also 


-rr du 

X^ — -vay, 


+ 11 CJ, 


Durch Addition der BescUeunigungen von M und N findet man 
auf dieselbe Art: 


x = ^- 




T7’ Ct^Tj 2 I Xu /e,c) 


Durch Benutzung dieser Formeln statt und kann man 
die Bewegnng auf die beweglichen Axen 0^, Orj beziebeu. 


§ 212. Beisp 1 Die Axen 0|, Or] seien sehiefwinklig und mOgen den 
Winkel a miteinander maclien; man beweise, dass, wenn die Greschwmdigkeit 
durch die beiden Componenten v parallel den Axen dargestellt wd, 

^ 4. 

u = — — 6] I cotg u — car} cosec a, 


= -^ + or] cotg a + G)| cosec or. 


In diesem Fall ist I^M parallel zu Or]. Die Geschwindigkeiten von M und 
N sind dieselben wie zuvor. Ihre Resultante ist der Aufgabe nach die namliche 
wie die von u und v. Sucht man die Componenten in irgend zwei Richtungen 
und setzt sie gleich, so erhalt man zwei Gleichungen zur Ermittlung von u und 
V Zu solchen Richtungen wahlt man am besten die Lothe auf Og und Or], weil 
dann u in der einen und v in der andem Gleichung nicht auftritt. u und D kann 
man so jedes fur sich finden, wenn man das andre nicht n5thig hat. 

Beisp, 2 Die Beschleunigung werde durch ihre Componenten X. und T dar- 
gestelltj man beweise, dass 

— du , 

X= — — cou cotg cc — cov cosee or , 
at 

Y = ^ + cor cotg a -[- cau cosec a . 

■ Man erhalt diese Gleichungen auf dieselbe Art, wenn man die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen senkrecht zu Oi und Or] zerlegt. 

Beisp. 3. rt, v seien die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes P 
auf rechtwinklige mit der 'Winkelgeschwindigkeit » rotirende Axen bezogen; man 
beweise, dass der Erummungsradius der BaMi von P im Baum durch die Gleichung 

_3 

(tt® + «*) e = M ^ ^ at 

gegeben ist. 

Nimmt man die festen Axen so an, dass sie einen Moment mit den sich be- 
wegenden Axen zusammenfallen, so ist die linke Seite der Gleichung 

dx d^y d^x dy 
dt dt^ dt^ dt 


Bouth, Djnamlk:. I 
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Substituirt man — -rr ^ ^ uojivl «««« 

dt dt dt^ dv 

gebenen Wertbe, so ergibt sich das Eesultat sofort 

Der gewobnliche Ausdmck fur ^ in Polarcoordinaten folgt daraus, wenn man 

14 — ^, w — ^ setzt. 1st 6 die unabhangige Variable, so wird 

dt' dt' dt 

dt 

Beisp, 4 Im Fall von Anfangsbewegungen, die vom Zustand der Rnbe aus- 
gehen, wird der Ausdmck fiir q in dem letzten Beispiel unbraucbbar. Man zeige, 

mdem man wie in § 200 verfahi*t, dass q nur dann einen von Null verschiedenen 

■rrr -XT. 1. V i du d^U dv . _ V [du^ , n • 4. A 

Werth haten ka^, wenn ^ ^ ^ ^ + 2 + ^_ j J a, = 0 ist nnd 

dass in diesem FaU 


dy , .. d^x 

dt=^ undto^,-^ 


= Y ihre oben ge- 


l\dt/ \dt) J 


i^/dud^v dv d^u\ fdu d^it dv d^v\ 

'~T\'diI¥~ltW/'^\diW^'didi»)"‘ 

/d®y] da) 

"•"Lldf/ J dt ' 


worm etc, etc. ibre Anfangswertbe darsteUen, indem der 

Kurze wegen eine Null an die Bucbstaben u etc. nicbt angehangt wurde. 


§ 213. Beisp. Ein materieUer Fwnkt bewegt sich imter der WirJcung beliebiger 
Krdfte auf einer glatten Chirve^ welche gezwimgen ist^ sich mit der Winkeh 
gescfmindigkeit (o um eine feste Axe zio drehen Man finde die relative Bewegimg 
m Bezug anf die Cwrve 

Wir wollen annehmen, die Bewegung fande in einem Eaum von drei Dimen- 
sionen statt. Die Z-Axq sei die festliegende Axe und die J und 7]-Axen mOgen 
bez. der Curve festliegend sein. Die Masse sei die Einkeit der Masse Die Be- 
wegungsgleichungen sind dann 

m. 

-^ = Z+Bn 

worin X, X, Z die Componenten der gegebenen bescbleunigenden Kraffce in den 
Eicbtungen der Axen, B der Druek auf die Curve und {I, m, n) die Eicbtungs- 
cosinusse der Eichtung von B sind. Da B senkrecht zur Curve wirkt, so ist 


, dr} , dz 
ds ds * ds 


Die sich bewegende Curve werde rechtwinklig auf die Ebene der |, r} pro- 

dc 

jicirt, a sei der Bogen der Projection und v := die Componente der Ge- 

€bt 

schwindigkeit parallel zur Projectionsebene. Den Gleichungen kann man dann 
die Form geben: 
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|i = Z+a)*|+ + + 


dt 

don 


dc 


= r + 01=,, - ^ I - 2a,«' ^ + ie«, , 
g = Z+iJ„. 


Die beiden Glieder ^onv ip- und — 201?' ip smd die Componenten einer 


dc 

E^affc 2ti)'y', deren Eicbtungscosinusse 

7/ dri 

Z = ^ , wi = 
do' 


dc 

-dt 

dc 


n = 0 


sind. Sie geniiffen der Gleichunff V ip + m' n ^ = 0 . 

dc dc ' dc 

Die Kraft ist daJier senkrecM zur Tangente an die Curve und senkrecht ziir 
Rotationsaxe gerichtet. JR' mbge die Resultante der Eeaction JR und der Kraft 
2 (ov' sein. R' wirkt alsdann aucb reebtwinklig zur Tangente; {T\ m \ «") mdgen 
ihre Eichtungscosinusse sein 

Die Bewegungsgleicbungen erhalten mithin die Gestalt 


^=z+o,=i + ^„ + jri 

^ , 2 da „ 

^=r+o.=„-^l+R,« 


d^z 

dt^ 


: Z + Rn" 


( 2 ). 


Dies sind die Bewegtmgsgleichungen eines sich auf einer festen Curve he- 
wegenden Massen^unhtes , an dem ausser den gegehenen Kraft&n nocJi zwei andre 
Krafte angreifen, ndmhch (1) eine Kraft die grade von der Axe weg gerichtet 
isty unter r den Abstand des Punktes von der Axe verstanden, und (2) eine Kraft 

i^r, deren Riclitimg senkrecht zu der den Pmkt und die Axe enthaltenden JEJbene 

CL t 


und der Richtwng der Rotation der Cmve entgegengesetzt tst. 

Bei jedem speciellen Problem kann man daher die Curve so ansehen, ah Idge 
sie fest Die Curve mdge sich 2. B. um die Axe mit gleichfdrmiger Winkel- 
gescbwindigkeit drehen Nimint man dann die Componenten in der Eichtung der 
Tangente, so ist 

dv ^dx ^dy „dz .dr 




ds 


ds 


ds^ 


worin r den Abstand des Massenpunktes von der Axe bedeutet V sei der An- 
fangswertk von v, rQ der von r. Dann ist 

— 72 _ 2 J* [Xdx + Ydy + Ydz) + (r^ — 

Ist Vq die Geschwindigkeit, die der Maasenpunkt unter der Wirkung der- 
selben Krafte katte, vrenn ie Curve festlage, so erhalt man 

«o=— F* = Vijlxdx + Xdy + Zdz) 

and daraus 

Der Druck auf die sich bewegende Curve ist dem Druch auf die festliegende 
Curve nicht gleich. Da V = drj/dc, m' = — dt/da ist, so wirkt die Kraft 2 wv' 
parallel zu dem Loth auf die projicirte Curve in einer Richtung, welcbe der in 
Folge der Rotation co entgegengesetzt ist. Drekt man diese Kraft daher um, so 
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ist der Druck B auf die Lewegliche Curve die Besultante aus dem Druck JR' auf 
die feste Curv^e und eines Bracks der senkrecM sowoM zur Curve als zur Axe 

wirkt, wobei der letztere in der Bewegungsricbtung der Curve positiv zu nebmen ist 

Nimmt man z B. an, die Curve sei eben, bewege sich gleichmS^ssig um eine 
zu ibrer Ebene senkrecbte Axe und gegebene Kraffce seien nicbt vorbanden, so 
1 st, wenn man die Componenten in der Ricbtung der Normalen nimmt, 

— = — (o-r sm qp + it; , 

9 

worin cp den Winkel bedeutet, den r mit der Tangente macbt Daraus folgt, 
unter p das von der Axe auf die Tangente gefallte Loth verstanden, 

(- co^p -\-2cov 

9 

Dieses Beispiel batte man aucb durcb Cylindercoordinaten in der Art leicbt 
losen kdnnen, dass man die feste Axe zur gi-Axe genommen und die Projection auf 
die £C 2 /- Ebene auf Polarcoordmaten bezogen batte Diese Metbode, das Problem 
zu bebandeln, wird dem Leser zur Uebung iiberlassen. 

Beisp Ist CO variabel, so erbalt man 

+ 201' + ^ — p* 


Beispiele 

(den an der TJniversitat und den Colleges gegebenen „Exainination Papers^ 

entnommen), 

1. Ein kreisformiger Reif, dessen Gevdcbt nw ist, kann sicb frei auf einer 
glatten horizontalen Ebene bewegen. Er tragt auf seinem IJmfang einen kleinen 
Ring vom Gewicbt w und der Reibungscoefficient zwiscben beiden ist fi. Anfangs 
befindet sicb der Reif in Rube und bat der Ring eine Winkelgescbwindigkeit co 

um den Mittelpunkt des Reifen, Man zeige, dass der Ring nacb der Zeit 

fi CO 

auf dem Reifen zur Rube kommt 


2. Die Ebene eines scbweren kreisfdrmigen Drabtes stebt vertical und sein 
tiefster Punkt befindet sicb in der Hobe 7i fiber einer borizontalen Ebene. Ein 
kleiner Ring wird von dem biicbsten Punkt aus langs des Drabtes mit einer 


Winkelgescbwindigkeit um sein Centrum gleicb geworfenund zu gleicber 


Zeit der Drabt losgelassen Man zeige, dass der mateiielle Punkt grade n Um- 
drebungen gemacbt bat, wenn der Drabt die borizontale Ebene erreicbt 


3. Ein Drabt von der Gestalt eines Ereises kann sicb in einer borizontalen 
Ebene um einen fasten Punkt 0 seines TJmfangs dreben und tr§.gt eine Heine 
Kugel P, die anfanglicb mit der gegebenen Gescbwindigkeit V von dem ent- 
gegengesetzten Ende A des durcb 0 gebenden Durcbmessers aus gescbleudert 
wurde. Die Masse des Drabtes ist doppelt so gross wie die des Kugelcbens; man 
zeige, dass 

(16o‘ + 4aSr* — 

worin 

g) = ^POA. §147. 

4. Zwei gleicbe gleicbfiBrmige Stabe ivon der Lange 2a, die an ibrem einen 
Ende lose mit einander verbunden sind, werden symmetriscb auf eine feste glatte 

Kugel vom Radius jal/2 ^ Hdbe geboben und derart in eine bori- 
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zontale Lagc gcbracht, class das Gclenk die Kugol bcruliit. Man liisst sie nnter 
cler Wirkung der Sckwere fallen; man zeige, wenn sie zum ersten Mai zur Ruhe 

kommen, dass sie den Winkel arc cosy mit dem Horizont macken; dass die Be- 

rukrungspunkte mit der Kugel alsdann die Sckwmgungscentren der Stake bezug- 
lich des Gelenkes sind; dass der Druck auf die Kugel an jedem Berubrungspunkt 
ein Viertel des Gewichts eines jeden Stakes betragt und dass kem Z'W'angszustand 
am Gelenk vorbanden ist § 143. 

5. Ein scbwerer gleichfurmiger Reif von der Gestalt eines Kreises, dem 
Radius a und der Masse 2 Tram, der an einem Punkt vollstandig gebrocben ist 
und dessen Ebene vertical atebt, rollt mit gleiebfomuger ‘WinkelgescbAvmdigkeit a 
auf einer borizontalen Ebene. Man sucbe den Maximal- und Minimal werth dos 
Biegungsmoments an ii-gend emem Punkt Q des Reilens und beweise, dass, vrenn 
Q> so gross 1 st, dass das Biegungsmoment niemals verscbwindet, der grusste dieser 
Wertbe 2ma®sin®0 + ^) ist, unter 20 den Wmkel verstanden, den Q und 
der Brucbpunkt am Centinim des Reifens bestimmen 


6 Die Enden zweier graden gleicben und gleicbfurmigen Stake sind durcb 
zwei Stricke von gleicber Lamge a so verbunden, dass das Ganze ein Parallelo- 
gramm bildet. Ein Stab "wird an seinem Mittelpunkt durcb eine feste Axe ge- 
stiitzt, um welcbe er sicb frei bewegen kann und dieso Axe steht senkrecht aut 
der Ebene der Bewegung, die vertical ist. Man zeige, dass der Mittelpunkt dos 
unteren Stakes auf dieselbe Art, wie ein einfacbes Pendel von der Lange a 
sobwingt und dass die TFm^'e^bewegung der Stake von dieser Scbwingung nicbt 
abbangt. 


7. Ein diinner Stiick ist an zwei Punktc A, J5 in derselben borizontalen 
Ebene befestigt und tragt an seinem Mittelpunkt das Gewicbt TT. Ein Stab von 
der Lange AB und dem Gewicbt W bat an jedem Ende einen Ring, durcb 
welcben der Strick bindurcbgebt, und wircl aus der Lage AB fallen gelassen. 

Man zeige, dass der Strick wenigstens die Lange baben muss, 'svenn das 

Gewicbt den Stab je erreicbcn soil § 143. 

Wenn das System sicb im Gleicbgewicbt befindet und das Gewicbt ein wenig, 
vertical verscboben wird, so betr’agt die Dauer seiner kleinen Scbwmgungen 
1 



8. Ein feiner Zwim ist in einer glatten kreisfbrmigen Robre eingeschlossen 
welcbe frei um einen verticalen Durcbmesser rotirt; man beweise, dass die 
Neigung (0) des Durcbmessers durcb den Scbwerpunkt des Padens gegen die Yeiti- 

cale in der Lage relativen Gleicbgewicbts durcb die Gleiobung cos 0 = — ^ — r 

a CO- cos p 

gegeben ist, worin co die Winkelgescbwindigkeit der Robre, a ibr Radius und 
2a^ die L§nge des Fadens bedeutet. Man erkliire den Fall, in welcbem der 
W^b von a CO ® cos p zwiscben g und — g liegt. 

9. Ein glatter Drabt ohne Tragbeit ist wie eine Scbraubenlinie gebogen und 
kann sicb um eine verticale Axe dreben, die mit einer Erzeugenden des Cylinders, 
auf dem die Scbraubenlinie aufgetragen ist, zusammenfallt. Ein kleiner scbwerer 
Ring gleitet die Scbraubenlinie binab, indem er von einem Punkt ausgebt, in 
dem diese verticale Axe die Scbraubenlinie trifft; man beweise, dass die Winkel- 
gescbwindigkeit der Scbraubenlinie ein Maximum wird, wenn sie sicb um den 
durcb die Gleicbung cos* 6 -j-tg^or-f^ sin 20 = 0 gegebenen Winkel 0 gedxebt 
bat, unter oj die Neigung der Scbraubenlinie gegen den Horizont verstanden. [Die 
Masse der Scbraubenlinie ist als Null anzuseben.] 
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10 Eine kiigclformige HOhlung Yom Radius a wird in emen glasemen 
Wiiidel Ton der Masse M gemacht und ein Punkt Yon der Masse m hineingelegt. 
Der Wiirfel "wird dann auf einer glafcten bonzontalen Ebene mit der Gescbwindig- 
keit Y so in Bewegung gesetzt, dass der materielle Punkt grade um die Kugel 
hemm lauft und dabei in Beruhrung mit ibr bleibt Man beweise, dass 


V^^tag + iag-^- 

11 Ein Yollkommen rauber Ball wird in eine boble cylindriscbe Gartenwalze 
auf ibren tiefsten Punkt gelegt und die Walze dann einen horizontalen Weg ent- 
lang mit der gleicbformigen Gescbwindigkeiti Y gezogen Man zeige, dass der 

27 

Ball ganz um das Inneie der Walze benimroUt, wenn F* grSsser als — o) 

isfc, unter a den Radius des Balls und imter 6 den der Walze Yerstanden, 

12. J.JS, BG sind zwei gleicbe gleicbformige Stabe, die bei B lose durcb 
ein Gelenk verbunden sind und sicb mit derselben G-escbwindigkeit in einer zu 
ihrer Lange scnkrechten Ricbtung bewegen; das Ende,^ wird plStzlicb festgebalten ; 
man zeige, dass die Anfangswinkelgescbwindigkeit von AB dreimal so gioss 
als die Yon BC ist Man zeige auch, dass bei der nacbfolgenden Bewegung der 

St’abe der grdsste Wmkel, den sie mitemander macben, arc cos -j ist, und dass, 

wenn sie das nacbste Mai eine grade Lmie bilclen, die Wmkelgeschwindigkeit 
von BC neunmal so gross als die von AB ist. §§ 169, 147 


13 Drei gleicbe scbwere gleicbformige Balken, die durcb Gelenke miteinander 
verbunden sind, werden so auf einen glatten Tisob gelegt, dass sie eine grade 
Lmie bilden, und dem mittleren Balken wird in seinem Mittelpunkt ein bestimmter 
borizontaler Stoss senkrecbt zu seiner Lange gegeben; man zeige, dass der 
momentane Stoss auf jeden der andem Balken ein Secbstel des gegebenen 
Stosses ist. 

14. Drei Balken von gleicbem Material sind so verbunden, dass sie einen 
einzigen Balken bilden, und werden auf einen glatten borizontalen Tiscb gelegt. 
Die beiden ausseren Balken sind gleicb lang und einer von ibnen erbalt auf sein 
freies Ende einen Seblag, der senkrecbt zu seiner Lange gericbtet ist Man be- 
stimme die Lange des mittleren Balkens, wenn der andre auasere Balken die 
grtsstmbglicbe Winkelgescbwinchgkeit erbalten soU 


Re suit at. Ist w die Masse eines jeden Endbalkens, pm die des inneren, 
jP die Bewegungsgrbsse des Scblags, o die dem dritten Balken mitgetbeilte 

Winkelgescbwindigkeit, so ist inaco + + = -P? woraus sicb ergibt, dass 

wenn co ein Maximum ist 


15. Zwei raube Stabe A, B werden parallel zu emander auf dieselbe bori- 
zontale Ebene gelegt Ein dritter rauber Stab C wird reobtwinklig so iiber sie ge- 
legt, dass sein Scbwerpunkt in die Mitte zwiscben sie fillt. C wird um den 
VTiniel a m die H6be geboben und fallen gelassen; man bestimme die Be- 
dingungen, unter welcben er Scbwingurgen macbt und zeige, dass, wenn seine 
LUnge dem doppelten Abstand zwiscben A und B gleicbkommt, der Winkel 6, 
um den er sicb bei der Scbwingung erbebt, durcb die Gleicbung 

sin 0 ^ 

gegeben ist, 

16, Die Eoken J., B einer schweren recbteckigen Lamelle ABCD kbnnen 
sicb auf zwei glatten festen Dr§,bten OA, OB bewegen, die rechte Winkel mit- 
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einander maclien, in einer verticalen Ebone liegen und die gleiclie Xeigiing gegen 
die Verticale baben. Die Lamelle befindet sicb im Gleicbgewicht, wobei AB 
horizontal ist; man finde die Geschwindigkeit ihres Sch’vveipunkts imd die Winke]- 
geschwindigkeit, die durch einen m der Richtung der unteren Eante CJD cr- 
folgenden Stoss herrorgerufen Tverden Gegeben ist AB—^a, BC=^a; man be- 
weise, dass AB grade so hoch steigt, dass es mit dem einen Draht zusammen- 
fallt, wenn der Stoss derart ist, dass er einer der Lamelle gleichen Masse eine 

Geschwindigkeit mittheilen wiirde, deren Quadrat y ga(2 — ]/2) ist. Man finde 
auch die Stosski*afte bei A und B. 

17. Em Ball, der sieh um eine verticale Axe flreht, bcwegt sich auf emem 
glatten Tisch imd trifPt direct gegen eine vollkommen rauhe verticale Bande 
man zeige, dass die lebendige Kraft des Balles sich in dem Verhaltniss 

10 + 14 tgS e : + 40 tg‘e 

vermindert, wo e die Elasticitat des Balles und 0 der Abprallwinkel ist 

18. Ein Rhombus besteht aus vier starren gleichformigen Staben, von denen 
jeder die Lange 2 a hat und die sich um Gelenke an ihren Enden frei bewegen 
konnen. Weim der Rhombus auf einen glatten horizontalen Tisch gelegt wird 
und einer der St2.be einen Stoss rechtwinklig zu seiner Richtung erhalt, so be- 
ginnt der Rhombus sich wie ein starrer Korper zu bewegen, wenn der Stoss einen 
Punkt trifft, der um a(l — cos a) von dem Scheitelpunkt eines spitzen Winkels 
entfemt ist, wobei a der spitze Winkel ist 


19. Ein Rechteck wird aus vier gleichformigen Staben von der Lange 2 a 
bez 2 b hergestellt, die an ihren Enden durch Gelenke verbunden sind. Das 
Rechteck rotii*t auf einer glatten horizontalen Ebene um sem Centrum mit der 
■Winkelgeschwindigkeit n; plStzlioh wird ein Punkt in einer der Seiten von der 
Lange 2a festgehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Seiten 

von der Lange 2 b sofort n wird. Man suche auch die Aenderung in der 

6a + 4o 

Winkelgeschwindigkeit der andem Seiten und die Stossaction an dem Punkt, der 
festgelegt wird. 

20. Drei gleiche gleichformige unelastische Stabe, die durch Gelenke lose 
miteinander verbunden sind, werden in einer Geraden auf einen glatten horizontalen 
Tisch gelegt und die beiden ausseren mit gleichen Wmkelgeschwindigkeiten um 
die Enden des mittleren (1) in derselben Richtung, (2) in entgegengesetzten 
Richtungen in Rotation gesetzt. Man beweise, dass in dem ersten Fall, wenn die 
ausseren Stabe den grbssten Winkel mit dem nach beiden Seiten verlangert ge- 

daohten mittleren machen, die gemeinsame Winkelgeschwindigkeit aller drei yco 
ist, und dass im zweiten Fall nach dem Zusammenstoss der beiden ausseren 
Stabe das von ihnen gebildete Dreieck sich mit der gleichfdnnigen Geschwindig- 
keit yctfo bewegt, wenn 2 a die Lange eines jeden Stabes ist. 

21. Ein gleichseitiges , aus drei gleichen schweren gleiohfSrmigen, an ihren 
Enden durch Gelenke verbundenen Staben von der Lange a gebildetes Dreieck 
wild in einer verticalen Ebene so gehalten, dass eine Seite horizontal liegt, und 
die gegenuberliegende Ecke nach imten gerichtet ist. Nachdem es irgend eiae 
H6he dmrchfallen hat, wird der Mittelpunkt des oberen Stabs plotzlich angehalten; 
man zeige, dass die Stosswirkungen an den oberen und dem unteren Gelenk in dem 
Verhaltniss yiS ; 1 stehen. Wurde das untere Gelenk eben brechen, wenn das 

Q ^ 

System die H6he — durchfallen hat, so betrfige die Schwingungsamplitude der 
1/3 
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unteren Stabe genau einen Winkel von zwei Rechten, wenn das System die Kobe 

berabgefaUen ist. 

1/3 


22. Ein vollkommen ranker und starrer Reif rollt eine schiefe Ebene 
binab und stQsst auf ein Hindemiss in der Gestalt eines Nagels Man zeige, dass, 

Tvenn der Radius des Reifens r, die Hobe des Nagels iiber der Ebene und 
die Gescbwindigkeit grade vor dem Stoss F ist, der Reif iiber den Nagel springt, 
falls F^ > y gr j^l — sin y J ist, imter a die Neigung der Ebene gegen den 
Horizont verstanden. Man zeige, dass der Reif nicbt in Beriibrung mit dem Nagel 
Meibt, -wenn F*^y ■ sin und gescbiebt es dock, dass der Reif den 

Nagel verlasst, wenn der Durcbmesser durcb den Beruhrungspunkt mit dem B!on- 


zont einen Winkel macbt, dessen Sinus 


9 F® , 1 . / 5i;\ 


ist. 


23. Eine flacbe kreisformige Scbeibe vom Radius a wil’d auf einem rauben 
borizontalen Tiscb fortgestossen , welcber derart ist, dass die Reibung an einem 
Element cV^ma betragt, wenn man unter a das Element, unter F die Ge- 
scbwindigkeit des Elements und unter ni die Masse der Flacbeneinbeit verstebt; 
man sucbe die Babn des Mittelpunkts der Scbeibe 

Wenn die Anfangsges chwindigkeit des Scbwerpunktes und die Winkel- 
gescbwindigkeit der Scbeibe Uq, (Oq sind, so lasst sick beweisen, dass die Ge- 
scbwindigkeit It und die Winkelgescbwindigkeit oo zu irgend einer folgenden Zeit 


der Beziebung genugen 




24. Eine scbwere kreisfbrmige Lamelle von dem Radius a und der Masse M 
rollt auf der Innenseite eines rauben BLreisbogens vom doppelten Radius, der in 
einer verticalen Ebene festliegt Man finde die Bewegung. Wenn die Lamelle 
auf den tiefsten Punkt des Bogens so gesetzt wird, dass sie sick in Rube befindet, 
so ist der Stoss, welcben sie in borizontaler Ricbtung erbalten muss, damit sie so 
hock als mSglicb steige, obne voUstandig berumzulaufen und obne abzufallen, 


25 Eine Scbnur obne Gewicbt wird um einen rauben borizontalen Cylinder 
gewunden, dessen Masse iLf und Radius a ist und der sick um seine Axe dreben 
kann An das freie Ende der Scbnur wird eine Kette von der Masse m und der 
Lange I befestigt. Alsdann rollt man die Kette dicbt zusammen und lasst sie los; 
man beweise, dass der Winkel 0, um welcben sick der Cylinder nacb der Zeit t 


gedrebt bat, ebe die Kette vollstandig 
gegeben ist. 


ausgestreckt ist, durcb MaB= 



26. Zwei gleicbe Stake AC, BG sind bei C frei verbunden und bei A und 
B, zweien Punkten, die in derselben borizontalen Linie liegen, an Haken gebangt, 
wobei jeder Stab den Winkel a mit dem Horizont macbt. Der Haken B gibt 
plStzlicb nacb 5 man beweise, dass die Ricbtung des Druckes bei G sofort sick um 

einen Winkel drebt, dessen Tangente — ^ a ^ 2 -- 3 cos^ a 

1 6 cos® a 3 sm a cos cc 


27. Zwei Massenpunkte A, B werden durcb einen dunnen Faden verbunden; 
A rubt auf einem rauben borizontalen Tiscb, wabrend B vertical im Abstand I 
von der Kante des Tiscbes berabbSngt. A ist nun gerade im Begriff, sick zu be- 
wegen und B wird borizontal mit der Gescbwindigkeit u fortgescbleudert ; man 



Beif^piele 213 1 


201 


zeige, dass A sich mit dcr Besclileimigung 


fi+i 


-j~ zu bewegen beginnt und 


dass der Anfangskninunungsradius der Bahn des Punktes B, I'ti 1) ? ist, wo fi den 
Reibungscoefficienten bedeutet. 


28. Zwei Massenpunkte (tn, m') werden durch einen Faden Terbunden, der 
durch einen kleinen festliegenden Ring geht, und so gehalten, dass dor Faden 
horizontal ist; ihre Abstande von dem Ring sind a und a' p, q' seien rlie An- 
fangskrummungsradien ihrer Bahnen, wenn sie losgelassen werden; man beweise, 

, m m' T 1 , 1 1,1., 

dass — = -7- und — h -7 == — h - 1 st. 

Q Q Q Q a a 

29. Fine Eugel, deren Schwerpunkt nicht in ihrem Centimm liegt, wird auf 
einen rauhen Tisch gelegt; der Reibungscoefficient 1 st ii; man bestimme, ob sie 
zu gleiten oder zu rollen beginnt 


30. Ein kreisfdrmiger Ring wird in verticaler Lage auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene befestigt und ein kleiner Ring auf den Eneis gesetzt, dei an dem 
hochsten Punkt mittelst eines Fadens befestigt ist, zu dem der Centnwinkel a ge- 
hort Der Faden wird durchgeschnitten und der Kreis freigelassen; man beweise, 
dass die Druckkrafte auf den Ring vor und nach dem Durchschneiden des Fadens 
in dem Yerhaltniss M m a : 31 cos a stehen, worin und 31 die Massen 
des Ringes und des Kreises sind. 


31. Das eine Ende C eines Stabes lasst man mit gleiclifonniger Winkel- 
geschwindigkeit n auf dem Umfang eines Kreises vom Radius ri rotiren, wahrend 
der Stab selbst sich in der entgegengesetzten Richtung mit derselben Winkel- 
geschwindigkeit um dieses Ende dreht Der Stab fallt Anfangs mit emem Durch- 
messer zusammen und ein glatter Ring, dei frei langs des Stabes gleiten kann, 
wird in das Centrum des Kreises gebracht r ist der Abstand des Ringes von C 

zur Zeit t; man beweise, dass r == ^ (e”* + + — cos 2nt ist. 

0 6 


32. Zwei gleiche gleiohfdrmige Stabe von der Liinge 2 a sind durch ein 
Gelenk an dem einen Ende aneinander gehangt, wahrend die andem Enden 
ein unausdehnbarer Faden von der Lange 21 verbindet. Das System ruht auf 
zwei glatten Zapfen, die in derselben horizontalen Linie liegen und den Abstand 
2c voneinander haben Der Faden wird durchgeschnitten; man beweise, dass die 
Anfangswinkelbeschleunigung eines jeden Stabes 


ist. 


9 


8a^c—P 
, 32 

3 Z* 


Sa^cl 


33. Eine glatte horizontale Scheibe rotirt mit der Winkelgeschwindigkeit 
um eine verticale Axe ; auf den Durchschnittspunkt wird ein materieller Punkt ge- 
legt, der nach einem gewissen Punkt der Scheibe von einer Kraft gezogen wird, 
deren Beschleunigung x der Abstand ist; man beweise, dass seine Bahn auf der 
Scheibe eine Cycloide beschreibt. 


34. In einem hohlen Cylinder vom Radius a, der auf einem rauhen Tisch 
ruht, sitzt ein Insect auf der tiefsten Erzeugenden; wenn das Insect sich auf- 
macht und mit gleichfOrmiger relativer Geschwindigkeit V zum Cylinder in einer 
verticalen Ebene, welche die Axe des Cylinders rechtwinldig schneidet, fort- 
wandert, so ist der Winkel 0, den die Ebene, welche die Axe und das Insect ent- 
hait, mit der Verticalen macht, durch die Gleichung gegeben; 
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Kapitel IV. Ebene Bewegung. 


(^) == Jf7®— %mag 

vorauegesetzt, dass die Cylinderwand sehr diiim ist 

"Weim der iiinere Radius 1) ist, so lasst sich beweisen, dass 

[ilf (ft® + f6*) + m (a® — 2a6 cos 6 + B®)] = C— ^mgh (1 — cos B) 

ist, worm 

CB® [ilf (ft® + a®) + w {a - B)®] = F® [iff (ft® + a®) + ma {a - B)]® 
unci 3/, in die Massen des Cylinders bez des Insectes sind 


35 An einem kreisformigen Reifen vom Radius B unci obne Masse ist ein 
schwerer Massenpuntfc in einem Punkt befestigt, der den Abstand c vom Centrum 
hat; die innere Elache des Reifens wird gezwungen, auf der ausseren Flacbe eines 
festen Kreises vom Radius a, wobei B>a ist, unter der Wirkung einer ab- 
stossenden Kraft zu rollen, cleren Sitz das Centrum des festen Kreises ist und die dem 
fi-faohen Abstand gleichkommt Man zeige, dass die Periode kleiner Schwingungen 

B “|- cj /B — rA ^ 

'\c — / zeige, 


des Reifens Sjc ■ 


ist Man 


a \ Cfi 

wie grosse, wenn c = B ist, dieselbe Periode haben; 
gemeinen den Reifen so in Bewegung setzen kann, dass er mit der gleichformigen 


alle Schvnngungen, kleine 
femer, dass man im All- 


Winkelgeschwindigkeit 




2 


ZU rollen fortfahrt. 



Kapitel V. 

Die Bewegung starrer Korper Im Ranm von drei 

Dimensionen. 

Translation nnd Eotation. 

§ 214. Wenn die materiellen Punkte eines Korpers starr mit- 
einander verbimden sind, dann mussen gewisse allgemexne Beziehungen 
zwischen den Bewegungen dieser Punkte existiren, die Beschaffenheit 
der von (Jen Kraften erzeugten Bewegung mag sein^ welcke sie will. 
Diese Beziekuugen mussen derart sein, dass aus der Bewegung dreier 
nicht in derselben Graden liegenden Punkte die eines jeden andem 
Punktes gefunden werden kann. An erster Stelle wird es daher unsre 
Aufgabe sein, den allgemeinen Charakter der Bewegung starrer Korper, 
abgesondert von den Kraften, welche sie bervorrufen, zu betracbten und 
die Bestimmung der Bewegung eines jeden materiellen Punktes auf so 
wenige unabhangige Grossen zu reduciren, als moglicb ist, und an 
zweiter Stelle werden wir untersuchen, wie diese unabbangigen Grossen, 
wenn die Kraffce gegeben sind, ermittelt werden konnen. 

§ 215. Ein FimJct eines in Bewegung befindlichen starren Korpers 
liegt fest; man soil die allgemeinen Besielmngen zwischen den Bewegungefn 
der iibrigen PunTcte des Korpers ableiten. 

0 sei der festliegende Punkt; er werde zum Centrum einer be- 
weglicben Kugel genommen, die in dem Korper befestigt sein moge, 
Der Eadiusvector nacb irgend einem Punkt Q des Korpers scbneide 
die Kugel in P; die Bewegung eines jeden Punktes Q des Korpers 
wird dann durcb die von P dargestellt. 

Wenn die Verschiebungen AA\ BB' zweier Punkte A, B auf der 
Kugel in einer gewissen Zeit gegeben sind, so kann man die Ver- 
scbiebung eines jeden andern Punktes P auf der Kugel offenbar finden, 
indem man auf A'B' als Basis das Dreieck AP'B' congruent APB 
construirt. PP" stellt alsdann die Verscbiebung von P dar. Man kann 
selbstverstandlicb anseben oder aucb, wie in den Elementen der 
Geometrie, beweisen, dass auf derselben Basis und auf der namlichen 
Seite derselben keine zwei Dreiecke auf derselben Kugel existiren 
konnen, welche sowohl die Seiten gleicb baben, die in dem einen Ende, 
als die, welche in dem andem Ende der Basis zusammenlaufen. 
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D uiifl E seien dio Mittelpunktc der Bogen AA\ BB' und DC^ 
EC Buf^oa grosster Kreise, welche auf -4^4' hez. BB' senb'echt stehen. 

Daiin ist ofiFenbar CA = CA'^ und 
CB= CB' und daher, weil die Grrund- 
linien ABj A'B' gleicli sind, die beiden 
Dreieeke ACB^ A OB' congi’uent. Die 
Tersehiebung von C ist daher Null, 
Weil ferner die Verschiebung von 0 
Null ist, so muss offenbar die Ver- 
scbiebung eines jeden Punktes der Ge- 
raden OC Null sein. 

Ein Korper kann daher von irgend 
dncrLage. die ivirAB rennenkdnnen, in 
( mulreAB dadurch gelracht werden^ 
d(fi>s man din urn OG als Ace rotiren 
und dnlti einen Wlnhel BOB' derart 
hrschreilm hisst, dass jeder Bimkt B 
pini Zff.sammenfnilen mil seiner nenen Lage B' gelracht ivird. Jeder 
]>iniki des Kdqjors wird dami aus seiner ersten in seine Endlage ge- 
braclit. 

Diesen Hatz verdankt man Euler, Menioires de VAcetdenue de Berlin 1760 
iintl Commoitairrs de St Petershourg 1775 



B i: 


A 


§ 210. Wird dex Radius der Kugel unendlich gross, so warden 
aus den verscliiedeneu Ki’eisen der Figur Gerade. Daraus folgt, dass 
»*iu Korper, der sich in einer Ebene bewegt, aus einer Lage, die man 
AB neunen kann, in eine audere AB' durcb Rotation um einen ge- 
wisseii Punkt G gebraclit warden kann. 


unU 


if 17. 1. Ein Korper wird aiif rechtwinklige Asen y, Z bezogen 

•ii*- Axen warden untor Beibehaltiuig des Coordinatenanfangs nach dem 
neben.sfelienden Schema mit den Axen x\ y\ vertauscht. Man 
•f', zeige, dass dies dasselbe ist, als ob man den Koiper um eine 

— 1 — — Axe drehto, deren Gleichungen irgend zwei der folgenden drei 

’ 'ft , '^3 , yind 


V I h 


K 


— 1 1 a; + ag?/ + cTj 0 , 
Z/j a? + (63 — 1) 2/ + ^ ^ 9 

^ \ c^x+c^yA{c^--l)z^0, 

und dabei einen Winkel 0 bcfichreiben liesse, der durch 


3 — 4 sin® Y 0 = cEi + 63 + <^5 

gegeben ist. Wenn die positive JRichtung der y‘ willkurlich ist, zu zeigen, 
dasrf man der Bedingung der gleichzeitigen Giiltigkeit der drei Gleichungen dirrch 
geeignete Wahl der positiven Riehtung der /-Axe genugen kann Siehe auch eine 
Aiifgabe in Smith’s Prize Examination^ 1868. 

Man nehme auf der z- und 2 '-Axe je einen Punkt im Ahstand 7i vom Coordinaten- 
anfang an. Ihre Coordinaten sind (0, 0, A), c^h); ihr Abstand ist daher 

h ]/37i “ er ist aher auoh 2 h sin y sin ^ 3 , daher 2 sin® ydsin^y^l — Cg , 



Translation und Rotation (§ 215—219; 
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worin y den Winkel zO% bedeutet Ebenso erhillt man 2 sm- \ 6 sin- = 1 — 

nnd 2 sin^ 6 sin® ^ = 1 — 63 , -vroiaus die Gleichung fur 6 sicb sofort ergibt 

Beisp 2. Man zeige, dass man den Gleichungen fiir die Axe aucb die Fom 
geben kann 


X y s 

+^3 “ Cfi + 1 ’ 


§ 218. Wenn sich ein Korper in Bewegung befindet, so sind 
nicht nur seine erste nnd letzte Lage, sondem auch die zwiscben- 
liegenden Lagen in Betracbt zu zieben. Wir wollen also annehmen^ 
ASj A'B' waren zwei Lagen am Anfang und Ende eines imbegrenzt 
kleinen Zeitintervalls dt Wie man siebt, gibt es fur einen Korper, 
der sicb nm einen festen Punkt 0 bewegt, in jedem Moment der Be- 
wegung eine Gerade OC, deren sammtlicbe Punkte wabrend einev un- 
begrenzt kurzen Zeit dt keine Versebiebung erleiden. Diese Gerade 
heisst die Mommtanojxe. 

1st dd der Winkel^ den der Korper um die Momentanaxe be- 
scbreiben muss, nm einen Punkt P aus seiner Lage zur Zeit t in die 
zur Zeit t dt tm. bringen, so beisst das scbliesslicbe Verbaltniss yon 
d6 zn dt die Winkelgescbwindigkeit des Korpers um die Momentanaxe. 
Die Winkelgescbwindigkeit kann aucb als der Winkel definirt werden, 
welcben der Korper in der Zeiteinbeit bescbreiben wiirde, wenn er 
fortfiibre mit derselben Geschwindigkeit, die er in dem gegebenen 
Moment batte, sicb um die namlicbe Axe wabrend der Zeiteinbeit 
gleicbformig zu dreben. 

§ 219, Wir wollen nun die Einscbrankung, dass der Korper sicb 
um einen festliegenden Punkt bewegen soll^ fallen lassen. Man kann 
den folgenden Satz aufstellen; 

Jede Verrilckung eines starref^i Korpers kam man als die Comhination 
der heiden folgenden Bewegungen ansehen: (1) einer Translationsbewegiing, 
wodurch jeder 'inaterielle Punkt sich parallel mr Bewegungsrichtmig irgend 
eines angenammenen mit dem Korpm^ starr verlimdenen Pmiktes P die- 
selbe Strecke enflang hewegt, (2) einer Potationshewegimg des ganzm 
Korpers um eine durch den angenommenen Punkt P gehende Axe. 

Dieses Theorem und das fiber die Centralaxe rUhren yon Chasles her 
Bulletin des Sciences Mathematigiies par Ferussac, yol. XIV, 1830. Siehe auch 
Poinsot, Theorie NouveUe de la JRotatwn des Corps. 1834. 

. Es leucbtet ein, dass die Aenderung der Lage dadurcb bewirkt 
werden kann, dass man P durcb eine Translationsbewegung von seiner 
alten in seine neue Lage P' bringt, alsdann P' als festen Punkt bei- 
bebalt und zwei beliebige Punkte des Korpers, die mit P nicbt in 
derselben Geraden liegen, in ihre Endlagen bewegt. Diese letzte Be- 
wegung ist, wie wir bewiesen baben, mit einer Rotation um eine 
durcb P' gehende Axe gleicbwertbig. 
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Du diese Beweguugen durchaus unabhangig voneinander sind, so 
kaiin man ihre ReihenfoJge ofienbar umkehren, d. h. man kann den 
Kdqjer zuerst rotiren lassen und ihm danu die Translation geben; man 
kann auch annelimen, sie fiinden gleicbzeitig statt. 

Wie man sieUt, kann man jeden Puukt P des Korpers als Reductions- 
punkt fiir die doppelte Operation wiiMen. Die gegebene Verriickung 
kann daher auf nnendlieh viele Arten ausgefiilirt werden. 

^ 220. Verfanschung der Reductionspunkfe* Die Beziehiingen 
zivisclien dm llotatloisaxe^i und -Whikehi zu finden, toenn verscMedene 
TnnliU P, Q za RedHcilonspindden geicdhlt werden. 

Die Verriickung des Korpers mdge durcb eine Rotation (Drehung) 
6 urn die Axe Rli und eine Translation ( Verschiebung) PP' dargestellt 
wrden. Dieselbe Verriickung mdge aucli die Rotation d' nm die Axe 
(jS und tlie Translation QQ' ergeben. £s ist klar, dass jeder Punkt 
z\\ei Ver.^cbiebungen bat^ il; eine Translation gleicli und parallel mit 
PP'und i2 1 eine Rotation durcli einen Bogen in einer auf der Rotations- 
axe PP senki-ecbten Ebene. Die zweite Verschiebung ist nur dann 
Jsull, wenn der Punkt auf der Auxe PP liegt. Die einzigen PunTcte, 
deren Verschielnngen dieselhen nhid ivie die des Reductionspunktes, liegen 
daJieti auf der diesem PmiH entsprecheiiden Rotationsaxe. Durch den 
zweiten Reductionspunkt Q ziehe man eine Parallele zu PR. Alsdann 
sind fiir alle in der Parallelen liegenden Punkt e die in Folge der 
Translation PP' und der Rotation 0 um PR stattfindenden Ver- 
schiebungen dieselben, wie die entsprechenden fiir den Punkt Q. Diese 
Parallole muss daher die dem Reductionspunkt Q entsprechende Rota- 
tionsaxe sein. Es folgt daraus, dass die Rotationsaxen fiir alle Reductions- 
punkte parallel sind. 


^221. Der Abstand der Rotationsaxen fiir P und Qy die also 
parallel sind, sei a. Schneidet die Ebene des Papiers diese Axen recht- 



P 


winklig in P und Q, so^ist PQ — a. 
PP'y QQ' mogen die lineareu Ver- 
schiebungen von P bez. Q dar- 
stellen, die nicht nothwendiger 
Weise in der Ebene des Papiers 
zu liegen branchen. 

In Folge der Rotation 6 um 
PR beschreibt Q den zum Winkel 6 
gehorigen Bogen des Ereises vom 


Radius a 5 die Sehne Qq dieses Bogens ist 2 a sin 0 und ist die durch 


die Rotation hervorgerufene Verschiebung. Die gauze Verschiebung 
QQf von Q ist die Resultante von Qq und der Verschiebung PP' von 
P. Auf dieselbe Weise beschreibt P iu Folge der Rotation d' um $5^ 
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einen Bogeri; dessen Seline Fp gleicR 2a sin -^0' ist. Die ganze Ver- 

riickung PP' Yon P ist die Resultante von F]) und der Verscliiebung 
QQ' von Q. Wenn aber die Verscbiebung von Q der von P zusammen 
mit Qq und die von P der von Q zusammen mit Pj; gleichkommt, 
so muss Fp gleich Qq sein und die entgegengesetzte Richtung Raben. 
Dazu ist erforderlich, dass die beiden Rotationen 6, ff um PP und QS 
gleich sind und dieselbe Ricbtung haben. Es folgt daraus, Jas5 die 
aUen Beductionspunkten entsprechenden Botationsicinkel gleich sind, 

§ 222. Da die Translation QQ' die Resultante von FF' und Qq 
ist, so kann man mit Hiilfe dieses Satzes nun sowohl die Translation 
als die Rotation, die irgend einem gegebenen Reductionspunkt Q ent- 
sprechen, finden, wenn die fur P bekannt sind. 

Da die in Polge der Rotation um FB stattfindende Verscbiebung 
Qq senkrecht auf FB steht, so ist die Projection von QQ' auf die 
Rotationsaxe dieselbe wie die von PP'. Daher sind die Frojectionen 
der Verschiebimgen alter Funkte des Korpers auf die Botaticmsaxe gleich, 

§ 223. Wichtig^ ist der Fall, in welcbem die Verrtickung eine 
einfache Rotation 6 um eine Axe FB ohne Translation ist. Wird 
irgend ein Punkt Q im Abstand a von FB als Reductionspunkt ge- 
wahlt, so wird dieselbe Yerriickung durch eine Translation von Q 

langs der Sehne Qq = 2a^m^d in einer Ricbtung, die den Winkel 

^ (pt — 0) mit der Ebene QFB macbt, und eine Rotation dargesteUt, 

die gleich 0 sein und um eine Axe stattfinden muss, welche FB 
parallel ist. Daher kann eine Botation um irgend eine Axe dutch ei^ie 
gleiche Botation um eine paraUele Axe zusammen mit einer Translations^ 
hewegung ersetzt werden. 

§ 224. Wenn die Rotation unbegrenzt klein ist, lasst sich der 
Satz so aussprecben: Eine Rotationsbewegung codt um eine Axe FB 
ist einer gleichen Rotationsbewegung um irgend eine parallele Axe 
QS im Abstand a von FB aquivalent zusammen mit einer Translations- 
bewegung acodt senkrecht zu der die Axen enthaltenden Ebene und 
in der Ricbtung, in der QS sich bewegt. 

§ 225. Die Centralaxe. JEs ist oft wichtig^ den Beductionspunkt 
so zu wdMen, dass die Translationsrichtung mit der Botaiionsaxe zu- 
sammenfdUt Wir woUen sehen, wie dies geschehen kann. 

Die gegebene Yerriickung des Korpers moge durch eine Rotation 0 
um FB und eine Translation PP' dargesteUt sein. Man ziehe F'N 
senkrecht zu PP. Wenn mogUch, moge eine Rotation um eine Axe 
QS und eine Translation QQ' langs QS dieselbe Yerriickung darsteUen. 
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Nach uud muss QS parallel PB und die Rotation um Q8 

£rleieh 't» seiii. Die Translation bewegt F langs Fit um eine Strecke 

gleich Q(/ und die Rotation um QS 
bewegt P langs eines Bogens, dessen 
Ebene senkrecht auf FR stebt, QQ' 
muss daher gleicli PN und NP' muss 
die Sehne des Bogens sein. Daraus 
folgt, dass QS in der Ebene liegen 
muss, die NP' halbirfc und senkrecht 
zu NP' ist imd in einem solchen Ab- 

stand u von PR, dass NP' = 2 d sin — 6 

oder, was bequemer ist, in einem 
solchen Abstand y Ton der Ebene 

NPP', dass A'P' = 2yig~e ist. 

Die Rotation 0 Mm QS hat N nach 
P' zu bringen und findet in derselben 
Riclitung .slatt, vrie die Rotation d um FB. Der Abstand y muss 
daher vom Mittelpunbt von HP' aus in der Richtung genommen 
■werden, in welcher dieser Mittelpunkt durch seine Rotation um FB 
bewegt wird. 

Nachdem so die allein mogliohe Lage von QS ermittelt ist, bleibt 
noch zu beweisen, dass die Yerschiebung von Q in der That langs QS 
statttindet. In Folge der Rotation (9 um PB beschreibt Q einen Bogen, 

dessen Sehne Q(j parallel F'N und gleich 2 a sin 6 ist. Die Sehne 

Qq i.st daher gleich HP' und die Translation HP' bnngt q zuriick 
in seine Lage Q. Daher wii-d Q nur durch die Translation PH be- 
wegt, d. h bewegt sich langs QS. 

§ 220. Dai-aus folgt, dass jede Terriickiing eines Korpers durch 
eine Rotation im eine yewisse Gerade und eine Translation parallel 
dieser Geraden darycstellt werden hann. Diese Art der Bewegung heisst 
Schranhenh iceyung und die Gerade Ceiitralaxe oder auch Sekraubmaxe, 
das Verhaltni'ss der Translation zu der Rotationsamplitude aber der 
Pfdl oder der ]Vindiingspara»ief&' der Schrauhe. 

§ 227. Bieselbe Verriickung eines Korpers hann nicM durch mei 
verschiedene Schrauhenbewegungen ersetet werden. Wir wollen annehmen 
es sei moglich und AB, CD seien die beiden Centralasen. AB und 
CD sind dann nach § 220 parallel. Die Yerrackung eines Punktes Q 
auf CD findet man durch Drehung des Korpers um AB und durch 
eine Translation parallel zu AB-, Q hat daher eine Yerschiebung 
senkrecht zu der Ebene ABQ und Icann sich daher nicht ausschliesslieh 
langs CD bewegen. 
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§ 228. Wenn die Rotationen unbegrenzt klein sind^ so yereinfacht 
sicb die Ermittlung der Centralaxe. JDie Verrilchinig moge (lurch eine 
notation codt um eine Axe PJR imd eine Translation Vdt in der liichtiing 
PP' gegelen sein. Man trage von P aus senlcreclit zur JEhene P'PIi 

mid nach der Seite der Ehe}ie hin, nach welclier sicli P' beioegt, die 
Fsin T' Tit 

StrecTze y = auf. Pine Parallele zu PR durcli den End- 

pmiJct von y ist die Centt^alaxe, 


Beisp 1 Die Verscbiebungen AA\ BB\ CC' dreier Punkte eines Kuipers 
sind nach Richtung nnd GrOsse, aher nicht nothwendiger Weise der Lage nach 
gegeben; man finde die Eichtung der Rotationsaxe, die irgend einem Eeductiona- 
punkt P entspricht. 

Durch einen beliebig angenommenen Punkt 0 ziehe Oy parallel 

und gleich AA\ BB\ CC' Ist 0^ die Eichtung der Rotationsaxe, so sind die 
Projectionen von Oa, 0^, Oy auf 0^ sammthch gleich. Oq ist daher das Loth 
von 0 auf die Ebene cc§y. Auch daraus sieht man wieder, dass die Eichtung 
der Rotationsaxe fiir alle Reductionspunkte die gleiche ist 

Beisp 2 In dem vorigen Beispiel werde die Bewegung auf die Centralaxe 
bezogen; man zeige, dass die Translation langs derselben gleich Oq ist. 

Beisp. 3. Gegeben sind die Verschiebungen AA\ BB' zvreier Punkte A, B 
des KSrpers und die Richtung der Centralaxe; man finde die Lage der Centralaxe 
Man lege durch A A', BB' Ebenen parallel zur Centralaxe; halbire A A', BB' 
durch Ebenen bez senkrecht zu diesen Ebenen uud parallel zur Richtung der 
Centralaxe Die beiden letzten Ebenen schneiden sich in der Centralaxe 


Zusammensetzmig ToaEotationen und Sdiranbenbewegungen. 

§ 229. Man hat oft nothig Rotationen um Axen OA, OB, die sich 
im Punkt 0 treffen, zusammenzusetzen. Da dieser Pall in der Dynamik 
der Systeme starrer Korper aber nur dann vorkommt, wenn die Rotationen 
unbegrenzt klein sind, so woUen wir zuerst diesen Fall eingehender be- 
sprechen und spater am Ende des Kapitels im AUgemeinen angeben, wie 
man zu yerfahren hat, wenn die Rotationen yon endlicher Grrosse sind. 

§ 230. Welchefn Sinn hat es, wenn man sagt, ein KSrper habe 
WinJcelgeschwhidigJceiten um mehr als eine Axe zur selh&n Zeit? 

Von einem sich bewegenden Korper sagt man, er habe eine 
Winkelgeschwindigkeit oj um eine Gerade, wenn der Korper sich um 
diese Gerade drehend einen Winkel codt beschreibt und dabei jeder 
Punkt des Korpers von seiner Lage zur Zeit t in seine Lage zur Zeit 
t-\- dt gebracht wird. 

Man nehme an, der Korper drehe sich wahrend dreier aufeinander 
folgender Intervalle, von denen jedes dt ist, nacheinander um drei ver- 
schiedene Gerade OA, OB^ OG, die sich im Punkt 0 schneiden und 
beschreibe dabei die Winkel co-^dtj co^dty m^dt. Wir wollen zuerst 
beweisen, dass die Endlage dieseTbe bleibt, in welcher Beihenfdlge die 
Rotationen auch stattfinden. P sei ein beliebiger Punkt im Korper 
und seine Abstande yon OA^ OB^ OC seien bez. rj. 

Bouth, Dynamik. I 
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Durch die erste Drehung um OA erhlilt P die Yerschiebung o^7\di 
Li Folge (lieser Bewegniig nioge n auf 9\j + rh% an^achsen; die Yer- 
sidiiebimg durch die Rotation um OP betriigt dann ilirer Grbsse nach 
^ Wie aus der Differenzialrechnung bekannt ist, kann 

man alnu' in der Grenze die Grussen zweiter Ordnung vernachllissigen 5 
daniit vvird die Yerschiebung Ebenso ist die Verschiebung in 

Folge der letzten Rotation Die drei Resultate sind aber die- 

sel ben , ill welcher Reilienfolge man auch die liotationen stattfinden 
liisst. Auf illinliclic Woi.se lilsst sich zeigen, dass auch (lie JRichtimgen 
dioser Yerschiebungeu von der Eeihenfolge iiicht abhiingeu. Die End- 
verschiebuDg ist die Diagonale des Parallelepipeds, das sich iiber diesen 
drei Linien als Seitcii beschreiben liisst und hiingt daher von der Folge 
der Rotationen nicht ah. Y'eil also die di'ei Rotationen durchaus unab- 
hlhigig von einaiuler sind, so kann man sagen, sie fanden gleichzeitig statt. 

Wonn man duller von eiiiem Xdrper behauptet, er habe Winkel- 
gesehwindigkeiten um drei verschiedene Axen, so meint man damit 
iiur, dass die Bewegung sich auf folgende Art bestimmen lasse: Man 
llieilt die gauze Zeit in eine Anzahl kleiner Intervalle, von denen jedes 
(If ist, wiihrend eines Jeden der Intervalle dreht man den Korper 
na(ilieiuander um die drei Axen und liisst ihn dabei die Winkel coj^df^ 
io,,(lty beschreiben. Wenn dann dt sich ohne Grenze vermindert, so 
wird die Bewegung wahrend der ganzen Zeit damit genau 'sriedergegeben. 

§ 231. Offenbar liisst aicb eine Rotation um eine Axe OA ihrer 
Grosse nach durch eine auf der Axe abgetragene Lange darstellen. 
Auch ihre Richtung stellt diese Lange dar, wenn man so verfahrt; 
vrie in der Statik, d. h. wenn einer Person, die langs der Axe so steht, 
dass OA von 0 zu ihreu Fussen aus nach ihrem Kopf hin gemessen 
wird, die Rotation in einer Iformalrichtung zu erfolgen scheint. Diese 
Richtung von OA heisst die positive Richtung der Axe. 

§ 232. l>as Piirallelogimm dep Winkelgeschwiudigkeiten. Wenn 
mvei WiuMijesehvindUjMtm um sim Aocen OA, OB der Grbsse tend 
HkhtiUKj nach durch die mei Ldngcn OA, OB dargesteUt w&rdm^ so 

ist die Diagcmale OG des mit OA, 
C OB als Seiten consfruirten Parallelo- 

gramms die resultirende Botations- 
axe mid Hire Lange stellt die Grbsse 
der residtireoiden Winhelgeschwindig- 
keit dar. 

P sei irgend ein Punkt in OC 
und PM, PN Lothe von P auf 
OA, OB, Da OA die Winkelgeschwindigkeit um OA darstellt xmd 
PM der senkrechte Abstand des Punktes P von OA ist, so stellt das 
Product OA - PM die Geschwindigkeit von P in Folge der Winkel- 
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geschwindigkeit um OA dar. Ebenso stellt OB • FN die Gescbwmdig- 
keit Ton F in Folge der Winkelgeschwindigkeit um OB dar. Da sich 
F auf der linken Seite von OA und auf der recbten von OB befindet, 
wenn man langs dieser Richtungen hinblickt, so baben diese Ge- 
schwindigkeiten offenbar entgegengesetzte Ricbtungen. 

Die Geschwindigkeit des Punktes P wird daher dai’gestellt durch 

OA-FM— OB FN^ OF{OA^^mCOA — OB-smCOB) = (). 

Der Punkt P ist mithin in Rube und 0 C die resultirende Rotationsaxe. 

Bedeutet co die Wmkelgescbwindigkeit um OCj so ist die Ge- 
schwindigkeit irgend eines Punktes A in OA senkrecbt zur Ebene 
AOB und wird durch das Product aus co imd dem senkrechten Ab- 
stand des Punktes A von 0 G, also durch o • OA sin C OA, dargestellt. 
Da die Bewegung aber auch durch die beiden gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten um OA, OB bestimmt wird, so stellt auch das 
Product aus OB und dem senkrechten Abstand des Punktes A von OB, 
also OB - OAsmBOA, die Geschwindigkeit von A dar. Daraus folgt: 


CD 


OB 


sin BOA 
sin C OA 


00 . 


Die Winkelgeschwindigkeit um 00 wird daher ihrer Grosse nach 
durch 00 dargestellt. 

Ails diesem 8aU Izami man nls ZusaU j^das Fardllehgramm der 
Winkelhesclileumgmtgen^ dbleiten. Denn wenn OA, OB die in irgend 
einem Augenblick hinzukommenden dem Korper gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten darstellen, so bestimmt 00 die resultirende hinzu- 
kommende Winkelgeschwindigkeit der Richtung und der Grosse nach. 


§ 233. Dieser Satz zeigt, dass Winkelgeschwindigkeiten und 
Winkelbeschleunigungen nach denselben Regeln und auf dieselbe Art, 
als ob sie Krafte waren, zusammengesetzt und zerlegt werden konnen. 
So Tasst sich die Winkelgeschwindigkeit cd um eine gegebene Axe in 
zwei Componenten cucosa und ©sin a um Axen zerlegen, die auf 
einander senkrecbt stehen und mit der gegebenen Axe die Winkel a 

und ~7C — a bilden. 

Hat ein Korper die Winkelgeschwindigkeiten ©j, ©^, ©3 um drei 
zu einander senkrechte Axen Ox, Oy, Oz, so sind sie einer einzelnen 
Winkelgeschwindigkeit © aquivalent, wenn © = 
um eine Axe, welche mit den gegebenen Axen Winkel macht, deren 

Cosinusse bez. ^ ^ ^ suad. Dies lasst sich wie in dem ent- 

O ^ (0 ^ fi) 

sprechenden Satz der Statik beweisen, indem man die drei Winkel- 
geschwindigkeiten zu je zweien zusammensetzt. 

Es wird nicht nothig sein, die vei*schiedenen in der Statik fur die 
Krafte bewiesenen S'atze hier far Winkelgeschwindigkeiten zu wieder- 
holen. Wir konnen das „Dreieck der Winkelgeschwindigkeiten^^ und 
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die andeni Regeln fiir die Zusammensetzuug verschiedener Winkel- 
ge&cliwindigteiteii ohne weiteren Beweis benutzen. 

§ 234. I)as Winkelgeschwiiidigteitspaar. Ein Eorper hat die 
WinkflgefifdiU'indhilieittti ca, o' ion zicei parallele Accen OAy O' B, die 

den Ahstand a vominander halen; man 
p ftnde die residtlrende Bewegmtg. 

^ Da parallele Gerade als die Grenz- 

; — { r lage zweier Geraden, die sicli in sehr 

A-j |« // grosser Entferuung schneiden , an- 

— ! — i jresehen werdeu komeu, so folgt aus 

dem Parallelogramin der Winkel- 
gescbwiudigkeiten, dass die Leiden gegebenen Winkelgeschwindigkeiten 
einer einzelnen um irgeiid eiue parallele Axe 0"C\ die in der OAj O'B 
entbaltenden Ebene liegt, aquivalent sind. 

j: sei der Abstaiid dieser Axe von OA und es werde angenonmen, 
dass es auf derselben Selte von OA liege, wie O'B. SI sei die WinkeD 
gescliwindigkeit um x. 

Man nehme irgeud einen Punkt P im Abstand y von OA, der 
in der Ebene der drei Axen liegt. Die Geschwindigkeit von P, die 
er der Rotation um OA verdankt, ist 03 /, die Geschwindigkeit in 
Folge der Rotation um O'B ist &'{y — a). Die beiden zusammen 
miissen aber der Geschwindigkeit in. Folge der resultirenden Winkel- 
geschwindigkeit um O'^Cy d. h. £l{y — x) aquivalent sein; daher ist 

“H ^ iy — 

Diese Gleichung gilt f'iir alle Werthe von y\ man erhalt also 
^ 6} ^ a:= 

Wir wiiren zu demselben Resultat gekommen, wenn wir die Resultante 
zweier j&a/lfe o, o' gesucht hatten, die in den Richtungen OAy O'P wirken. 

lat o = — o', so verschwindet die resultirende Winkelgeschwindigkeit, 
X ist dagegen unendlich gross. Die Geschwindigkeit eines Punktes P ist in 
diesem Fall oy -f* — a) = o;o, also unabhangig von der Lage von P. 

Daraus folgt, dass zwei Winkelgeschwindigkeiten, von denen jede 
gleieh o ist, die aber den Korper in entgegengesetzten Richtungen 
zu drehen suchen und die um zwei parallele, um a voneinander ab- 
stehende Axen stattfinden, einer durch ao dargestellten Translations- 
geschwindigkeit gleichkommen. Dies entspricht dem Satz der Statik, 
dass „ein Paar“ durch sein Moment gemessen wird. 

Ah ZvmU Idsst sick daraus aUeiten, dass die Botationsb&wegung a> 
nm ehie Axe OA der gleich&n BotaUonsbeu^egung um eine parallele Axe 
O'B dgukalmt zusammen mit einer Translation am, die senJcrecht m 
der OA, O'B enfhaltenden Ebene in der Richtung stattfindety in welcher 
sicli O'B heicegt. Siehe auch § 223. 
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§ 235. Die Analogic mit der Statik, Alle Siitze der Statik, die 
sich auf die Zusammensetzimg iind Zerlegung der Erafte und Paare 
bezieken, beruben auf den Theoremen: 

1. Dem Parallelogramm der Ejrafte und dem Parallelogramm der 
Paare. 

2. Die Kraft F ist einer gleicben und parallelen Kraft zusammen 
mit einem Paar Fjg aquivalent, wenn der Abstand der Erafte ist. 

Dem entsprechend hat man in der Dynamik die folgenden Theoreme 
uber die augenblickliche Bewegung der starren Korper: 

1. Das Parallelogramm der Winkelgeschwindigkeiten und das 
Parallelogramm der Translationsgeschwindigkeiten. 

2. Die Winkelgeschwindigkeit m ist einer gleicben Winkel- 
gescbwindigkeit um eine parallele Axe zusammen mit einer Trans- 
lationsgescbwindigkeit op aquivalent, wenn p der Abstand der paral- 
lelen Axen ist. 

Daraus folgt, dass jedem Satz der Statik, der sicb auf die Erafte 
bezieht, ein Satz der Dynamik entspricht, der sicb auf die Bewegung 
der starren Korper bezieht und dass sicb beide auf dieselbe Art be- 
weisen lassen. 

TJm die Analogie zu vervollstandigen, woUen wir hinzufCigen, 
1) dass eine Winkelgescbwindigkeit wie eine Kraft der Statik zu ibrer 
voUstandigen Bestimmung fimf Constante notbig bat und 2) dass eine 
Translationsgescbwindigkeit wie ein Paar der Statik nur drei braucht. 
Vier Constante sind erforderlicb, um die Wirkungsbnie der Kraft oder 
die Rotationsaxe und eine um die Grosse einer jeden zu bestimmen. 
Pemer ist in beiden Fallen eine TJebereinkunft iiber die positive 
Ricbtung der Linie notbig. Zwei Constante und eine TIebereinkunft 
braucbt man zur Bestimmung der positiven Ricbtung der Axe des 
Paares oder der Translationsgescbwindigkeit und eine fiir die Grosse 
des Paares bez. der Gescbwindigkeit. 

Die EntdeckuBg dieser Analogie verdankt man Poinsot. 

§ 236. Um zu zeigen, wie ntitzlich diese Analogie ist und wie 
leicbt man die bekannten Satze der Statik in die entsprecbenden der 
Dynamik umformen kann, woUen wir die bekannteren Satze, die so- 
wobl in der Statik als der Dynamik fortwabrend gebraucht werden, 
nebeneinander steUen. 

In der Statik wird bewiesen, dass ein gegebenes System von 
Kraften und Paaren sicb auf drei Krafte X, TJ Z, welcbe langs 
recbtwintliger Axen wirken, die man sicb nacb Gefallen auswablen 
kann und die sicb in einem beliebigen Reductionspunkt 0 treffen, 
zusammen mit drei Paaren reduciren lassen, die man i, Jf, N 
nennen Vaun und die um diese Axen wirken. Eine einfacbere Dar- 
stellung ergibt sicb dann, deim es wird bewiesen, dass sich diese 
Krafte und Paare auf eine einzebie Kraft, die man B nennen kann, 
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uiid mi Paar (r reduciroii lassen, welches um die WirkuBgslinie you 
It wirkt. I)J<i.se Wirkuugslinie von B heisst die Centralaze. Es gibt 
iiur eiiui eiiicin gogehenen Krliftesystem entsprechende Aze. Eine solclie 
Darstellung eiiies gegebeiien Ki*aftesvsteins hat man Dynanie genannt. 
Zielit man oiiie Oerade AJU parallel zur Ceiitralaxe und im Abstand c 
von ihr, &r) kann man Ji, statt liings der Centralaxe^ an A langs AB an- 
givilen lasseiij woiin man nur eiu neues Paai* einfuhrt, dessen Moment 
lie irft. Combinirt niau es mit dem Paar Gr, so erhalt man fiir den 
neum IJeductiouspuiikt A (‘in neues Paar G' = ]/Cr" + wahrend 

die Kraft diesell>e bleibt wie vorher. Das Paar G' ist eiu Minimum, 
wonn c = 0 ist, d h. wenn AB mit der Centralaxe zusammenSUt. 
Ximmt man die Momeiite um AB, so sieht man, dass das Moment 
der Kriifte um jede zur Centralaxe parallele Grerade dasselbe und dem 
Minimalpaar gleich ist. 

Auf dieselbe Art, auf welche diese Kesultate erhalten wurden, 
kommt man zu den folgenden Satzen. Die augenblickliche Bewegung 
liis'^fc sich auf die Translationsgeschwindigkeit nines beliebig wahlbaren 
Peduetionspuuktes und eine Wiiikelgeschwindigkeit um eine Axe dnrch 
dier»eu Puukt zuruckfuhreu, Diese werden dann auf eine Winkel- 
geschwuidigkeit, die man SI nennen kann, um eine Axe, Centralaxe 
genuimt, und eine Translationsgeschwindigkeit langs dieser Axe, die 
man V nennen kann, reducirt, Dieser Darstellung der Bewegung hat 
man den Namen SrhmuheAiheiirtjmg gegeben. Zieht man eine Gerade 
AB parallel zur Centralaxe, so kann man SI statt um die Centralaxe 
um AB wirkoii lassen, wenn man nur eine neue Translationsgeschwin- 
digkeit einfiilirt, welche durch Slo dargestellt wird. Combinirt man 
sie mit V, so crhiilt man fiir den neuen Reductionspunkt A, welcher 
jeder Puiikt auf AB sein kann, eine neue Translationsgeschwindigkeit 
V = yV^ + (rSlr, wulirend die Winkelgescliwindigkeit dieselbe bleibt, 
wie vorlier. Die Translationsgeschwindigkeit F' wird zum Minimum 
fiir a = d. h., wenn AB mit der Centralaxe zusammenfallt. Man 
sieht, dass die Componente der Translationsgeschwindigkeit irgend 
eiiies Punktes A in der Richtung von AB, d. h. pai-allel der Central- 
axe immer dieselbe bleibt und der Minimaltranslationsgeschwindigkeit 
gleich ist. 

Die meisten von diesen Satzen gelten auch fur eiidliche Botationen, 
wie schon in den §§219 his 228 nachgewiesen wurde. 

§ 237. Eine andre Darstellung, die von Nutzen ist, erhalt man 
aus dem folgenden Satz. Ein Ei^ftesystem kann durch eine Kraft F, 
die langs einer beliebig wahlbaren Geraden wirkt und eine andre Kraft 
F' ersetzt werden, die langs einer andem Geraden wirkt und die erste 
Kraft im Allgemeinen nicht schneidet, Sie heissen conjugirte Kriifte, 
Der kiirzeste Abstand zwischen ihnen schneidet, wie die Statik zeigt, 
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die Centralaxe rechtwinklig. Die Richtungen und Grossen cler Eiafte 
Fj JP' sind derart, dass R ilire Resnltante sein wiirde, wenn man sie 
parallel zu sich selbst so verpflanzen wilrde, dass sle die Centralaxe 
schneiden. Wenn 0 den Winkel zwiscken deu Richtungen der Krafte 
F, F' und a ihren kiirzesten Abstand bezeichnet, so ist, wie bekannt, 
FF'asinO— GR. Wenn die Trillkurlicli wiihlbare Wirkungslinie 
von F derart ist, dass das Moment der Krafte um sie Null ist^ so 
wirken sowohl F als F' langs dieser Linie in entgegengesetzten 
Richtungen und beide sind unendlich gross. 

Mit Hiilfe der Analogic erhalt man die entsprechenden Satze fiir 
die Bewegung der Korper. Jede Bewegung lasst sich durch zv^ei 
Winkelgeschwindigkeiten darstellen, die eine cj um eine Axe^ die Trir 
nach Belieben wahlen konnen, die andre a um eine Axe^ die im AU- 
gemeinen die erste Axe nicht schneidet. Sie heissen conjugvie Ancen. 
Ihr kurzester Abstand schneidet die Centralaxe rechtwinklig. Diese 
Winkelgeschwindigkeiten sind derart, dass SI ihre Resultante sein 
wiirde, wenn ihre Axen parallel zu ihren wirklichen Lagen so verlegt 
wiirden, dass sie die Centralaxe schneiden. 1st 0 der Winkel zwischen 
den Axen von co, o' und a ihr kurzester Abstand, so ist oo'asinS = VSi. 
1st die wiUkiihrlich wahlbare Axe von o derart, dass die Componente 
der Geschwindigkeit eines jeden Punktes der Axe in ihrer Richtung 
Null ist (§ 137), so haben die Winkelgeschwindigkeiten o, o' eine 
gemeinschaftliche Axe, entgegengesetzte Voraeichen und sind un- 
endlich gross. 

§ 238. Die Geschwindigkeit der Punkte. Die Bewegung eines 
Korpers wahrend der Zeit dt kann, wie in § 219 erklart wurde, durch 
die Translationsgeschwindigkeit eines Reductionspunktes 0 und eine 
Winkelgeschwindigkeit um eine durch 0 gehende Axe dargestellt 
werden. Wir woUen drei rechtwinklige Axen Ox, Oy, Oz wahlen, 
die dem specieUen Zweck, den wir im Auge haben, am besten dienen. 
Diese Axen schneiden sich in 0 und bewegen sich mit 0, wobei sie 
ihre Richtung im Raum unver^dert beibehalten. w, v, w seien die 
Componenten der Translationsgeschwindigkeit von 0 langs dieser Axen 
und 0 ;c, Oy, o- die Componenten der Winkelgeschwindigkeit. Die 
Winkelgeschwindigkeiten soUen positiv angenommen werden, wenn sie 
denselben Weg mn die Axen nehmen, wie die positiven Paare in der 
Statik. So gehen die positiven Richtungen von Oa-, o^, o^ bez. von y 
nach z, von z nach x, von x nach y. 

Die gauze Bewegung des Korpers wahrend der Zeit dt ist be- 
kannt, wenn diese sechs Grossen u, v, w, Oa., o^, cOs gegeben sind. 
Man kann diese sechs Grossen die Componenten der Bewegung nennen. 
Wir wollen nun zusehen, wie man die Bewegung eines Punktes P findet, 
dessen Coordinaten x, y, z sind. 

Suchen wir die Geschwindigkeit von P parallel zur z-Ajxe. PN sei 
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die r-roordiiiate uiid PM ein Loth auf Ox, Die Rotation nm Ox er- 
theilt P ortenhar die Gescliwiiidigkeit a)j;PM. Ihre Componente langs 

KP ist cOj;PM sin NPM = . 

Ehenso ist die Componente in Folge 
i der Rotation um Oy gleich — coyX 

^ und die in Folge der Rotation um Os 

\ Null. Addii-t man die Translations- 




geschwindigkeit tv des Coordinaten- 
anfangs, so erhalt man fiir die gan7:e 
Greschwindigkeit vonP parallel zu Oz 

w = U' + GJxy — iXiijX 

und ahnlich die Greschwindigkeiten 
pai*allel den andem Axen 

li == -f 


V = r -f” co,x — 


§ 1:^39. Es ist manchmal ndtliig, die Darstellimg einer gegebenen 
Bewegiuig von einem Reductionspunkt auf einen andern zu ubertragen. 
Die 0 bigen Formeln setzen uns dazu in den Stand. Nehmen wir z. B. 
an, unser neuer Reductionspunkt liege im Punkt 0' und die Axen fiir 
O' seien denen fiir 0 parallel. ij, g) seien die Coordinaten von 0' 
und Vy tv'y 0xf coyy o/ die Trandations- und Winkelcomponenten 
der Bewegung fiir den Reductionspimkt O'. Wir haben nun zwei 
DarsteUungen derselben Bewegung, sie miissen fiir die Translations- 
geschwindigkeiten des Punktes P dasselbe Eesultat geben. Daher gilt 

u + — G3,y = u + G)y{s — t) — — 7l)y 

V + (0,x — (OxZ = v' + coS (ir — §) — ©/ {s — g), 

w + cjxy — C3yx = to' + cox {y—n)— — I) 

lur alle Wertlie von Xy tjy p. 

Diese Gfleichungen liefern cox = ©a-, o/ = coy, coj = o-, so dass 
also lur jeden Reductionsi^unkt, den man walilen moge, die Winkel- 
geschwindigkeit nach Richtung und Grosse dieselbe bleibt. Siehe § 221. 
Man sieht auch, dass die Ausdritcke fiir u'y v', w' denen in § 238 analog 
Bind, wie zu erwarfcen war. 

Man vergleiche damit die entspreehenden Formeln der Statik. 
Hind alle Krafte eines Systems drei Kraften X, Yj Z, die an einem 
Reductionspunkt langs dreier recbtwinkliger Axen wirken, zusammen 
mit drei Paaren um diese Axen Equivalent, so sind, wie wir wissen, 
die entspreehenden Krafte und Paare fiir einen andem Reductions- 
punkt I, j?, t 

x' = Xy r = X + re — Zt?, 

Y=Yy zg — xty 

z =Zy N'^N-^^Xn— Yl. 
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§ 240. Die aquivalente Schranbenbewegiing zu finden. TFe>i« die 
Bewegung durch die Translationsgeschtvindiglceite)i (itj Vj w) eines Beductions- 
punlctes 0 und die WinhelgeschivindigJceiteii {(Ox, gegeien ist, die 

Centralaxe, die TranslationsgeschwMig'keit langs derselben imd die Winlzel- 
gescfnohidiglceit um sie^ d. h. die aquivalente Schraiibenhewegiing m finden. 

Wahlt man irgend einen Punkt P auf der Centralaxe zum Re- 
ductionspunkt, so sind die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
dieselben wie fiir den Reductionspunkt 0. Ist £l die Resultante der 
Winkelgeschwindigkeiten co*, Oy, (§ 233), so sind 

1) Die Richtungscosinusse der Centralaxe 

= cos/3 = ^, C0S}' = J. 

2) Die Winkelgesck-windigkeit um die Centralaxe = SI. 

3) Die Componente der Geschwindigkeit eines jeden Punktes in 
einer zur Centralaxe parallelen Richtimg ist dieselbe und derjenigen 
langs der Centralaxe gleicb. Siehe § 222 oder § 236. Ist daher 
V die Translationsgeschwindigkeit langs der Centralaxe, so hat man 

7" = M cos a + «; cos j3 + ^ cos y, 

also 

VSl = liG3x + 

4) {Xy yy z) seien die Coordinaten von P, d. h. eines Pimktes 
der Centralaxe. Die Translationsgeschwindigkeit von P findet dann 
langs der Centralaxe statt; daher ist 

u + 0)^2? — co^y V + ^ "f" ^xy — 

CO €0 (D 

X y z 

Dies sind mithin die Gleichungen der Centralaxe. 

Multiplicirt man den Zahler und Nenner eines jeden dieser Bruche 
bez. mit coxj (Oy, gjz ™<i addirt sie, so ergibt sich jeder Bruch 

uco^ + voOy + w(o^ y 

Dieses Verhaltniss heisst der Pfeil der Schravbe, 

§ 241. Die Invarianten. Aus (3) folgt, dass for jeden Reductions- 
punkt, den man wahlen mag und fiir jede Richtung der Axen die 
Grosse I = uox vcoy WG)x invariabel und gleich ist. Diese 
Grosse kann man daher die Invariante der Componenten nennen. Die 
resultirende Winkelgeschwindigkeit ist ebenfalls invariabel und mag 
die Invariante der Botation heissen. 

Ist die Bewegung derart, dass die erste der Invarianten Null wird, so 
muss entweder V= 0 oder = 0 sein. Es ist dies daher die Bedingungy 
tmter welcher die Bewegtmg entweder erne einfache Translation oder erne 
emfache Botation ist. SoU die Bewegung einer eiofachen Rotation aqui- 
valent sein, so dOrfen ausserdem Oy, cd, nicht sammtlich Null sein. 
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Die eiitsprechendelurariante inderStatik ist LX-\-MY-\-NZ=GB. 
Verschwiiiflet sie, so sind die Kriifte enfcweder einer einzelnen resul- 
tirenden Kraft oder einem einzelnen Paar aquivalent. 

1. Man sucln^ tlio Tn^ariantcn/ undil von(l) zweiWmkelgescliwindig- 
kfMt^'n w, o)\ fiii Tranftlationsge'?ch\vin<ligkeitcn i*, v\ {^) einer Winkel- 

gt^hi'hwiiuligkLdf ta imd einisr Tran'^Iationsgeschwindigkeit r. Die Rcsultate sind 

^1' l~ coa r :^inO , I'J) / = 0, J = <oucos0, 

ifl® =:r 03* -|- to'® -|- Saco' eos 6 , ^ = 0, ii = a3, 

wol^ei 0 d("r \Vink(‘l zwischen (k'n Axen dt‘r (jc«chwindigkeiten nnd r der kiirzeste 
Abstand ir^l Um dun zii fiihren, wahle man pa^sende Axen und driicke 

die Wertke der seeks Component en r, w, co^, co, fin* den Coordinaten- 

anfang als Ileduetionsimukt naeh den 238, 2539 aus [>er Wei-tk von I folgt 
ans seiner Definition Man nekme kier r ziir a:-^Axe und die Axe von oj zu der- 
jenigen der j Das Result at (2^ orgikfc sick durck Zusammensetzung der Ge- 
^chwmdigkeitf'n 

Beisji. 2 Du* Invanante / riner beliebigen Anzakl von Winkelgesck-wandig- 
keiten to^ , o)«, ete und von Tranalation^geseliwmdigkeilen r, , r, , etc ist die 
•Summe der einzelnen Invarianten d«*i zu jo zwei zusummengenommenen Ge- 
-ck'windigkeiten oder in algebraiscln.T Form 

I = 2co c cos (p + Z(o co'r sin 6 , 

worin tp don Winkel zwisohen dor Richtung von v und der Axe von co, 6 den 
Winkel zwischen den Axen von cb, w und r den kiirzesten Abstand bedeutet 

Bei dem Boweis beackte man, dass jede der seeks Bewegungseomponenten 
eine lineare Function von Oj, «j, etc ; Cg, etc. ist. Die Invariante I ist daker 
cine quadratische Function von der Form 

7^ Aj j ojj *-j- Aj j co^ cog efco ooj ^'2 “f" ^11 ^12 '*'’1 ”1" 

worin die Coofficienten von der Grosse von ouj , Wg , etc. , i\ , t'g , etc nickt abhangig 
sind. Sotzt man alio Gosekwindigkeiten jedesmal mit Ausnaknie einer einzigen 
gloich Null, so ergibt sick = 0 , Ajg 0 , etc , Cjj = 0 , etc Setzt man dann 
alio Gosekwindigkeiten jodesmal mit Ausnahme von zw'eien gleick Null und ver- 
gleioht die Resultato mit den in Beisp 1 gegebenen, so findet man, dass die 
librigen Ooeffioienten die oben angegebenen Werthe haben. 

Beisp 3 Die Invariante I zweier Schraubenbewegungen (oj, c), (co\ y') ist 
/=: 03 r -|- £b' y _j- (^ 0 ij' (o' v) cos 0 -f CO©' r sin d . 

Um es zu bewoisen, addire man die seebs Invarianten der \ier GrSssen ©, v, 
ai\ r', je zwei zusammengenommen. 

§ 242 . Es Jeann die Aufgabe gesieUt werdm^ die Rotationsaxe m 
fxnden^ wnin die Beivegiuig einer emfaclien Botation dquivalent ist Sie 
ist aber ofFenbar die Centralaxe unter anderem Namen und sebon oben 
gefunden worden. 

§ 243 . Mne Schraubenbewegung Jemn so mf mei verschiedene Jrtm 
gegeben sein. Es konnen die seebs Componenten der Bewegung, die 
wir (u, V, tCf Ox; (Oy, Gjg) genannt baben und die aucb Ton dem 
zur Reduction gewahlten Punkt abbangen, oder die Grieiebungen der 
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Centralase, die Geschwindigkeit Flangs ilir und die Winkelgeschwindig- 
keit SI urn sie gegeben sein. 

In dem letzteren Fall ist ein Uebereinkommen notbig^ um Ver- 
■wecbselungen in Bezug auf die Ricbtung der Geschwindigkeiten V 
und SI zu vermeiden. Die eine Richtung der Axe heisst die positive^ 
die entgegengesetzte die negative Richtung. V ist dann positiv, wenn 
es eine Geschwindigkeit in der positiven Richtung mittheilt und ebenso 
SI positiv, wenn einer Person, die nait ihrem Riicken so auf der Axe 
liegt, dass die positive Richtung von ihren Pussen nach dem Kopf 
geht, die Rotation in der Richtung der Zeiger einer XJhr erscheint. 
Dies ist selbstverstandlich nur die gewohnliche Definition eines posi- 
tiven Paares, wie sie in der Statik gegeben wird. Siehe § 231. 

Die Methode, die positive Richtung der Axe zu bestimmen, ist 
leicht verstandlich, wenn auch etwas umstandlich zu erklaren. Um 
den Coordinatenanfang als Centrum beschreibe man mit dem Radius 
gleich der Einheit eine Kugel und lasse sie von den positiven Richtungen 
der Axen in x, y, z getrofifen werden. Eine zur Centralaxe Parallele, 
die durch den Coordinatenanfang geht, schneide die Kugel in L und U. 
Die Richtungscosinusse der Axe seien gegeben, sagen wir, Z, n. 
Dann sind (?, m, die Cosinusse gewisser auf der Kugel gezogener 
Bogen, die bei x^ j/, z beginnen und z. B. bei L endigen, w*ahrend 
( — ly — m, — n) ^e Cosinusse der Supplementbogen sind, die an 
denselben Punkten Xy y, z beginnen und bei L' endigen. OL ist 
dann die positive und OL die negative Richtung der Axe. 

§ 244. Lie Lage der Centralaxey die TranslatmisgeschwMigJceit 
Idngs derseTben mid die WinJcelgeschwindiglceit iim sie sind gegeben; man 
soU die Componmiten der Bewegmig finde^i, we>in der Coordinatenanfang 
zum Beductionspunlct gemmmen wird- 

Dies ist oflFenbar die umgekehrte Aufgabe, wie die eben be- 
sprochene. Die Gleichung der Centralaxe sei 

— f ^ y — g ^ h 

I 1)1 n ^ 

worin Q,mn) die Richtungscosinusse der Axe sind. V sei die Trans- 
lations-, SI die Winkelgeschwindigkeit. 

Wfirde {fgli) zum Reductionspunkt genommen, so waren die 
Componenten der Translationsgeschwindigkeit IVy mV, nV und die 
Componenten der Winkelgeschwindigkeit ISl, mSly nSl- Daher sind 
nach § 238, wenn man — /*, — g, — h statt Xy y, z setzt, die Compo- 
nenten der Bewegung fur den Coordinatenanfang als Reductionspunkt 

u = lV — Si(mh — ng)y co* = Zifi, 

D =mV — Sl(nf — IK) y Wy—mSly 

w=nV—Sl(lg — mf)y Wg—nSl- 
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§ 245. Znsammeusetzuiig nnd Zerlegung von Schranbenbewegnngen. 

Geyehen $ind zivei Scliraiibenlewegungen; man soli sie in eine eimelne 
Scliranlenheimjnng misarnmnsetMi nnd iimgeliehrt^ tvenn eine Scliraulen- 
heicegung gegelen ist^ sie in met serlegen, 

111 dem ersien Fall wiilile man einen passenden Reductionspuiikt 
und geeignete Axen. Nacli § 244 findet man die sechs Bewegungs- 
componenten jeder Schranbenbewegung fur diesen Eeductionspunkt. 
Addirt man sie zu je zweien, so ergeben sich die sects Componenten 
der resultirenden Schranbenbewegung und schliesslicb aus § 240 die 
Centralaxe, die Translations- und Winkelgeschwindigkeit der Schrauben- 
bewegung. 

Umgekehrt lasst sich eine gegebene Schraubenbewegung auf un- 
endlich viele Arten in zwei Sehraubenbewegungen zerlegen. Da eine 
Schranbenbewegung durch sects Componenten fiir irgend einen Re- 
ductionspunkt dargesteUfc wird, so haben war bei den beiden Schrauben 
zwolf Grrdssen zur Verfiigung, von denen sects erforderlich sind, urn 
die beiden Schraubenbewegungen der gegebenen Equivalent zu machen. 
Es steht daher in unserm Belieben, wie wir die sects iibrigen Grossen 
wahlen woUen. 

So kann man als eine Schraubenaxe eine beliebige gegebene Linie 
wahlen mit irgend einer Translationsgeschwindigkeit langs derselben 
und einer wiRk^trlicten Winkelgeschwindigkeit um sie. Die andre 
Schranbenbewegung findet man dann durch Dmdrehung dieser an- 
genommenen und die Verbindung der so geanderten mit der ge- 
gebenen Bewegung. Dieser zusammengesetzten Bewegung ist die zweite 
Schraubenbewegung alsdann aquivalent. 

Oder man kann die Bewegung durch zwei Schraubenbewegungen 
darstellen, deren Pfeilo Null sind, wobei dann noct die Axe der einen 
willkiihrlict wahlbar bleibt. Dies sind die conjugirten Axen, von 
denen in § 237 die Rede war. 

Die folgcntle Art, zirei Schraubenbewegungen ausammenzusetzen, empfieJilt sich, 
wenn der Mirzcste Abstand zwischen ihr&n Awen der Lage und Grosse nach he- 
kannt ist 

(ofl, tj), (o', mogen die Winkel- und Translationsgeschwindigkeiten der 
beiden gegebenen. (il, <ler resultirenden Schraubenbewegung sein. Durch Gleich- 
setzung der Invarianten (§ 241) ergibt sich 

ii CO r + co'-w' -f- (mv + o v) cos 6 oato rsin.6 
ssss < 0 * -|- ©'* 4" 200 0 )' cos 6 , 

worm $ die Keigung der Axen und r ihr kurzester Abstand ist. Aus diesen 
Gleichungen Jolgt SI und V, 

Wir wollen zunachst zeigen, dass die Axe der resultirenden Schrauben- 
heicegung dm Mrzesten Abstand A A' der Axen der gegebenen Schrauben recht- 
winkhg sehneidet. Da die Centralaxe der auf irgend einen Reductionspunkt uber- 
tragenen Resultonten von co, oo' parallel ist, so muss diese Axe auf A A' senkrecht 
stehen. Da femer AA* die Axen der beiden gegebenen Schrauben rechtwinklig 
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scbneidet, so ist die Componente der Gescb-windiglieit ernes jedenPunktesYon-U.' lings 
AA Null und weil AA senkrecht anf der Centralaxe der resultirenden Sckraube stebt, 

so muss es aucb diese Ase scbneiden 
Schliesalicb wollen wir zeigen, dass 
der Ahstand | der Centrdlaxe der heiden 
Schrauhenheicegungen W7i dem Mittel- 
punkt G des kurzesten Ahstandes durch 

I = Y ^ 


r 


A 


/}^ *// _ _ 

z 

! 7 

/ \ 

1 

1 





gegehen ist, wdbet die positive Bicktung 
von I 72 ach der Axe von co hmgeJit 
Cri sei ein Lotb auf die A A und die gesucbte Centralaxe Oz enthaltende Ebene 
Setzt man die Componente der Geschwindigkeit von C lings Gtj m Folge der 
beiden Scbranbenbewegungen deijenigen^ welcbe die Folge der resultirenden 
Scbraubenbewegung ist, gleicb, so erbilt man 

— = V sin y — i) sin / — 4" ^^9 7 H” V /, 


worin y, y die Winkel sind, welcbe die Axen AF, A F' der gegebenen Scbrauben 
mit der Centralaxe Oz macben, Durcb Zerlegung ergibt sicb 

iJl sin y = o' sin 0 , SI cos y = o + ^ j 

SI sin y'= o sin 6 , SI cos y = oi-j- oo cos $ 

und endlicb durcb Substitution der Wertbe von y, y das obige Besultat. 


§ 246 Beispiele. Beisp 1 Der Ort der Punkte eines sicb um einen festen 
Punkt bewegenden Kdrpers, welcbe in irgend einem Moment dieselbe resultirende 
Geschwindigkeit haben, ist ein Kreiscylmder. 

Beisp. 2 Von einem festen Punkt 0 werden Radienvectoren gezogen, die 
der Ricbtung und GrSsse nacb die Gescbwindigkeiten aller Punkte ernes in Be- 
wegung befindlicben starren KQrpers darstellen; man beweise, dass die Endpunkte 
dieser Radienvectoren in irgend einem Augenblick in einer Ebene begen 

[Coll, Exam.] 

Diese Ebene stebt offenbar senkrecbt auf der Centralaxe und ihr Abstand 
von 0 misst die Geschwindigkeit l§jigs dieser Axe. § 228, Beisp. 1 

Beisp. 3. Der Ort der Tangenten an die Bahnen der verscbiedenen Punkte 
derselben Geraden bei der Momentanbewegung eines KSrpers ist ein byperbolisches 
Paraboloid. 

AB sei die gegebene Gerade, CD die zu ibr conjugirte Die Punkte von 
AB dreben sicb um CD und daher gehen die Tangenten silmmtlicb durcb zwei 
Gerade, namlich durch AB und seine folgende Lage A' B' und sind aucb sa.mmt- 
licb einer Ebene parallel, die senkrecbt auf CD stebt. 

Beisp. 4. Ein KSrper unterliege einem Zwang, der zwei Bewegungen A und 
B zulS.sst, von denen jede durch eine Scbraubenbewegung dargestellt werden 
kann und m, m' seien die Pfeile der Scbrauben. Der K6rper muss dann eine 
Scbraubenbewegung zulassen, die aus unbegrenzt kleinen Rotationen a>dt, oa'dt 
um die Axen dieser Scbrauben zusammengesetzt ist, die selbstverstandlicb von 
den Translationen mmdt^ w! ca dt begleitet sind. Man beweise, (1) dass der Ort 
der Axen aller dieser Scbrauben die Flacbe + ist. (2) Wenn 

dem KSiper eine Scbraubenbewegung langs einer Erzeugenden dieser PlS.cbe 
mitgetbeilt wird, so ist ibr Pfeil <7 + a cos 20, worin c eine Constante ist, 
die fur alle Erzeugungenden dieselbe bleibt und B den Winkel zwiscben der 
Erzeugenden und der o-Axe bedeutet. (3) Die Grdsse und Lage der Flaobe 
werde so gew^blt, dass die beiden gegebenen Scbrauben A und B mit ibrem 
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riehtigcn Pfeil auf dor Fl'icho liegen; man zeige, class nur eine Flache gezogen 
werdtin kann, die zwtii gegebene Schrauben enthiilt. (4) Xunmt man irgend drei 
Schrauben der Flacbe und vemickt einen Korper derai-t, dass man ihn langs jeder 
pinen kl^inen Winkel beschreiben laHbt, der dem Sinus desWinkels zwiscben den 
beiden andorn proportional ist, so uimmt der Kdqier nach der letzten Verruckung 
wu'der dieselbe Lage ein, die er vor der ersten batte 

Ditve Fliiche bat Sir R Ball, dem man die obigen vier Siltze verdankt, 
Cijihiilroid geuannt. 

Beitjp 5 Eine Moment anbowegung ist dureli die Translationsgesehwindig- 
keit»*n (?c, r, iv) langrf der Coordinatenaxen und die Wmkelgescbwindigkeiten 
I oj^ , , 00 ,^ urn sie gegebon Man soil sie durch zwei conjugirte Winkel- 

gesch-windigkeiten darstellen, von denen eine um die willkurlicbe G-erade 

'HLZlX — = ^ stattfindet 

I m n 

1st die "Winkelgescbwindigkeit um die gegebene Axe, so bat man 


110)^ + z-'cOy 4 “ 

a 


= lu 4 - znv 4 " — 


f, g, A 


? , , n 

worin (l^ ???, n) die augenblickliehen Richtungscosinusse sind 
Die Gleichungen fiii' die conjugirte Axe sind 




z 



y^ 




CO. 





u 

w , 

n 


f. 

9^ 

h 


(/’— £t?)M + (s—y)^+ (h—z)w. 


Diese allgemeinen Gleicbungen vereinfachen sich, wenn die apeciellen Um- 
fitdnd<‘ des Problems es erlauben, die Coordinatenaxen so zu wilblen, dass einige 
Confitanten Kull werden So ist z. B., wenn man die Centralaxe der Momentan- 
bewegung zur rf-Axe und <len kurzesten Abstand zwischen ibr und der gegebenen 
Gpraden zur a?- Axe nimmt , Wi=:0, ti = 0, a)^ = 0, 0 ^ = 0; 7t = (> und 

I sss 0 

Die erste Gleicbung erbalt man anf die in § 245 angegebene Art. Man drebe 
SI um und verbinde es mit der g-egebenen Bewegung; die Invariante dieser zn- 
sainmengesetzten Bewegung verscLwindet alsdann Hat man die Winkelgescbwindig- 
keit St auf <liese Weise gefunden, so ist die conjugirte Axe die Centralaxe der 
zusammengesetzten Bewegung und -wird wle in § 245 ermittelt. Soli aber die con- 
jugirte Axe iinabhiingig yon St gefunden werden, so kann man die zweite und 
dntte Gleicbung benutzen. 

Die zweite Gleicbung ergibt sich daraus, dass die Bewegimgsrichtung eines 
Punktes der eonjugirten senkreebt zur gegebenen Axe ist. 

Die dritte lasst sich daraus ableiten, dass die Bewegungariebtung aucb senk- 
recht auf der Geraden stebt, die den Punkt mit (/“, h) yerbindet. 

Diese Resultate gelten scheinbar niebt, wenn die gegebene Bewegung und 
die gegebene Axe derart sind, dass das aus der ersten Gleicbung gefundene St 
nnendlicb gross wird 

Es ist dies jedocb nnr ein Grenzfall Man siebt leicht, dass sowobl der 
zweiten als der dritten Gleicbung geniigt wird, wenn man x = f -j- It, y = g-\-mt, 
aubstituirt, d. h, die conjugirte Axe t^Ut mit der gegebenen zusammen. 
Wenn St’ die Wmkelgeschwindigkeit um die conjugirte Axe bezeiebnet, so sind St 
und St' zusammen der resnltirenden Winkelgescbwindigkeit der gegebenen Be- 
wegung aquivalent; daraus folgt, dass St' ebenfalls unendlicb gross ist. In diesem 
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Grenzfall wird also die Bewegung durcb zwei unendlicb grosse entgegengesetzte 
Winkelgeschwindigkeiten um zwei zusammenfallende Asen dargestellt 

Ein anderer Grenzfall ist der, in dem die gegebene Axe der Central axe der 
gegebenen Bewegung parallel und die Invanante der Bewegiing nicht Null ist 
Alsdann sind Z, w, n proportional co^, co^, o). und die zweite Gleicbung stellt 
cine Ebene im Unendlichen vor. Die conjugirte Axe liegt daber im Unendlichen 
und die Winkelgeschwindigkeit um sie ist Null, 

Nock ein dritter Grenzfall existirt, wenn namlicb die Invariante der ge- 
gebenen Bewegung Null ist Ist die gegebene Bewegimg eine einfacbe Rotation 
um eine Axe, sagen wir Ojsf, und ist die gegebene Axe nicht parallel Os und 
schneidet es auch nicht, so ist iSl == 0 und die conjugirte Axe fallt mit Os zu- 
sammen. Ist die gegebene Axe parallel Os oder schneidet es , so kann Si jeden 
Werth haben und die conjugirte Axe ist die resultirende Axe der gegebenen Ro- 
tation und des umgedrehten Si 

Ist die gegebene Bewegung eine einfache Translation parallel einer Axe Os 
und steht die gegebene Axe nicht senkrecht auf Os^ so ist .Q = 0 und Hegt die 
conjugirte Axe im Unendlichen. Steht dagegen die gegebene Axe senkrecht auf 
Os, so kann SI jeden Werth haben und die conjugii*te Axe findet man wie zuvor^ 
siehe § 234 

Bei der analytischen Behandlung dieser Grenzfalle wird es gut sein, die Axen 
so zu wahlen, dass die oben angegebenen Vereinfachungen eintreten kSnnen. 

Beisp. 6. Steht die eine conjugirte Axe einer Momentanbewegung senkrecht 
auf der Centralaxe, so schneidet die andere sie und umgekehrt. Lauft die eine 
conjugirte Axe der Centralaxe parallel, so liegt die andere in unendlich grosser 
Entfemung und umgekehrt. 

Beisp. 7 Ein Koi-per wird von irgend einer Lage im Raum in irgend eine 
andere bewegt und jeder Punkt des Korpers in der ersten Lage mit demselben 
Punkt in der zweiten Lage verbunden Alle so gefundenen Geraden, welche durch 
einen gegebenen Punkt gehen, bilden einen Kegel zweiten Grades Femer bilden 
die Mittelpunkte aller dieser Linien einen Korper, der im Stande ist, eine unend- 
lich kleine Bewegung zu machen und zwar jeder Punkt 1 sings der Linie, auf 
welcher er liegt. Cayley’s Beport to the British Assoc., 1862. 

§ 247 Charakteristik und Focus. Wenn die Momentanbewegung eines 
KSrpers durch zwei conjugirte Rotationen um zwei zu einander rechtwinklige Axen 
dargestellt wird, so kann man durch jede Axe eine Ebene legen, die auf der 
andem senkrecht steht. Die in der Ebene liegende Axe nennt man die Chardkte- 
ristik dieser Ebene und die zu der Ebene senkrechte Axe schneidet sie in ihrem 
Focus. Die beiden Namen ruhren von Chasles her, Gmnptes Bendus, 1843. 
Auch von den folgenden Beispielen sind einige von ihm, jedoch ohne Beweise. 

Beisp. 1. Man zeige, dass jede Ebene eine Charakteristik und einen Focus hat. 

Die Centralaxe schneide die Ebene in 0. Man nehme die Componenten der 
Translations- und Winkelgeschwindigkeit in den beiden Richtungen Ox, Os, von 
denen die erste in der Ebene liegt und die zweite senkrecht auf ihr steht Die 
Translationen l2ngs Ox, Os kann man entfemen, wenn man die Rotationsaxen 
parallel zu sich selbst nach § 234 versehiebt. Auf diese Art wird die Bewegung 
durch eine Rotation um eine in der Ebene liegende Axe und eine zweite um eine 
Axe, die senkrecht zu ihr ist, dargestellt. Es folgt daraus auch, dass die Cha- 
rakteristik einer Ebene der Projection der Centralaxe anf sie parallel ist. 

Beisp, 2. Wenn eine Ebene in dem KSrper festliegt und sich mit dem 
KSrper bewegt, so schneidet sie ihre folgende Lage in ihrer Charakteristik. Die 
Componente der GeschwindJgkeit eines Punktes P der Ebene senkrecht zur Ebene 
ist seinem Abstand von der Charakteristik proportional und die in der Ebene 
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liegende Oomponente ist dem Ab.stand vom Focus proportional und steht senk- 
recht auf dioncm Abstand. 

Beisp. 3 "Wonn zwei conjugirto Axen eine Ebene in F und G sclineiden, 
ao gclit FG durch den Focus. Weun feraer zwei conjugirte Axen auf eine Ebene 
projicirt werden, fo treffen sie sich in der Charakteristik der Ebene 

Beisp. 4 Wenii sicb zwei Axon C3I, ON im Funkt C schneiden, so liegen 
ilire conjugirton Axen in eiiier Ebene, deren Focus C ist und trejffen sick in dem 
Focus der Ebene CMN. 

Es folgt dies daraus, dass die Bewegungsrichtung eines jeden Punktes einer 
(jreraden, die eine Axe schneidet, nur dann senkrecLt zur Geraden ist, wenn sie 
aucb die conjugirte Axe trifi't 

Beisp. 6 Sind zwei beliebige Axen und ibro conjugirten Axen gegeben, so 
liegen die vier Geraden auf demselben Hyperboloid 

Beisp G. Die Momentanbewegung eines Kurpers ist durcb die Translations- 
und Winkelgeschwindigkeiten r, «?), (©i, ©j) gegeben; man beweise, dass 

die Cbarakterintik der Ebene 

A.r + Bi/+ Cz -f i) = 0 
die DurcbFchuittslmie derselben mit der Ebene 


A\ii + at^z — ©sy) + ^ + ©1^ — ©8^) = 0 


isl und dass sich ihr Focus aus 
-f m^y _ 

ergibt 


r + a? — ©1 rr m? + ®i 2/ — ©2 ^ 
B C 


Denn die Charakteristik ist der Ort der Punkte, deren Bewegungsrichtungen 
senkrecht zur Nonnalen auf die Ebene sind und der Focus ist der Punkt, dessen 
Bewegungsrichtung senkrecht auf der Ebene steht. 

Was wird aus diesen Oleichungen, wenn die Centralaxe die z-Axe ist? 


Beisp 7. Der Ort der Charakteristiken der Ebenen, die durch eine gegebene 
(Jerade gehen, ist ein einschaliges Hyperboloid; dabei ist der kiirzeste Abstand 
zwischen der gcgebenen Geraden und der Centralaxe die Richtung eines Haupt- 
durchmebsers und die beiden andem Hauptdurchmesser halbiren den Winkel 
zwiachen der gegebenen Geraden und der Centralaxe und seinen Nebenwinkel. 
Man beweise auch, dass der Ort aller Foci der Ebenen die zur gegebenen Geraden 
conjugirte Axe ist. 

Beisp 8. Irgend eine Flache A liege in einem K5rper fest und bewege 
sich mit ihm; die Normalebenen auf die Bahnen aller ihrer Punkte bilden die 
Enveloppe einer zweiten Flache B, Man beweise, dass, wenn die Flache B in 
dem KOrjier festgelegt wird und sich mit ihm bewegt, die Normalebenen auf die 
Bahnen ihrer Punkte die Enveloppe der Flache A bilden, so dass also die 
Fl&chen A und B conjugirte Eigenschaften besitzen, indem jede Flache der Ort 
der Foci der Beruhrungsebenen an die andre ist. Man beweise, dass wenn die 
eine Flache eine Flache zweiten Grades ist, es dann auch die andre ist 


Sich bewegende Axen nnd die Biiler’sclien CHeichimgen. 

§ 248. In § 230 ist gezeigt worden, dass sich die in der Zeit dt er- 
folgende VenHekung eines Korpers, der sich um einen festen Puntfc 0 be- 
wegty durch Drehimg des Korpers umdrei Gerade OA^ OBy OG constmiren 
iSssty wohei der Korper gewisse Winkel ca^dt heschreiht. Ebenso 
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lasst sicli die Verriickung wahrend des nachsten Zeitintervalls fit da- 
durch darstellen, dass man den Korper um drei andre Grerade OA\ OB\ 
OC' rotiren und dabei gewisse andre Winkel w/dt be- 

schreiben lasst. Wenn die beiden Axensysteme unendlicli nabe bei- 
einander liegen nnd die Bewegung des Korpers stetig ist, so unter- 
scheiden sich die Winkelgescbwindigkeiten cd/, etc. ron co' etc. nur 
durch nnendlicb kleine Grossen. Die Bezugsaxen heissen in diesem 
Fall sicb bewegende Axen. Man beacbte, dass co^dt den Rotations- 
winkel nm O 0 nicht in Bezug auf die sich bewegende Ebene^ die OA 
und 00 enthalt, misst, sondern in Bezug auf eine im Raum fest- 
liegende Ebene, die durch die momentane Lage von OC geht. 


§ 249. Oxj Oyj Os seien die rechtwinkligen im Raum festliegenden 
Axen und cja., coy, die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
eines Korpers zur Zeit t, OA^ OB, OC seien drei rechtwinklige Axen, 
die sich um den festen Punkt 0 bewegen und CO 3 die Componenten 

der Winkelgeschwindigkeit desselben Korpers zur selben Zeit. Fallen 
die beiden Axensysteme der Lage nach zur Zeit t zusammen, so ist 
= Wx, cog “ ®!/? ^3 = 2 ;ur Zeit t dt haben sich aber die 
beiden Systeme getrennt und man kann nicht Danger behaupten, dass 
03 4” ^^3 = 0^5 + 

Wir woUen nun zeigen, dass bis auf kleine Grossen hoherer Ordnung 
dc3^ = dos ist, wmn die sicli bewegmden Axen im Korper festliegen. 
OR, OR' seien die resultirenden Rotationsaxen des Korpers zu den 
Zeiten t und t dt, d, h. eine Rotation Sldt um OR bringe den 
Korper in die Lage, in welcher OC mit O 0 zur Zeit t zusaramenfallt 
und eine weitere Rotation Sl'dt um OR' bringe den Korper in die 
benachbarte Lage zur Zeit t + dt, wahrend in demselben Zeitintervall 
dt sich OC in die Lage OC' bewegt. Mach der Definition des 
Differentialquotienten ist dann 



Sli* cos B'C' — SI cos It C 
dt 


T- Sl'eosKz — Slco^Bz 

_ = Lim. 

Die Winkel RC und Rz sind nach der Voraussetzung gleich. Da 
OC in dem Korper festliegt, so macht es wahrend der Drehung des 
Korpers um OR' einen constanten Winkel mit OR'\ daher sind auch 
die Winkel R'C' und R'z gleich. Mithin sind die Differentialquotienten 
ebenfalls gleich. 


§ 250. Der vorstehende Satz ist der specieUe Fall eines Funda- 
mentaltheorems der Theorie sich bewegender Axen. Das letztere all- 
gemeine Theorem gilt nicht nur fur Winhelgeschwindiglceiten, sondern fur 
jeden Vector oder jede Ridhtungsgrosse, die dem ParaUelogrammgesetz 
unterworfen ist. 


South, Dynamik. X. 
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Nacli §215 dreht sich das bewegliche Axensystem urn eine Mo- 
meiitanaxe mit f^iner W^inkcdgescliwmdigkeitj die 9 heissen mag. 

seien die Componenten von 0 um die Axen OA^ 
OB, OC. In der Figur stellt daim die 6e- 
j \ schwiudigkeit dai% mit welcher sich ein jeder 

/ ; \ Punkt des KreisLogens BC liings dieses Bogens 

Z) i Ijewegt, diejenige, mit welcher sicli ein Punkt 

! \ \ vou CA lilngs CA bewegt u. s. f. 

/ . \ Fj, r. und Vr, V„, V: seien die Compo- 

I . uenteu eines Vectors in Bezug aul* die beweglichen 
Axen OA, OB, OChez. auf die festen Axen Ox, 
Oy, Oz. a, y seien die Richtungswinkel von 
Oz gf‘gcn OA^ OB, 0 f- ; es i&t daim F*= cos a + Fq cos jS + Fg cos y imd 


cos « + cos /i + ^ cos y - Fj sin « ^ - n sin /3 If 

-Fssmyp- 

Fallfc die Axe Oz zur Zeit t mit 00 zusammen, so ist a==—jc, 
= y = Q und daher 

d*F| ____ d Vg p- d cc p- ^ 

dt dt ^ dt ^ dt 
dec 

ist aber die Winkelgeschwindigkeit; mit welcher sich die Axe OA 
von der momentan mit OC zusammenfallenden festliegenden Geraden 
Oz entfemt; es ist daher ^ = ^2 und ebenso ^ — — Of Man 
erhiilt mithin 


d\\ 

^cosy- 


Fj sin u ■ 


und ahniicli 




Fi 03+ F.^i, 


= ^^2 y Q V 0 

df dt ^ ^ 1 ^ 3 - 


1st der Vector F die resultirende Winkelgeschwindigkeit eines 
Korpers um die Momentanaxe (§233), so ist V^ = gj^, F2=G3g, Fg^cjg 
und Vx = cox, Vy = CDy, Vg = oj-. Es wird somit 

dcog . . ^ 

= 010^ +(0,0,. 

Liegen die beweglichen Axen im Korper fest, so hahen sie dieselbe 
Momentanaxe wie der Korper; es ist also 9 Si und daher auch 

doo 

9^—0^, flg = cjg. Daraus folgt dann sofort == 

§ 251, Wir wollen noch ein zweites Beispiel geben. x, y, 0 
seien die Coordinaten irgend eines Punktes G, z. B. des Schwerpunktes 
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eines sich be-v^^egenden Korpers imd mogen sicb auf die beweglichen 
Axen OAy OB, 00 beziehen. ii, d, tv seien die Comi)onenten der 
Geschwindigkeit von G parallel zu diesen Axen und X, Y, Z die 
Componenten der Beschleunigung. Da sowohl die resultirende Ge- 
schwindigkeit als die resultirende Bescbleunigung Vectoren sind^ so ist 

H ^ — yd^ + X = -^ — tv6c^, 

= — a:02+2/0i, Z = ^ — ue. -j- vO,. 


Diese Resultate werden spater von Nutzen sein. 

Der hier gegebene Beweis des Eimdamentaltlieorems fur bewegliche Axen 
berubt auf der Methode, die Prof Slesser in dem Quarterly Journal, 1858 angewendet 


hat, um zu beweisen, dass 


dcoj 

dt 


dca^ 

= li 


Einen zweiten sehr einfachen Beweis 


findet man in dem Kapitel fiber bewegliche Axen im Anfang des 2. Theiles dieses 
Buches. 


§ 252. Euler’s dynamische Gleichungen, 3I(zn soil die allgmneinen 
Bewegwigsgleichungen eiiies Xorpers hestinimen, welcher sich um einen 
festen Punict 0 heivegi. 

Xj y, s seien die Coordmateu eines materiellen Punktes m auf 
im Raum festliegende Axen Ox, Oy, Oz bezogen. Nimmt man die 
Momente um die 0 -Axe, so erhalt man nach D’Alembert’s Princip 




Sind mx, my, m^ die Winkelgescbwindigkeiten des Korpers um 
die Axen, so ist 

dx dy dz 

— = Oy0 — G},y, -^ = o,x — mx0, = — 

Daher 


d^x 

dt^ 


= 0 


dc^ 

dt 


doo, 


— — cOz(m;:X — m^z), 


d^y 

TP ""^~dt~ ^ Tf 


+ mg{myZ — Ogy) — mx{mxy — Oyx). 


Diese Wertbe sind nun in die Momentengleichung einzusetzen. 

Es seien cd^, m^, die Winkelgescbwindigkeiten des Korpers um 
drei recbtwinklige im Korper festliegende Axen OA, OB, OC und 
diese Axen mogen zur Zeit t mit den im Raum festUegenden zusammen- 

^ d(Q 

fallen. Alsdajin ist* o* = Oj, etc. nnd nach § 249, etc. 

Bei der Benutzung von Axen, die im Korper festliegen, hat man 
den Vortheil, dass die Tragheits- imd Deviationsmomente Constante 
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sind. Wiililt mail dann femer zn dieseii Coordinateiiaxeu die Haupt- 
axeii t'iir deu iesten Punkt, so kommt noch die Vereinfachung hinzu, 
dass alle Deviationsmomeiite Xull werden. Substituirt man nun die 

Wertlie von —j- , 4^ in die Momenteugleicliuug, so kann man also 
alle Griieder in der Gleicliung fiir die niclit y mid in der fiir 

Jie iiicht X entlialten, weglassen. Man erhalt auf diese Weise 

+ y") ^ — 7 /-) co^cJ.J = K 

Sind Aj B, C die Haupttragkeitsinomente fur den festen Punkt 0, 
so wird 

C^-iA-B)a>,c3,=^N 

und iilmlich 

A — {B — Cf) = L, 

B^— {C — A)a^a^ =M. 

Diese Gleiclmngen lieissen die Euler'schen dynamisclien GleicJningen. 

§ 253. Wir wissen, dass nack dem D’Alemberfsclien Princip das 
Moment der Effectivkrafte um eine Gerade dem der gegebenen Krafte 
gleicli ist. Aus den Eulerscken Gleichungeu ergiebt sich daher, 
das,^ dip Ilomenip dpr Effertivkrciffp inn dip JSauptaxen fiir dm festen 
Punkf dnrcU die Ihiken Seiten dteser Gleieliungen ausgedruckt werden. 
Liegt keiu Punkt des Korpors im Raum fest, so ist die Bewegung 
des Kdrpers um seinen Schwerpunkt dieselbe, als lage dieser Punkt 
fest, Wenn dann A^ C die Hauptmomente fur den Schwerpunkt 
bedeuten, so liefem die linken Seiten der Euler’schen Gleichungen die 
Mumente der Efiectivkrafte um die Hauptaxen des Schwerpunktes. Das 
Moment um eine andre durch den festen Punkt gehende Gerade lasst 
sich dann einfach dadurch emittebi, dass man diese Momente nach 
den Gesetzen der Statik zerlegt. 

Bebtp 1 Ifat y T = + Ocoj*, fJ- das Moment der gegebenen 

Krifte um die Momentanaxe nnd SI die resultirende Winkelgeschwindigkeit, zu 

beweisen, dass GSl ist. 

dt 

Boisp. 2. An einem KGrper, z. B. der Erde, der sich um einen festen Punkt 
dreht, greifen Krafte an, wie die Anziehung der Sonne und des Mondes, die eine 
Eotaiion um eine zur Momentanaxe aenkrechte Axe hervorsulnngen sucfien. Man 
zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit nur dann gleichfSrmig sem kann, Tvenn 
zwei der Haupttrfigheitsmomente fur den festen Punkt gleich sind Die Axe, um 
welobt* die Kr2.ffce eine Drehung hervorzubringen suchen, ist diejenige, um welche 
der Ki)ri>er, wenn er sich in Ruhe befUnde, zu rotiren anfangen wurde. 
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§ 254. Man hcstimme den Druck nitf den festen Piinkt 

seien die Coordinaten des Schwerpunktes; sie mogen auf recht- 
winklige im Eaum festliegende Axeu bezogen werden, die sicb in dem 
festen Punkt schneiden imd P, Q, JR seien die Componenten der Druck- 
krafte im festen Punkt auf den Korper in der Ricbtung der Axen. 
Verstebt man unter die Masse des Korpers^ so erbalt man 

und zwei ahnliche Gleicbungen. 
d^x 

Driickt man durch Oy, O: aus und substituirt, so erhalt 
man weiter 


t c( <x> dco^ ” 

— — C!>.(c3:,X — = P + SniX 

mit den entsprechenden beiden andern Gleicliungen. 

Lassen wir nun die im Eaum festliegenden Axen in dem be- 
trachteten Moment mit den Hauptaxen fur den festen Punkt zusammen- 


fallen, so konnen wir fur und die Werthe aus den Euler sclien 
Gleicbungeu' substituiren. Es wird dann 

A) (i^ + + w/)x] 

= P -f- ZmX — ^ —^y) 

mit ahnlichen Ausdriicken fur Q und B, 


§ 255. Beisp. Cr sei der Schwerpunkt des Korpers; man zeige, dass die 
AusdrUcke auf den linken Seiten der Gleicbungen, welche die Druckkraftye auf 
den festen Punkt angeben, die Componenten zweier Eraftie sind; die eine, 
ist parallel zu GS, einemLoth auf der Momentanaxe OJ, unter SI die resultirende 
Winkelgescbwindigkeit verstanden; die andre, Sl'^~GK, ist senkrecht zur Ebene 
OGK^ wenn GK normal auf der Geraden OJ steht, deren Ricbtungscosiuusse 


B-^G 

—j— 


(7 — A 

— g — 


A— R 

Q 


proportional sind und SI" * die Summe 


der Quadrate dieser Grbssen bedeutet. 


§ 256. Euler’s geometrisclie Gleichungen. Man lestwme die 
geoinetrisclien Gleichimgen, icelche die JBeicegung des Korpars im Baum 
mit dm Winkelgescliicindiglceiten des Korpers %m drei bmegliclie Axen 
OAj OB, 00 verhinden. 

Man nekme den festen Punkt 0 zum Centrum einer Kugel^ deren 
Radius die EinJieit ist; IJ Z und A, B, 0 seien die Punkte; in welcben 
die Kugel von den festen bez. den beweglichen Axen gescbnitten wird. 
ZG und BA oder ihre Verlangerungen mogen sich in E treffen. Es 
sei der Winkel XZC — il;^ ZC= 0, EOA = q)] man soli die geo- 
metrischen Beziehungen zwiscben 0 , 9 ?, ^ und Og; CO 3 bestimmen. 
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Ziehe CK senkrecht zu OZ. Da ^ der Winkel ist, den die Ebene 
COZ mit der im Raum festliegenden Ebene ZOZ bildet^ so ist die 

Geschwiudigkeit Ton C senkrecht 

zur Ebene ZOO gleich 

was dasselbe ist wie sin 6 ^ , 

well der Radius OC der Kugel 
der Einheit gleichkommt. Die 
Geschwindigkeit von C langs 

ZC ist femer Die Be- 

wegung von C wird daher durch 



und sin0 ^ langs ZC bez. 

senkrecht dazu dargestellt. Die 
Bewegung von C wird aber auch 
durch die Winkelgeschwindig- 
keiten und co^ langs BC bez. 
CA ausgedrtickt. Diese beiden Darstellungen derselben Bewegung 
mfissen daher Equivalent sein. Die Componenten langs ZC und senk- 
recht dazu ergeben daher 

d6 *1 \ 

— == Pj Sin g) + ©2 cos gj I 

sm 0 =* — ©1 cos g> -f- ©2 9 

und ahnlich die Componenten langs OB und CA 
©1 = sm <p — sin 0 cos gp I 

d9 . dtp • . I 

*“2 = rfF ^ sm 0 sm gj J 




Diese beiden Gruppen von Gleichungen sind identisch; die eine 
liisst si(*h aus der andem durch algebraische Dmformung ableiten. 

Auf dieselbe Art, indem man ein Loth von E auf OZ fallt, lasst 
sich zeigen, dass die Geschwiudigkeit von E senkrecht zu ZE gleich 

^ sin ZE ist, was dasselbe ist wie ^ cos 0. Die Geschwiudigkeit von 
A in Bezug auf E langs EA ist ebenso — sin CA und dieses ist 
dasselbe wie ~ • Die ganze Geschwiudigkeit von A im Raum langs 

AB wird daher durch + ^ dargestellt. Diese Bewegung 

wird aber auch durch ausgedrSckt. Wie zuvor mfissen die beiden 
Darstellungen derselben Bewegung Equivalent sein. Man erhalt daher 

™ I dw 
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Hatten wir in ahnliclier Weise die Bewegung eines andern Punktes 
des Korpers, z. B. 5 , sowohl dureh O3, als durck dj 9, ^ aus- 

gedriickt, so katten wir andre Gleickungen erkalten; da wir aber nickt 
mekr als drei voneinander imabkangige Relationen erkalten konnen, 
so waren wir nur zu Gleickungen gekommen, die algebraiscke Um- 
formungen der friikeren sind. 


§ 267. Manckinal ist es notliig, die Winkelgeschwindigkeiten des Eorpers 
um die festen Aseu OX^OY, OZ durch 0, g?, Tp auszudrucken. Das kann auf folgeade 
Art gescbehen. 0^ seien die Winkelgescliwmdigkeiteii um die festen 

Ajcen, SI die resultirende Winkelgescliwindigkeit Geben wir dem Eaum und auch 
dem Korper ausser seiner thatsachkcben Bewegung nock eine Winkelgesckwindig- 
keit — SI um die resultirende Eotationsaxe, so werden die Axen OA, OB, 00 
zu festliegenden Axen und die Axen OX, OY, OZ bewegen sick mit den Winkel- 
gesckwindigkeiten — a>^, — Wenn wir daker in den obigen Formeln 

<p mit — 'tp, 6 mit — 6, rp mit — tp vertauscken, so wird cog, cOg zu — 

— — G3, und wir erkalten 

dd - , dcp . . 

£D = _ sin -i/j + ^ sm 0 cos I/!, 

® dt ^ ^ dt 

dd . X ' a ' . 

a.y= coa 111 + -^ sm 6 am ip. 


dt 


cos 0 


+ 


dip 

dt 


§ 258 Beisp 1 p, g, r seien die Eicktungscosinusse von OZ in Bezug 
auf die Axen OA, OB, OG; man zeige, dass man zweien der Euler’scken 
geometriscken Gleickungen die symmetriscke Form 

dp , dG , dr , ^ 

+ «'‘»s = 0, dt ~ ~ -P*®* + = 0 

geben kann. Die letzte Gleickung kann man durck Differentiation der letzten 
der drei Beziekungen 

p *= — sm0cosqp, w= sin 0 sin g? , r — cos0 

do 

und Substitution des Wertkes von -j- aus § 256 erkalten. Die andem lassen 

dt 

sick nack den Eegeln der Sjmmetrie ableiten. 

Beisp. 2. Man beweise, dass die Eicktungscosinusse einer der beiden Gruppen 
der Euler’scken Axen in Bezug auf die andre durch die Fonneln 

cos XA = — sini^ sin 9 + cos ip cos 9 cos 0 

cos YA = cos '9 sin 9 + sin cos 9 cos 0 

cos ZA = — sin 0 cos 9 

cos XB = — sin 9 cos 9 — cos 'p sin 9 cos 0 

cos YB = cos9 cos 9 — sin sin 9 cos 0 

cos ZB = sin 0 sin 9 

cos XG — sin 0 cos ip 
COB YC — sin 0 sin ^ 
cos ZC == cos 0 


gegeben sind. 


Of 
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Um difi (ln*i ersten zu boweifinn, verlangerp man XY bis es in ilf 
sehnoidet; es <lann (b*i’ Winkel XMA = d, 3IY = ij), 31 X = -j- ip^ 

3J A — — qj. Dan zweite System lubht sich aus dcm ersten ableiten, indem 

man qp + "tatt qp ^etzt 

Diese I{e:-ultate Hind hier zum Nach^johlagen zusammengestellt, da sie bei 
df‘n Probli'nir'D dor h(jlicroii D^Tiamik von Nntzen Bind 


§ 259 <jftbnbar kann man, sltiit die Bewegung des Korpers auf die Haupt- 
axon fiir dt*n fasten Punkt, zu ]»oziohen, ivie os Euler getban bat, beliebige in 
dem KOrpor tVhtliog^mdo Axon bouutzen. Sie machen aber im Allgemeinen das 
Terfahron so oomplicirt, da.s>* ^lo fa&t nutzlos sind Wenn jedoch ein Korper 
kloinii Seh’W'ingungen urn oinoii test on I^unkt macbt, so dass drei recbtwinklige 
in doiJi Kurijor ie?>tlif*gondo Axon ^ifb niemals vveit von drei im Raum festen Axen 
outlbnien, so ist os oft von Vortbeil, die Bowegung auf sie zu bezieben, aucb 
%vonii de koine Hauptaxon Kind In diesem Fall sind Wj , Wg, ©g kleine Grdssen 
mid ihro Produode und <iuadraU‘ kunnen vemacbliissigt werden Die allgemeine 
<j!loi('buuir do*’ § *252 roduciid ticb al.sdann auf 

dt fit dt 


worm flio Coefbcionton die gowObnliche, ihnen m Kap I gegebene Bedeutung 
baben. Wir erhalten so drei Gleich ungen ersten Grades, die man auf die folgende 
Art sebroibon kann 


dt dt ~dr 




-F 


dCOy^ 

dt 


I T> doijf 

+ ^-dr 



M, 


-^-Tf 


^ dt ^ ^ dt 


N. 


fe? 2C0, rentrifngale Krafte. Aus den Euler’schen Gleichungen gebt bervor, 
diiKs die ganzen Aonderungen der <o^, ©5 nicbt lediglicb der directen Wirkung 
dor Krafte, sondern zum Tbeil aiich den centrifugalen Kraften der materiellen 
I^inkto zu voidankon sind, die sicb von der Axe, um welcbe sie rotiren, zu ent- 
fornon ‘*uoben. Denn man nebnie z B. die Gleicbung 

d©3 N A — B 
l[t^C^+ — 

Von dem Zuwachs d<o^ in der Zeit dt rubrt der Theil ^ dt von der directen 

C 

Wirkung der Kriitte her, deren Moment N iet, mad der Theil o), dt von 

den Oentritugalkraften. Es hisst sich dies auf folgende Art beweisen 

Dos Jfo»ie)i< der centrifugalen Krdfte eines Korpers, der um dne Axe 01 
mit der WmMgesehtmndigkeit <o rotirt, um die Axe Os ist (A — S) Oj. 

P sei die Lage eines materiellen Punktes m und x,y,z seine Coordinaten 
DttM ist at^OR, RQ, s^QP PS sei ein Loth auf 01, OS = u void 
PS = r. Die Centrifugallaaft des materiellen Punktes m ist dann die von 

01 wegstrebt ’ 

Die Kraft a^rm ist offenbar den vier KjSflen a'xm, o)*ym, a*sm und 
— oj'mto a(iuivalent, die an P parallel zu «, y, e hez. u angreifen. Das TVrnTr. o,,t. 
von um Oz ist — m^xym, wahrend co*ym dasselbe Moment mit dem ent- 

gegfngesetzten Vorzeichen hat und das Moment von co*zj» um Oz Null ist Sie 
bringen daher keine Wirkung bervor. 
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Die Krafb — parallel OJist den drei Ki’affcen — co(Oiiim, — (oca^um^ 

— caco^tim aquivalent, die an P parallel zu den Axen angreifen und ilir Moment 
nm Oz ist offenbar (oum{(o^y — co^x). Da nun die Eichtungscosinusse Ton 01 

— sind, so erbalt man durch Projection ^ 

CD CO CO 

der gebrocbenen Linie z auf 01 


COi ,00, , COo 

u = — x-\ — -y'\ — - z 


und durcb Substitution dieses Wertbes von u das 
Moment der Centrifugalkrafte um Oz 

== (coi 2/ — (o^x) (oJi a; + 0)2 2/ + m^z) m, 

^ {(o^^xy+ (o^x^--x^“xy 

— cog co^xz)m. 



Schreibt man S vor jedes Glied und nimmt an, die Axen der y^ z seien Haupt- 
axen, so wird das Moment der Centrifugalkrafte um die Hauptaxe Oz 


= coi coj 2m(y^ — x^) = co^ co^ (A — B) 

Die Momente der Centrifugalkrafte um die Hauptaxen des Korpers m6gen 
mit L\ M\ N' bezeicbnet werden, so dass 


L' = (B — C) cOg 003 , M' = (0 — A) cog coj , N' — (A — B) Oj cog 


ist und G sei ibr resultirendes Paar. Das Paar G Jieisst dann in der Hegel das 
Centrifugalpaar. 

Daraus, dass D' coi + M' Og + ^ = 0 ist, folgt, dass die Axe des Centri- 

fagalpaares auf der Momentanaxe senJcreeJit steht 

Man beschreibe das Tragheitsellipsoid fiir den festen Puntt 0 und die 
Momentanaxe moge seine Oberflacbe in I scbneiden OH sei era Lotb von 0 
auf die Berubrungsebene in I. Die Ricbtungscosinusse von OH sind Acoj, 

Dcog proportional. Daraus, dass A(o^L' Boa^M' Cw^W ^ 0 ist, folgt, dass 
die Axe des Centrifugalpaares rechtwinklig auf dem Loth OH steht. Die BJbene 
10 H ist daJier die Ebene des Centrifugalpaares 

Ist fift* das Triigheitsmoment des KSrpers fiir die Momentanaxe, so erhalt 

£4 

man T = als doppelte lebendige Kraft des Kc5rpers. Es 

lasst sich dann leicht zeigen, dass die Grdsse des Centrifugalpaares G ^ T tan tp 
isb^ wenn cp den Winkel 10 H bedeutet^ 

Das Paar erzeugt eine Winkelgeschwindigkeit von bekannter GrSsse um den 
Diameter seiner Ebene Setzt man sie mit der thatsachlichen Winkelgeschwindig- 
keit zusammen, so erh3.lt man die Aenderung in der Lage der Momentanaxe. 


Ausdxtlcke fttr die WinkelbewegungsgrSsse. 

§ 261. Wir woUen niin geeignete Formeln fiir die Wintelbewegnngs- 
grosse eines Korpers um irgend eine Axe zu ennitteln suchen. Auf 
ihre Wichtigkeit ist schon in § 74 hingewiesen -vrorden. In der Tliat 
tonnen die allgemeinen Bewegungsgleichungen eines starren Korpers, 
wie sie § 77 gibt, nicht eher vollstandig ausgedriickt werden, als man 
nicbit diese Formeln gefunden hat. Es gibt zwei allgemeine Methoden. 

Erstens kann man die Bewegung auf drei im Baum festliegende 
Axen Oxj Oy^ Oiz beziehen. Zu diesem Zweck muss man die Winkel- 
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bewegungsgrosse um eine feste Gerade auf liinreidiend einfache Art 
durch die Goordinaten des Korpers auszudriicken suchen (§ 72). Wir 
benutzen dazu den allgemeinen in § 77 bewiesenen Satz 

(i AVinkelbewegungsgrosseN _ / Moment der 
Tt V um eine feste Gerade ) ~ Vgegebenen Krafte/ 

Zmitens kann man die Bewegung auf ein geeignetes System recht- 
winkliger beweglicher Asen bezieheii. \ seien die Wmkel- 

bewegungsgrossen um drei rechtwinklige Axen OAy OB^ OC, L, N 
die Momente der gegebenen Ejrafte um diese Axen. Da die Winkel- 
bewegungsgrossen sick nacb dem Parallelogrammgesetz zusammen- 
setzen und zerlegen lessen, so hat man nach § 250 

'di “■ 4“ 

§ 262. Die Winkelbewegungsgrosse um die ;s?-Axe. Die Mommtan- 
hewegnng eines Eorp&rs um einen festm Punkt isf dwell die Winkel- 
gesdkwMigkeitmi Ox, g>» wwi d/rei Axen, die sick in diesem JPunM 
treffen, gegd^m; man soli die Winkelbewegungsgrosse um die ^-Axe fvnden, 

X, ijj z seien die Goordinaten eines materiellen Punktes m des 
Korpers und u', rl, %d die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
parallel zu den Axen. Nach § 76 ist dann das Moment der Winkel- 
bewegungsgrosse um die 5-Axe 

Aj = Em{xv — yu\ 

Substituirt man u' = coyZ — OsU, 'd = iiach § 238, 

so erhalt man 

+ y^) co^ — (Emxz) (Ox — {Emyz) Oy 

und auf ahnliche Weise die Winkelbewegungsgrossen um die x- 
und ^-Axe 

\ == — {Emxy) Oy — {Emxz) 

Ajj = Em(z^ — {Emyz) co* — (Emyx) (3*. 

Die Coefficienten von Oy, ra. sind hierin die Tragheits- und Deviations- 
momente fur die sich in dem festen Punkt schneidenden Axen* 

§ 263. Gibt e$ in dean Kdrjger keinen festen Punkt, so muss man 
die sammtlichen sechs Componenten der Bewegung benutzen. Die 
Form des Resultates hangt von dem Punkt ab, den man zum Reductions- 
punkt macht, und wind sehr einfach, wenn man den Schwerpunkt dazu 
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nimmt. Aus den in den §§ 73, 74 angefiilirten Grimden ist er im 
AUgemeinen der geeignetste Punkt. 

0^ sei die Axe, fiir welche die Winkelbewegungsgrosse gesuclit 
wird, OXj Oy die beiden andem Axen, die mit Os ein System recht- 
winkliger Axen bilden. 5, i seien die Coordinaten des Schwerpunktes. 
Die Momentanbewegung des Korpers sei, wie in § 238, durcb die 
Translationsgescbwindigkeiten w, w des Schwerpunktes parallel zu 
den Bezugsaxen und die Winkelgesckwindigkeiten (Oy, cj- um drei 
parallele sick im Schwerpnnkt treffende Axen dargestellt. 

Nacb § 74 ist die Winkelbewegungsgrosse um Os der um eine 
parallele Axe, welcke durcb den als festen Pimkt betracbteten Scbwer- 
punkt geht, gleicb, zusammen mit der Winkelbewegungsgrosse der 
ganzen im Schwerpunkt vereinigten Masse. Die erste ist im vorigen 
Paragrapben gefunden worden und die letzte ist ofFenbar M(xv — yu). 
Die gesucbte Grosse ist daber 

M(xv — yu) + 2m{x^ + y^) — (Smxs) Oa; — {2mys) Oy, 

M ist bierin die ganze Masse des Korpers und die Coeffieienten 
von Oy, Oa sind die Tragbeits- und Deviationsmomente fiir die 
Axen, welcbe sicb im Scbwerpunkt scbneiden. 

§ 264. Beweglicie Axen, Wenn die Bezugsaxen sicb im Baum 
bewegen, so wird die Bewegung des Korpers wabrend der Zeit dt 
mittelst der Componenten der Bewegung so construirt, als 6b die Axen 
fii/r den Moment im Baum festldgen. Siebe § 248. In den soeben ge- 
fundenen Ausdrucken fur die Winkelbewegungsgrosse sind die Axen 
zwar als im Raum festliegend angenommen, aber sonst durcbaus be- 
liebig. Wablt man sie derart, dass das System der beweglicben Axen 
zur Zeit t mit ihnen zusammenfallt, so geben die Formeln die Winkel- 
bewegungsgrossen um die beweglicben Axen fur diesen speciellen 
Moment, mogen sie nun dieselben Lagen im Raum nocb langer ein- 
nebmen oder nicbt. Die Formeln sind daher dmchaus aUgemem gultig 
und liefem die augenUicJclicJien WinkeThewegungsgrossen^ ^rmgm die 
Axen fesdiegen oder nicM, 

Liegen die gewablten Axen im Raum test, so sind die Coeffieienten 
von GJaj, coy, cos in dem Ausdruck fur \ im AUgemeinen veranderlich 
und ibre Aenderungen konnen complieirten Gesetzen unterliegen. Als- 
dann ist es vortheilbafter, in dem Korper festliegende Axen zu wablen, 
wie es Euler in seinen Bewegungsgleicbungen, § 252, getban hat. 

Bewegt sicb ein Korper um einen festen Punkt 0 und ist seine 
augenblicHicbe Bewegung durcb die Winkelgescbwindigkeiten Oj, Os 
um die im Korper festen Axen 0x\ 0y\ Od gegeben, so ist die 
Winkelbewegungsgrosse um die /-Axe 

= Cm^ — — Dog, 
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worin C, E, D al^solute Constante sind, namlicli 

C = Em ( + J/'“ j ; Em:tf/, I) = E im/ff. 

Sind die im Kdrper festen Asen Hauptaxen^ so verschwinden die 
Deviationsinomeiite uiid man erhalt die Winkelbewegungsgrossen in 
den einfachen Formen 

7 // = ^Icoi , JiJ = Bco^f 7^3' = Cco^ j 
worin A, B, C die Haupttraglieitsmomente des Korpers fiir den 
Coordinatenanfang sind, ron dem angenommen ist, dass er im Ranm 

festliege. _ ^ ^ 

Auf Art Jcommt man Bu eineni nemi Beiveis der Euler schen 

CrJ(:L(liun(jc>h Substitnirt man diese Werthe von //g, in die 
Gleicbungen fiir die bewegliclien Axen (§ 261 so wird die erste 

^ ( -.4 cjj ) — ( BoJo ) 0JJ -|- (OcJg ) flg = i 

und, da die be’vveglichen Axen im Korper festliegen, also 6^ = €o^y 
(§250jj so nimmt die Gleicbung die Euler’scbe Gestalt an 

A^^f-(B — C)w,co,=L. 

Der BeweiK scheint kiirzer zu sein als der in § 252 gegebene; in der That 
sincl beide dieselben Beide hangen von einem speciellen Fall des Fundamental- 
satzes aber bewegliche Axen ab (§§ 249, 250); der eine erfordert die Substitution 

fiir — ^ mit Weglassung gewisser GHeder, der andre die gleichwerthige 

dt* ’ di* 

Substitution fiir F (§ 262), 

§ 265. Eine fiir die Praxis iequenie Anleitmig, die WinkeTbe- 
tcef/HHf/sffrossen mnes Korpers U7H eln System fester oder ieweylicher Axeen 
zii finden. 

Suchen wir unter der Toraussetzung^ der Korper drehe sich um 
einen fo&ten Punkt Oj nach einem Axensystem Ox\ Oy\ Ob , fiir 
welches sich die Winkelbewegungsgrossen leicht ermitteln lassen^ so 
wird dies im Allgemeinen ein im Korper festliegendes Axensystem sein 
und die Grossen hfj sind alsdann im letzten Paragraphen ge- 

geben worden. 

vSind die Richtungsoosinusse eines jeden der beiden Axensysteme 
in Bezug auf das andre durch das Diagramm wie in § 217 



1 ®, 

y, 

z 

x' 



<h 

y' 

61 , 

^ 2 ? 

h 


hi 


Ci 


gegeben, so ist die Winkelbewegungsgrosse nm die ^-Axe, da Momente 
dem Parallelogrammgesetz unterworfen sind, 

A3 = -f- ^2 "f" ^3 
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Die Einfachlieit des Yerfahrens hangt von der geeigneten Wahl des 
Hiilfsaxensystems Ox, Oy', Od ab. Im AUgemeinen sind die Haupt- 
axen des Korpers fiir 0 am vortheilhaftesten. Alsdann wird 

7^3 = Aco^a^ + 4 " 

Es sind noch cogj a^, 63 , 63 durch die Coordinaten des Korpers 

auszudriicken (§ 72). Sind diese Coordinaten die Euler’schen Winkel 
6, (p, 'll), so findet man die gesuchten Ausdriicke ausfiihrlich in den 
§§ 256 und 258. 

§ 266. 1st der Korjoer einaxig, so dass cdso 0 ivei EaupUrdglieits- 
momente A und B einander gleich sind, so lassen sich met einfac/ie 
Ausdriicke fur die Winkelbewegungsgrdssen um die Axen Ox, Oy, Os 
finden. 

Erstens. Zwei Coordinaten des Korpers seien die Euler^schen 
Winkel 8, ip der Symmetrieaxe. Die Axen Ox', Os mogen mit OE, 00 
(Fig. S. 230) zusammenfallen. Alsdann ist g?=0 und aus der Figur ergibt 

sich, dass = — ^sin 0 , ^2 ” Winkelbewegungs- 

grossen um Ox, Oy, Os' gleich Aco^, Co^ sind, so findet man 
durch einfache Zerlegung 

7^l = A[ — sin'll) — — smflcos0cosi;^^J+ Cco^ sin0cosi^>, 
]i^=A^ cos'ip ^ — sin 0 cosfl sin^^J+ Ca^sind sin'll), 
hg=A sin^fl ^ + Cojg cos 0 . 


Man koimte fur co^ seinen Werth aus der dritten Euler'schen 
geometrischen G-leichung einsetzen; damit wiirde man aber ^ in die 

Gleichungen einfiihxen und im AUgemeinen ist es vortheilhafter, statt 
dessen ©3 beizubehalten. 

Auf diese Weise werden die WinkeTb&wegungsgrdsse'n eines eiov- 
axigen Korpers um beliebige Gerade durch die Bichtwngsivinkel der Axe 
des Korpers und die Winkelgeschwindigkeit um sie ausgedruckt 

Zweitem. Statt der unsymmetrisclien Coordinaten kann man die Richtungs- 
cosinusse f der Axe des EOrpers benutzen. Naoh dem in § 75 angegebenen 
Yerfehren woUen wir den KSrper durch ein System von Massenpunkten gleiohen 
Tragheitsmoments ersetzen. 

Die WinkelbewegungsgrSssen des Edrpers um die Hanptaxen fur den festen 
Punkt 0 sind Aa^, Cm^. An die Axe OC mCgen nun ein oder mehrere 

imaginare materielle Punkfce derart befestigt werden, dass ihr vereinigtes Tragheits- 
moment fiir ein von 0 aus auf OC errichtetes Loth gleich A ist. Diese Massen- 
punkte mSgen sich mit der Axe hemmdrehen. Die Bew^ung der Axe ist durch 
die Winkelgeschwindigkeiten , <Oj gegeben und die WinkelbewegungsgrOssen 
dieser Punkte um die Axen OA^ OB sind daher otFenbar Aco^^ Au)^. Sie sind 
dieselben, wie die des K5rpers Die Winkelbewegungsgrosse der Punkte um. 
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OC hi offenbar Null Die WinkelbewegimgKgrossen des Korpers um OA, OB, 
OC j-ind nutbiii dieselben, wie die der Massenpunkte zusammen mit einem Moment 
Ca >3 um OC. Aus dem Parallelogramingesetz folgt, dass dieselbe GleicKheit fur 
alle Asen besteht. 

JColglick ist (he Winltelhcu'eguyigsgrdsse eines eincixigen Kdrpers um eine 
heliehige dunh 0 gehende Axe cUeaelbe, icie die eims oder melirerer derart an seiner 
Axe angebraeliten Massenpiuikte, d«,s‘,s ihr vereinigtes TrdgJieifsmoment fur 0 gleich A 
ni, zmammen mit der Winlcelbeicegutigsgrosse Cco^ um die Axe. 

Bin einzelner luaterieller Pimkt werde in einem Abstand vom Coordinaten- 
aufang, welcher der Einbeit gleich ist, auf die Axe des Korpers gesetzt Seine 
Masse wird daher durch A dargestellt (| tj £) seien die Coordinaten des materiellen 
Piinktes, aul* die Axen x, y, c bezogen, also auch die Bichtungscosinusse der Axen. 
Die Winkelbe’wegungsgrossen um die Coordinatenaxen sind also 



Wollen \vir lieber 0, gj, sfcatt der Richtungscosinusse i, tj, ^ benutzen, so 
setzen wir fiir ij, S ikre Werfche | = sind cosip, tj = sind simp, f = cos0. 
Die Substitution m die letzte Gleichung ist leicht auszufiihren , wenn man sich 
an den Satz der Differenzialrechnung erinnert: ^dr} — -lidl = r^df (Vergl §76.) 
Wir kommen so wieder zu denselben Ausdrdcken fur die Momenta \ 

wie zuvor. 

Wenn der exmxige Kdrper Meine Schwingungen ma<M und die Axe OC der 
Axe Os immer so nahe bleibt, dass man die Quadrate von $ vemaohl^ssigen 
kann, so ist 

g=s=0COS'^, 13 = 0 31^^, S=l, 

= 0(Oj^ 

Diese Pormeln fiir die Winkelbewegungsgrossen mn die fasten Axen sind sehr 
einfacb 

Bewegt sich der Kdrper frei im Raum, so benutze man den Sch-w-erpunkt 
statt des festen Punktes. Es ist dann am besten, an die Axe swei gletche materielle 
Punkte auf beiden Seiten und in gleichem Abstand vom Schwerpunkt so zu be- 
festigen, dass der Schwerpunkt des gedaebten Systems mit dem des KSrpers zu- 
sammenfUUt. Die WinkelbewegungsgrOsse des fireien Kdrpers um irgend eine 
Gerade ist alsdann dieselbe, wie die des Punktesystems zusammen mit dem Paar 
um die Axe. 

Beisp. 1 Ein Kdrper, der nicbt notbwendigerweise einaxig zu sein braucht, 
dreht sich mn einen festen Punkt 0. Drei materielle Punkte werden in solcben 
AhstSnden a, e von 0 an die Hauptaxen befestigt, dass 

— Jf6* = i(0 + 4 — B), Mc^ ^ \ (^A + B — C) 

ist. Man beweise, dass die Winkelbewegungsgrdsse] des Kdrpers um eine be- 
bebige durcb 0 gehende Gerade deijenigen der Pnnl^ gleich ist. Es folgt dies 
unmittelbar aus § 75, 
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Beisp 2. Ein der Schwerkraffc imterworfener Stab wird gezwungen auf dem 
Mantel eines glatten TJmdrebungskegels zu bleiben, dessen Spitze zugleicb der Auf- 
hangimgspunkfc des Stakes ist Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit des Stabe^ 
um die Axe des Kegels dieselbe ist, wie die eines einfachen Pendels von der Lange 

• a — , wo a die Liinge des Stakes , a den balben Winkel an der Spitze des 
3 sin ^ 

Kegels und § den Winkel bedeutet, den die Axe des Kegels mit der Verticalen 
macht. [St, John's Coll ] 

Um die Momente der Effectivkrafte zu finden, vereinige man die Masse in 
einem Punkt gleichen Tragbeitsmomentes und zur Ermittlung der Momente der 
gegebenen Kraffce im Schwerpunkt. Setzt man die Momente um die Axe des 
Kegels gleicb, so ergibt sieh das Resultat sofort 


Beisp 3. Die Haupttragheitsmomente eines KQrpers for den festen Punkt 0, 
um den er sich drebt, sind sammtlicb gleicb 6, g>, 'ip sind die Euler’scben Coordi- 
naten der in dem KSiper featliegenden Axen OA, OB, 0C-, man zeige, dass die 
Winkelbewegungsgrossen um die im Raum festliegenden Axen bez. 


dt 

, . / d6 . . ^ . dq>\ 

sind. 



+ sine aosip 


§ 267. Beisp 1 Die Bewegung eines Kd’rpers 'ist diirch die Translations- 
geschwindiglceiten (u, v, w) des Schwei’punktes und die Winkelgeschwindigkeiten 
cOy, (D^ gegeben; man heweise, dass die WmJcelbewegungsgrdsse um die Gerade 

^ ^ — - = ? — ^ dem Ausdruck 

I m n 

I ^ w, n I 


l\ + wAj + n\ + M 


u, 10 

A ^ 


gleich ist, worin M die Masse des Korp&rs hedeutet, \ die in § 262 an- 

gegebenen Werthe hahen und (I, m, n) die augenblicklichen Eidhtimgscosiniisse der 
gegebenen Geraden sind. 

Dies kann mit Hulfe des in § 74 bewiesenen Satzes gescbeben Die Winkel- 
bewegungsgrSsse um eineParallele zu der gegebenen Axe ist offenbar l^-j-mhi^nh ^ ; 
alsdann bat man die WinkelbewegxmgsgrSsse der ganzen im Scbwerpunkt ver- 
einigten Masse um die gegebene Gerade zu ermitteln und beide Resultate zu 
addiren. 

P (siebe die Figur S. 216) sei der Punkt (f g h). Wir wollen zuerst die Winkel- 
bewegungsgrSsse um ein System von Axen sucben, die den gegebenen Coordinaten- 
axen parallel sind und P zum Anfang baben. Offenbar ist die Yerlangerung von 
ATP die neue £f-Axe. Das Moment der Gescbwindigkeit des Coordinatenanfangs 
0 um NB ist, wie man siebt, u - MN — v- OM, was das Namliche ist, wie 
u»g — 'of, und drebt in positiver Eicbtung um ATP. Ebenao sind die Momente 
der Gescbwindigkeiten von 0 um die zu x und y Parallelen vh — wg und 
wf — uh. Multiplicirt man diese drei Momente bez. mit (n, 7, m), so erbalt man 
das Moment der Geacbwindigkeit des Scbwerpunktes um die Gerade. Multiplicirt 
man dieses mit Af, so findet man die Winkelbewegunsgrbsse der im Scbwerpunkt 
veremigten Masse. Das gesucbte Resultat ergibt sicb daraus unmittelbar, 
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§ 267< Beisp 2 Die ‘W’MeVmceguyKjsgrosfie eines Korjpers urn che Momenta'll- 
axe und eheitso vm ehie Axe ttii fhideiiy ‘welche die Momentaviaxe Techtwimkhg 
sclineidet. 

isinunt man die Momentanase zur £?-Axe, so kann man die in § 262 ge- 
gebpnen Au^driicke fur benutzen 

Im vorliegenden Fall ist = 0, — 0 und ca^ = unter SI die resul- 

tirpndf* Y'inkelge&chwindigkeit des EOrpers verstanden. Die Winkelbewegungs- 
grossen um die x-, y-, s-Axen sind daber bez 

h^ = — (Smx^jSl, Tig = — {Zmyz) SI, \ = 2m(x^ + 2/®) 

Daraus folgt, dass die Winkelbewegungsgrdsse um irgend eine auf der 
Momentanaxe Oz senkrechte Grerade Ox niir dann !Niull ist, wenn das Deviations- 
moment fur die beiden Axen Null ist 

Um %ich dies vollst^dig klar zu machen, bedenke man, dass die Winkel- 
gescbvrindigkeiten a. nur dazu benutzt mtrden, die Bewegung des 

Korpert wSihrend der Zeit dt zu construiren. Ist Os die Momentanaxe (vergleicbe 
die Figur S 216}, so bewegt sich der in P liegende materielle Punktdes Kbrpers 
^pnk^ecbt zur Ebene PLO, die Ricbtung seiner Gescbwindigkeit ist also nicbt 
parallel zu Ox und schneidet auch Ox nicht Die Gescbwindigkeit des Punktes 
hat daber ein Moment um Ox, obwobl Ox senkrecht auf der Momentanaxe stebt. 
Ver-tebt man unter 6 den Wiiikel PMK und unter r die Gerade PM, so ist 

, dd ds dy „ 
dt ^ dt dt * ^ 

do 

HO dass also die Winkelgeschwindigkeit des materiellen Punktes P um Ox, 

vorausgesetzt dass co^ = 0, = 0 ist, nur dann verscbvnndet, wenn der Punkt 

entweder in der xy- oder der -Ebene liegt. 

Beisp 3 Eine Gerade OL drebt sicb um den fasten Punkt 0 so, dass 
dh 

~ = AT ist, unter h die Winkelbewegungsgrosse eines Kbrpers um OL und unter 

uZ 

N das Moment der gegebenen Krkfte verstanden. Man beweise, dass jeder Punkt 
von ()L sicb senkrecbt zu der Ebene bewegt, die ibn und die resultirende Axe 
der Winkelbewegungsgrdsse fur 0 enthalt 

Beisp 4. Eine dreieckige Lamelle ACB, deren Masse M ist, drebt sicb mit 
der AVmkelgeschwindigkeit ca um die Seite OA. Man zeige, dass die Winkel- 

bpwegungsgrbsse um die Seite CJB gleicb ~^Mal) bvu}Cg} ist, wenn a und h 
die Seiten sind, die den Winkel C einschliessen. 

Beisp. 5. Zwei Stube OA, A3 sind bei A durcb ein Gelenk verbunden 
nnd an dem fasten Punkt 0 aufgebiingt. Das System drebt sicb mit der Winkel- 
geschwindigkeit to um erne durcb 0 gebende verticale Gerade so, dass die beiden 
St3-be in einer verticalen Ebene liegen. 6, g? sind die Neigungen der Stabe gegen 
die Verticale, a, h ibre Langen, M, M* ibre Massen; man zeige, dass die Winkel- 
bewegungsgriJsse um die verticale Axe 

<0 M + AUj a* sin* 6 M' ah sin0 sing? -|- sin^qpl 

ist ^ 

Beisp. G. Einem graden Kegel, dessen Spitze 0 festliegt, wd die Winkel- 
gPBcbwindigkeit to um seine Axe OC mitgetbeilt, wabrend seine Axe zugleieb im 
Raum in Bewegung gesetzt wird. Der baJbe Winkel an der Spitze des Kegels 

ist ~ 7t und seine Hbbe h, ^ die Neigung der Axe gegen eine feste Gerade Os 
und der Winkel, den die Ebene jsOC noit einer durcb Os gebenden fasten 



BewegTing ernes Zreisels (§ 267 — 268) 241 

Ebene macht Man beweise, dass die Wmkelbewegungsgrosse um Os gleicb 
ikf ^sin® 0 ^ cos0^ ist, unter M die Ma&se des Kegels verstanden 

Beisp 7. Ein Stab AB ist mittelst eines Fadens an dem festen Punkt 0 
aufgebangt nnd bewegt sicb auf irgend eine Art (7, n), (^, q, r) sind die 

Bicbtungscosinusse des Fadens und des Stabes in Bezug auf recbtwinklige Aien 
Ore, Oy, Oz] man zeige, dass die Winkelbewegungsgrdsse um die 5-Axe 



ist, wenn M die Masse des Stabes und a, h die Langen des Stabes und des Fadens 
bedeuten. 


§ 268. Als Beispiel, wie diese Ausdriicke fiir die Winkelbewegungs- 
grosse eines Korpers anzuwenden sind^ wollen wir sie zur Losung 
zweier Probleme iiber die Bewegung eines Korpers im Kaum von 
drei Dimensionen benutzen. Die Bezugsaxen liegen bei ihnen im 
Raum fest, die Benutzung beweglieher Axen bebalten wir uns fiir 
spater vor. Weiteres findet man in dem zweiten Band, in welcbem 
ein ganzes Kapitel von Beispielen und Erlauterungen den versebiedenen 
Methoden zur Bestimmung der Bewegung der Korper im Raum von 
drei Dimensionen gewidmet ist. 


Bewegung eines Kreisels. 

Problem 1. JSm emaxiger Ereisel dreht sich auf einem mlTkommen rauhen 
Tisch derarty dass seine Axe naJiezu vertical hleibt; man finde die kleinen Schwingungen 
des Kreisels'^). 

0 sei die Spitze, 0(7 die Axe des Exeisels G und A 
seien die Tragheitsmomente far die Axe OC und ein durch 
0 gebendes Loth, auf OC. Da der Schwerpunkt G des 
Kreisels in. seiner Axe liegt, so baben die gegebenen Kraffce 
kein Moment um OG. Es ist femer A^B und daber nacb 
Euler’s dritter dynamiseber Gleicbung 

Die Winkelgescbwindigkeit des Kreisels um seine Axe bleibt daber immer die- 
selbe. 0)5=^ sei diese constante Winkelgescbwindigkeit 

I, ?2, £ seien die Riebtungseosinusse von 0(7 in Bezug auf Axen, die im 
Raum festiiegen, namlicb Oa:, 0^, O5, von denen Oz vertical ist. Da die Axe 
des Kegels stets nabezu vertical bleibt, so bat man J — 1, wahrend g, i] kleine 
GrSssen sind, deren Quadrate man vemacblassigen kann. Es sei Z= 0(r und 
die Masse werde durcb die Einbeit dargestellt. 


1) Die allgemeine Bewegung eines Kreisels unter der Wirkung der Sebwere 
wird im zweiten Band besproeben werden. Die kleinen Scbvnngungen unsym- 
metriseber und geneigter Kreisel ebenso wie eine kurze bistorisebe Uebersiebt 
findet man an derselben Stelle. 

Bouth, Dynamik. I. 
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Die Momente iler an G angreifenden Sch^erkraffc um die Axen findet man 
naeh den gewolinliclien Formeln 

L = yZ — sY — glrj, 

31 = zX’-ccZ ^ gH, 


wobei 0, r= 0, die Componenten der Schwere sind 

bcwegnngftgrossen des Kbrpers nm ilieselben Axen sind nach § 265 


= A^^+Gnr,\ 


Damns folgt nacli § 26^ 


-A'S + On§ = -glv 


(It* 




Die Winkel- 


Die Gleicliung, die man aus der Winkelbewegungsgrdsse um die jsr-Axe 
erhiilt, zeigt nur wieder, dass oao constant ist, was wir schon ana den Euler’schen 
Gleicliungen abgeleitet haben 

Um die Gleichungen aufzulOsen, setze man 

I = P cos(|a« + /), ri^ Q sm((if + /); 
man findet durch Substitution dieser Wertbe 

(Afi® + gl)Q Cng^P = 0 \ 

+ P ^ oj 

nnd daraus 

-Afi* = + Cng. 

Es ist nicht notbig, beide Vorzeichen auf der recbten Seite zu nebmen. 
Wahlen wir das eine, so bestebt die Wirknng des andem nur darin, dass es das 
Vorzeicben von ft und damit nur die bis jetzt unbestimmten Constanten Q und f 
iindert Obne Einbusse an Allgemeinbeit konnen wir daber das ohere Zeiclien 
wiibien Dadurcb werden die beiden resultirenden Wertbe von iil positiv und 
p = Q, Die Wertbe von fr sind 

.. _ Ch , (Cs»i» — igAT)^ 

2A^ 2A 


Bezeicbnet man sie mit und so erbalt man 

I = Pi cos(pi J -f /i) + Pj cos(ftj i + 4) , 

7 J = P, fim(fii t + + P, sin (fi^t + /;), 

•worin P^, Pj, , /j vier Constante sind, die duroh die Anfangswei’the von 
I. »J, ^ bestinnnt werden Die Anfangswerthe der Coordinaten woUen wir 

durch den Index Null darstellen. Es wird dann 


lo = Pj cos^i + Pj cos 4, 

% = Pi sin^i + P, sin/j, 

— = -Pift sin^ + P.ftj sin/j , 

^ = Pifj, cos/i + Pjjt, cos/;. 
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Laraus folgt 

-p.’Cft - f,r - (w + 

- ft)' _ - ft !,)■ + (§ + ft n.)’i 

Sind 6, 'tp die Winkelcoordinaten der Axe, so erlialt man 
0S = |» + r,>=P.*+P,= +2P^P,cos[(ft-f*,)f + 4-f,], 

H 


Nimmt man an, und Pg waren einander nicht gleicli, so kann, wie man sieht, 
6 niemals verschwinden , d la die Axe des Kreiaels kann niemals genan vertical 

werden Ebenso kann ^ nur dann verschwinden, wenn Pj Pg (^lij + fig) grosser 

als + Pa^f^a ist, d li die Ebene ZOC drebt sick um OZ ent'tveder mit 

zeitweisen Umkekningen der Ricbtung oder immer in derselben Eichtnng, je nach.- 
P ft 

dem zwischen — und der Einheit liegt oder nicbt 
■^2 ih 

Soil Pj = Pg sein, so muss Anfangs 


sein Dies eifordert, dass ^ Anfangs von + fig) nm kleine Grbssen von der 


Ordnung P differii-t Alsdann beha.lt wahrend der Bewegung sein Vorzeichen 

und die Axe wird in constanten Intervallen — — — vertical 

Wir haben angenommen, die Werthe von (i seien sowohl reell als ungleich. 
1st der Werth von n so klein, dass die Werthe von fi imaginar werden, so ent- 
halten die Werthe von | und r] reelle ExponentialgrQssen Alsdann bleiben diese 
Werthe im Allgemeinen nicht klein Es zeigt dies an, dass der Kreisel nicht 
so schnell mn seine Axe rotirt, dass die Axe vertical bleiben konnte Er ver- 
lasst seine Anfangslage. 

1st = 4!gAI, so sind die beiden Werthe von fi reell und gleich. Als- 
dann wird, wie man leicht sieht, den Gleichungen durch 


I = Pj cos(fit + + Pgicos(fif + /g), 

7] = Pi + fi) + Pgf 8iii(fit + fs) 

geniigt, so dass also die Bewegung im Allgemeinen unstabil ist. Die Axe des 
Ereisels kann nur dann nahezu vertical bleiben, wenn die Anfangsbedingungen 
derart sind, dass Pj = 0 ist 


Beisp. Ein einaxiger Kdrper rotirt um seine Axe mit der Winkelgeschwindig- 
keit n. Zwei unausdehnbare Faden sind an zwei Punkten der Axe in gleichen 
Abstanden b von dem Schwerpunkt (r des Kdrpers befestigt Die andem Enden 
der Faden werden an zwei im Raum festliegende Punkte gehefbet. Die Lange 
eines jedeh Fadens ist a und seine Spannung T, Die Masse des Kdrpers ist die 

Einheit Man beweise, dass die Periode — der Linearschwingungen von G durch 

23C 

ap^ = die Perioden — der Winkelschwingungen der Axe dagegen durch 
Aq^ — C7iq = 2T{a b)~ gegeben sind. 
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Bewegung einer Kugel. 


209 Prolilem 2 . Die Beieegung einer Kugel anf einer collkommen rauhen 
Khtue rw piaien. 

iJie Ebene moge dm 3 ;?/-Ebeiie sein und 
F. F' (lie ComponPnten der Eeibung am Be- 
nibriingsijimkt paraUel diosen Axen. X, Y seien 
di(i Componentim der gogtibenen Kraffce, die am 
Mittelpnnkt angreifen sollen a sei der Eadius 
der Kngeb 7: der Tragbeitsradiurt for einen Darcli- 
und ihre Masse sci die Einheit 
l)ie Winkelbewegungrigrossen mn die der 
.r- und v-Axe parallelen Diircbmesser sind Jc^co^ 
Ric'hiuiigen liegt-n im Raum fest; nach ^ 77 oder § 161 



und Ji’co^ 
14 duti»u‘ 




'=’^— 


Mini ti uiid r die Uesohwindigkeiten des SeLw(*riJunktea parallel den Axen, 
so 


= A' 4- F 
i7t 


(I r 
(It 


= r+ F' 


und da der Benilirungspuiikt der Kugel und der Ebeiie nicbt gleitet, 

« - - rtfQy — 0, V — flfiJi — 0. 

Burcb Elimination von F, F\ £o, und (o* ergibt sick 


da 

(ft 


a* + I 


,r,X, 


dv 

dt 


rt* + Ar* 


Y. 


wnd dies die Bewe,guiigHgleiclmngen einer Kugel, die sick me ein mate- 
rieller Pimkt obne Rotation aut‘ einer glatten Ebene lonter der Wirkung derselben, 

ab(*r im Terhiiltniss von r«“ zu + l'~ reducirten Krafte bewegt. Da Z;® = y a® 
v4, so i;t^4 sich dies so aus^prechen : 

Wenu tine Jwmogene Kugel mifer der Wirkung ganz heliehger Krafte, deren 
Fe^ultunte diireJi das Centrum, der Kugel gelit, auf einer vollJcommen rauhen festen 
Einue ndlf, so ist die Beicegang des Centrums dieselbe ah oh die Ebene glatt ware 
und sdmmtlicJie Krafte auf 'funf t^ieheniel litres fniheren Werihs reducirt wilrden^). 


Bt'isp 1. Die Ebene ial nicht vollkonunen rauh, der Eeibungscoefficient jedocb 
2 JR 

grus.-er als , unter B die resultirende gegebene Kraft parallel zur Ebene und 
( Zi 

unter Z die Kormalki’aft verstanden. Man beweise, dass die Reibung immer gross 
genug ist, um die Kugel vor dem Gleiten zu bewabren 


Beisp 2, Eine Kugel vrird auf eine schiefe Ebene gesetzt, die rauh genug 
ist, um Uleiten zu verhilten und ihr eine Gescbvdndigkeit in irgend einer Richtung 
mitgetheilt Man zeige, dass ihr Mittelpunkt eine Parabel beschreibt Wenn 
V (lie horizontale Anfangsgesehwindigkeit des Mittelpunktes und a die Neigung 

der Ebene gegen den Horizont bedeutet, so ist der Parameter ^ J 

^ g&m a 

1) Dieser Satz wurde von dem Verfasser als Problem in den Mathematical 
Pripos, 1860 gegeben ; siehe die LSsungen von diesem Jahr. Einen andem Beweis 
hndet man im 2 Band, ans welch em sich auch der entsprechende Satz fur den Fall 
ergibt, in welchem die Kugel auf einer andem Kugel rollt 
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Beiap 8 Eine homogene Kugel rollt auf einer vollkommen raulien Ebene 
unter der Wirkung einer Kraft, die dem Quadrat des Abstancle^ von emem Punkt 
in der Ebene , in der sich das Centrum bewegt, umgekehrt proportional ist. Man 
beweise, dass ihr Centrum einen Kegelschnitt beschreibt und dass, wenn die Kugel 
in dem Augenblick, in welchem der Abstand ihres Centrums von dem Sitz der Kraft 
ein Viertel der Hauptase der Bahn wird, an einen glatten Theil der Ebene kommt, 
die Hauptaxe der Bahn pldtzlich in dem Yerhaltniss 7 : 13 reducirt vrird 

[Trin Coll.] 

Beisp. 4 Eine homogene Kugel bewegt sich ohne Rotation unter der Wirkung 
einer Centralkrafb derart auf einer glatten horizontalen Ebene, dass das Centrum 
der Kugel eine Ellipse beschreibt, in deren Brennpunkt sich der Sitz der 
Kraft befindet Die Kugel gelangt an emen Theil der Ebene, der voUstandig 
rauh ist, zu einer Zeit, zu welcher der Abstand ihres Centrums von dem Sitz 

der Kraft der grossen Axe ihrer Bahn ist; man zeige, dass die grosse 

Axe in dem Yerhaltniss 7 : 5 + kleiner wird, Kommt die Kugel wieder an 
den glatten Theil der Ebene, wenn der Abstand ihres Centrums von dem Brenn- 
punkt derselbe Theil der grossen Axe ist, wie zuvor, so wird die Lange der 
grossen Axe wieder in demselben Yerhaltniss vermindert 

Beisp 6 . Zwei Kugeln von gleichem Yolumen, aber verschicdenen Massen, 
ziehen sich nach dem Newton’ schen Gesetz an und rollen auf einer rauhen Ebene 
Man zeige , dass beide in Bezug auf ihren gemeinschaffclichen Schwerpunkt EUipsen 
beschreiben, die diesen Punkt zu einem Brennpunkt haben. 

§ 270 In der Regel werden die Hauptaxen zu Bezugsaxen gewahlt, weil die 
Momente der Effect! vkrafte fur sie ausserst einfach sind. Die etwas langen Glei- 
chungen in § 252 reduciren sich auf die einfache Euler’sche Gestalt, wenn man 
sie auf die Hauptaxen bezieht. Manchmal jedoch ist es von Yoi theil, andre 
Axen zu wahlen, falls diese den geometrischen Bedingungen des Problems besser 
entsprechen. Die Discussion solcher Axen behalten wir uns fiir den zweiten Theil 
vor. Wenn aber die Bewegung stetig ist, die Winkelgeschwindigkeiten also con- 
stant sind, so nehmen die Gleichungen in § 252 auch ohne Reduction manchmal 
eine so einfache Eorm an, dass sie ohne Schwierigkeit aufzulosen sind 

Beisp. Bin schwei'er Kdrper ist miUelst ziceier GelenJce an eine horkontale 
Axe befestigt, urn welche er sich frei drehen kann. Die Axe Idsst man mit gleich- 
fdrmiger Winkelgeschwindigkeit m urn eine verticale, sie im Punkt 0 schneidende 
Gerade rotiren. Man soil fmden, unter welchen Bediyigungen der Kdrper emen con- 
stant&n Winkel mit der Verticalen macht 

Die horizontale im KCSrper befestigte Axe nehme man zur z-Axe. Die Yer- 
ticale liegt dann in der icgz-Ehene und mdge mit der bez. 3 / -Axe die Winkel 

$ und 4- nr — 0 machen. Das ganze System dreht sich um die Yerticale mit 
der Winkelgeschwindigkeit a. Durch Zerlegung erhalt man daher cos 0 , 

o ==cosin0, € 0 ^ = 0. Da diese Winkelgeschwindigkeiten constant sind, so wird 
die allgemeine Momentengleichung des § 252 

— + jr*) == N. 

Um N zu finden, zerlegen wir das Gewicht Mg parallel zu den Axen; es 
ist dann Z = — cos 0 , — 3f^sin0, Z=0, und wenn (r, y, die 

Coordinaten des Schwerpunktes sind, N = xT -^yX. Die gesuchte Beziehung 
zwischen cj und 0 ist daher 

(o^[oos2BXmxy — i — 2 /*)] = 3fg{xsmd — ycos0). 
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Dio Suixy und kann man rlurch die Tragheits- und 

Deviationsmomente de^ Korpei-rf anf die gcwulmliche Ai-t ausdriicken 

Proldomo iiber gleifhformige Bewegung lassen sick oft leicht durch directc 
Anwondung do^ D’Alomljort’sclion Princips lusen So beschroibt in dem eben be- 
.-.procheut-n Probb^m Element des Korpers mit gleicbfonniger Winkelge- 

sclnvindigkeit einen korizontalen Kreis, desscn Mittelpunkt in der verticalen Axe 
liegt Dt r der Badius des KreiM*s, so bat die Eftecti\krafb wjco^r, die an dem 
Element angreift, die Ricbtung des Radius Der Koiper liisst sicb daber so an- 
-jjben, als ob er im Gleicbgewicbt wdie unter der Wirkung seines Gewicbtes 
und oine- Systems von Krlften, die direct von der vei*ticalen Axe aus wirken und 
deni Ab^land von dieser Axe ijroportional sind Die oben gefandene Gleicbung 
orhalt man, wenn man die Momente um Oz nimmt. 

Bei-'.p. 1 Wird dem Korper ein Stoss in der Ricbtung dor ^-Axe gegeben 
uml lasst man ibii um die 'Veiticale mit derselben Wmkelgescbwindigkeit, wie 
ziivor, rot iron, so bat dies, Asnc man zeigen mdge, keinen Einfluss auf die Neigung 
de■^ Kdrpers gegen die Verticalo 

Beisp. :i. Der Koii)er sei emo schwere Scbeibe, die sicb um erne borizontale 
in iiirer Ebene liegende Axe Oc dreben kann; man zoige, dass die Ebene der 
Schedu^ vertical ^tdit, solange /j-g)® nicbt grosser als gh wird, unter h den 
Ab>.taud <les Scliwerpiinktes der Scbeibe von Oz und unter 7 j den Tragbeitsradius 
liir Oz \erstanden 

Beisp S Wenn dor Kdqier oinc kreisformige Scbeibe ist, die sicb um eine 
borizontale auf ibrer Ebene senkreebto und ibren XJmfang sebneidende Axe dreben 
kann, so lasst sicb zeigen, dass die Wmkelgescbwindigkeit eo, wenn 6 den Winkel 
bedeutet, den die Tangente an die Scbeibe bei dem Gelenk mit der Yerticalen 
niacbt, durcb co^a sind = g gegeben ist. 

Beisp. 4 Zwei gleicbe Balle A und B werden an die Enden zweier gleicher 
dujmcr Stabe Art, Bh befeatigt Die Enden a und h sind durcb Gelenke mit 
(nn<*m fosten Punkt 0 verbunden und das Ganze wird um eine verticale durcb 0 
gt-'hondo Axe, wie boi dem Regulator einer Dampfinaschine , in Rotation gesetzt. 
Wem* (he J/rts.se der Stale reniachlnsaigt mrdj su seigeyi, dass die Botationszeit der 
SfhwiHguiigsdfnifr rines Pendels gJeielikommt, dessen Lange der verticale Ahstand 
Jeder Kiiget um deif Gelenken bei 0 isf, 

Boi'<p. 5 Womi in dem vorigen Beispiel m die Masse ernes jeden diinnen 
.Stabe*^, M die »dnor Kiigel, I die Lange eines Stabes, r der Radius einer Kugel, 
k die Tiefe eines jeden Mittelpiinktes unter dem Gelenk bedeutet, so ist die L’ange 
des Pen<lelft 

ilf(; + r)»+lTOZ» 

Endliche Rotationen. 

§ 271. Sind die Rotationen, welcbe znsamm enzusetzen sind, ibrer GrSsse 
nach ondlicb, so ist das Verfabren zur Ermittlung ibrer Resultanten etwas com- 
plicirt. Wie sebon in § 229 erwabnt wurde, sind solche Rotationen ia der Dynamik 
<ler Systome starrer KSrper nicbt von grosser Bedeutimg Wir woUen daber nur 
einige Siltze kurz erwabnen, welcbe dieselben fur den Fall unendlicb kleiner Be- 
wegung sebon beeproebenen Satze in besseres Licbt zu setzen im Stande sind. 
Wir beginnen mit dem Satz, der dem Parallelogramm der Winkelgescbwindig- 
keiten entspricht. 
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Der Satz von Rodriguez. Em Korper erJeidet naclmnmidcr cicei Botationm, 
eine Botation iin cine Axe OA von der Amplitude d, 21 eine darnuf folgende Rota- 


twn um eine Axe OB von der Amplitude 6‘ 
Man soil die Rotationen zusammensetsen 
Die auf OA, OB aufgetragenen Langen 
soUen diese Rotationen auf die in § 231 er- 
klarte Art daistellen 

Die Ricktungen der A:£en OA, OB 
miigen eine Kugel, deren Centrum in 0 
liegt, in A und B treffen Auf dieser Kugel 
trage man an BA in der der Rotation um 
OA entgegengesetzten Richtung den Winkel 

BA C gleich i ^ ebenso den Winkel 

ABC gleick docli in derselben Rich- 


; die heiden Axen liegen im Raiun fest* 
O' 



tung, in der die Rotation um OR erfolgtund die Bogen mdgen sich in 0 schneiden. 
Scklies slick trage Tna u noch die W^inkel BAG und ABC gleich BAG hez 
ABC auf der andem Seite von AB auf. 

Die Rotation 6 um OA bringt jeden Punkt P in 00 in die Gerade OC' 
und die folgende Rotation & um OB bringt den Punkt P wieder zuriick nach 
00. Die Punkte von 00 sind daher nach der doppelten Rotation in ihrer 
fruheren Lage und 00 ist deshalb die Axe der einzelnen Rotation, durch welche 
die gegebene Verruckung dos Ebrpcra sich herstellen lasst Die Gerade 00 heisst 
die resultirende Rotationsaxe Wird die Reihenfolge der Rotationen umgekehrt, 
so dass der KQrper zuerst um OR und dann um OA rotirt, so mirde 00' die 
resultirende Axe sein. Lagen die Axen OA, OB in dem Korper fest, so mirde 
die Rotation 0 um OA die Axe OR in eine Lage OB' bringen. Der K5rper kaim 
dann von seiner ersten in seine letzte Lage durch die Rotationen 0, B' um die 
ini Baum festliegenden Axen OA, OB' gebracht werden, Dieselbe^ Construction 
liefert mithin wieder die Lage der resultirenden Axe und die Rotation um sie 

Um die GrSsse der Rotation um die resultirende Axe OC tm finden, be- 
merken wir, dass ein in OA angenommener Punkt JP durch die Rotation 0 um 
OA nicht in Bewegung gesetzt wird und durch die darauf folgende Rotation 0^ 
um OR in eine solche Lage P' kommt, dass PP' durch die Ebene OBC recht^ 
winklig halbirt wird Die Rotation 0" um 00 muss aber dem Punkt P dieselbe 
Verscbiebung geben; daher ist fur den Normalfall 0" das Doppelte des Aussen- 
winkels zwischen den Ehenen OCA und 0GB. Wird die Folge der Rotationen 
umgekehrt, so ist die Rotation um die resultirende Axe OC' das Doppelte des 
Aussenwinkels bei O', welcher dem bei O gleich ist. Obwohl also <Re Lage der 
resultirenden Rotationsaxe von der Folge der Rotationen abh^gt, so ist doch der 
resultirende Rotationswinkel von ihr unabhangig 


§ 272. Eine Rotation, deren Amplitude das Doppelte eines Innenwinkels 
des spbarischen Dreiecks ABC betragt, ist der Rotation gleich und entgegen- 
gesetzt, deren Amplitude das Doppelte des zu ihm gehorigen Aussenwinkels ist. 
Denn da die Summe der heiden Winkel n ist, so unterscheiden sich die zwei 
Rotationen nur durch und es leuchtet ein, dass eine Rotation mn. emen Winkel 
27 e die Lage eines Punktes des Korpers nicht andem kann. Es ist dies nur eine 
andre Art den Satz auszusprechen , dass ein Kfirper, der sich um eine feste Axe 
dreht, von einer gegebenen Lage in eine andre durch Drehung um die Axe sowohl 
in der einen als der andem Richtung gebracht werden kann. 

§ 273 Dem Satz ubcr die Zusammensetzung endlicher Rotationen kann man 
folgende Fassung geben: 
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M ABC ein spJidnsclics Breieck, so ist eine Botation urn OA von C nach B 
liin ran der Amplitude gleicli dem doppelten innereii Wmlcel lei A, gefolgt von einer 
Botation um OB ron A nach C htn von einer Amplitude gleich dem doppelten 
immren Winlcel lei B der Botation urn OC von B nach A kin, deren Amplitude 
dem doppelten inncren Wmkel Im C gleichkommt , gleich und entgegengesetzt 

Man merke, dass die Reihenfolge, in vrelcher die Axen zu nehmen sind, bei 
dem Umgang um rlas Dreieck den Kotationen entgegengesetzt ist 

Da die Beweise des § 271 in ihren Grundziigen von Rodriguez herrubren, 
BO hat man dem Satz semen Namen gegeben Die Abhandlung von Rodriguez 
findet man im 5 Band von Liomille’s Journal, 1840. 

Beisp Wenn zwei Rotationen 6, 6' um zwei Axen OA^ OB^ die senk- 
recht aufeinander stehen, zu einer emzigen Rotation cp um die Axe OC vereinigt 
werden, so ist 

S' 0 s & 

tg CO A — tg - cosec — , tg COB = tg — cosec — und 

2 ^ A £k 

(p 6 S' 

cos = cos — cos • 

2 2 2 

§ 274 Der Sjlvester'sche Satz. Aus dem Satz von Rodriguez lasst sich 
sich der Svlvester’&che dadurch ableiten, dass man das Polardreieck A' B' C' 
zieht. Da die Seite B' C' das Supplement des Winkels A ist, so unterscheidet 
sich eine der Richtung und Grosse nach durch %B' C' dargestellte Rotation von 
der durch 2 A in der entgegengesetzten Richtung dargestellten durch eine Rotation 
von der Amplitude 23r Eine Rotation kann aber die Lage des KSrpers nicht 
andem, daher sind die beiden Rotationen 2B'C' und 2 A der GrOsse nacb 
aquivalent, dagegen der Richtung nach entgegengesetzt. Ist daher A'B'C' ein 
lehebiges sphariscHes Breieck, so bewirkt eine Botation zweimal B'C', gefolgt von 
einer Botation zweimal C A, dieselbe Verriickung des Kdrpers wie eine Botation 
zwemal B'A\ Unter einer Rotation B'C' versteht man dabei eine Rotation um 
eine zur Ebene B'C senkrechte Axe, die den Punkt B' nach C' bringt. 

§ 275 Den folgenden Beweis des vorstehenden Satzes hat Prof. Donkin 
in dem Phil Mag fur 1851 gegeben. ABC sei ein beliebiges Dreieck auf einer 
im Raum festliegenden Rugel, a|Sy ein Dreieck auf einer gleichen und con- 

centrischen Kugel, die sich um ihren Mittelpunkt 
bewegen kann Die Seiten und Winkel von a§y 
sind denen von ABC gleich, aber anders an- 
geordnet, indem das eine Dreieck das umgekehrte 
Oder Bild des andem ist. Wird das Dreieck 
05 (3 y in die Lage 1 gebraohfc, so dass die den 
Winkel a enthaltenden Seiten in denselben grdssten 
Ereisen mit den den Winkel A enthaltenden liegen, 
so kann es ofFenbar Ikngs A J? in die Lage II 
und dann langs BC m die Lage ITT gleiten und 
kann ehenso auch durch Gleiten langs AG in diese 
letztere Lage gebracht werden. ce^y aber la,ngs 
AB gleiten lassen ist Equivalent damit, sowohl p als a lEngs eines Bogens, der 
doppelt so gross als AB ist, um eine auf die Ebene AB senkrechte Axe be- 
wegen. Dasselbe gilt, wenn das Dreieck iSngs BC oder AC gleitet, Zweimal 
die Rotation AB, gefolgt von zweimal der Rotation BG, bewirkt mithin dieselbe 
Verriickung wie zweimal die Rotation AG. 

§ 276. Rotationspaare. Sollen die Rotationen um zwei parallele Axen zu- 
sammengesetzt werden, so bedarf das Verfahren von Rodriguez nur einer ge- 
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ringen Aenderung. Statt Bogen auf einer Kugel zu ziehen, lege man Ebenen 
durch die Axen, welcbe mit der die beiden Axen enthaltenden Ebene dieselben 
Winkel wie zuvor macben. Ihre DurcbsclmittBlinie ist die resultirende Axe Ein 
specieller Fall verdient Beacbtung. Wenn 6 = — 6' ist, so liegt die resultirende 
Axe im TJnendlicben Eine Rotation um eine im Unendlichen liegende Axe ist 
aber offenbar eine Translation Eine Rotation 6 daher um eine Axe OA, gefolgt 
von einer gleichen und entgegengesetzten Rotation nm eine parallele Axe O'R, im 
Abstand a von OA, ist einer Translation 2a sin “ ^ Equivalent, vrelcbe die 
Ricbtung der Sebne des von einem beliebigen Punkt m OA beschriebenen Bogens 
hat und senkrecht auf der Ebene steht, die durch OA geht und mit der die Axen 
enthaltenden Ebene den Winkel ^ 6 macht Dies folgt auch auf einfache Art 
aus § 223. 

§ 277. Coujugirte Rotationen. Jede gegehene Vernickung ernes Korpers Jdsst 
sicTi durch zwei endliche Botationen darstellen, von denen die eine um eine leliebige 
gegehene Gerade und die andre um eine ziceite Gerade stattfindet, welche dte erste 
nicht nothwendigerweise schneiden muss- Wenn eine Yerruckung so dargestellt 
vrird, so heissen die Axen conjugirte Axen und die Rotationen conjugirte Botationen. 

OA sei die gegebene Gerade und die gegebene Yerruckung sei durch die 
Rotation cp um eine Gerade OB und die Translation OT dargestellt Wir 
wunschen die Rotation um OB in zwei Rotationen zu zerlegen, eine um OA, 
die andere auf sie folgende um OR, wenn OB erne auf OT senkrechte Gerade 
ist Zu diesem Zweck verfahren wir, wie in § 271 und beschreiben eine Kugel, 
deren Mittelpunkt 0 und Radius die Einheit ist OA, OR, OT mSgen sie in 

A, R, r schneiden Den Winkel ARR machen wir dem Supplementwinkel von 

£ 

gleich, verlEngem RR nach R, so dass TB = — ist und verbinden A und R. 

Nach dem Sylvester’ schen Satz wird nun die Rotation 9 durch eine Rotation 
um OA, die wir B nennen wollen, und die darauf folgende um OR, die 0' 
heissen mag, dargestellt. 

Nach § 276 ist die Rotation 0' einer gleichen Rotation 0' um eine parallele 
Axe OR zusammen mit einer Translation Equivalent, welche man so einrichten 
kann, dass sie die Translation OT aufhebt. Dieser Pall tritt ein, wenn der 
Winkel, den OT mit der Ebene von OR, OR macht, y (tf — ist und auf 
der einen oder andem Seite von OT je nach der Ricbtung der Rotation liegt 
und wenn der Abstand r zwischen 0 B und OR derart ist, dass 2r sin y 0'= OT ist. 

Auf diese Art ist die ganze Yer- 
ruckung auf die Rotation 0 um OA, 
gefolgt von der Rotation 0' um OR 
reducirt worden. 

§ 278. Znsammensetzrmg von 
Schraubenbewegungeii. Zwei aufein- 
ander folgende Verruckimgen eines 
Korpers Tcawn man durch zwei succes- 
sive Schrauhenbewegwngen darsteUen, 

Mem soli diese zusammensetzen. 

Der KSrper mCge zuerst eine 
Rotation 0 um die Axe OA mit der 
Translation a und dann die Rotation 0^ 
um OR mit der Translation a' haben. 00 sei der kurzeste Abstand zwischen OA 
und OR und mSge der leichteren Darstellung wegen die y-Axe sein. 0 sei der 
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Coorrlinaionunfung uiul i/j-Axe parallel zu (7-D, so class also 0^ in der 

lif'gt Es 06'= r mid der Winkel AO on = or. Man ziehe die Ebene 

00 OT .'0, da-sS sie nut dor i/js-Ebene den Winkel macbt; sic scbneide die 

yj- Ebene ill OT Feincr ziehe maneine zweite Ebene A Oi?, die mit der oi^-Ebene 
don Winkel I 0 macht and die Ebene xOT in OB sclineidet 

:^kin %L*rl:iiigore AO bis zu einem in der Figur nicht angegebenen Punkt P, so 
(la.-s PO = ft ist, und P sei der Reductionspunkt, auf welchen die ganze Ver- 
riiokung des Kuipers bezogeu \vird Die Rotation Q* ist einer Rotation 0 mn. Oofo 
zusanimon mit einer Tranblation 2rsin“0' langs OT nach § 223 aquivalent. 
Niif‘h § 271 ist die Rotation 6 uni OA, gkolgt von S' urn Ox gleichwerthig mit 
der Rotation SI nm OP, wenn der doppelte Winkel AMT ist, so dass 

sin --SI = — cos i ^ cos Y + sin y 0 sin 0' cos a 

i-iT. Die ganze Verruckung wird nun dargestellt durch (1) eine Translation des 
Ib^diictionsijimktes P nacli 0, ^2J die Rotation SI und (S) eine weitere Translation, 

welehe die EesiiUante der Translationen 2 r sin 4-*^' l^ngs OP und a' liings Ox 

i.-t 2siich § 2R» konnon diesc Yenfickungen in beKebiger Reihenfolge vor- 
geiionnneii -werden, da sie sich sammtlicli auf denselben Reductionspunkt be- 
zieheii Man kanii sie daber in eine emzige Scbraubenbevrogung auf die in § 226 
ungegebene Art zu^-'animensetzen Sie heisst die renultirende Bclirauhenheioegimg 
Eine Sclmiubenbewegung, dio dieser resultirenden gleich und entgegengesetzt ist, 
bringt den Kori^er wiedor m seine ursprunglicbe Lage zuriick 

Die Rotationsamplitude der resultirenden Schraubenbewegung ist St und ihre 
Axe ist nach § 220 parallel zu OP Aus § 271 ergibt sich , dass der Sinus der 
halben Bofatiomamplitude einer jeden Schraulenhewegunq dem Sinus des Winkels 
swisehen den Axen der heiden a)%deTn Schrauhenbetcegimgen iyro]^ortional ist. 

Um die Translation liings der Axe der resultirenden Schraubenbewegung zu 
finden, muss man nach § 222 die Projeetionen der drei Translationen OP, ct, a' 
auf OB addiren Die Projection von 0 P ist 2r sin cos PP = 2 r cos Ty cos PP, 
also der doppelten Projection des kCirzesten Abstandes r auf die Rotationsaxe 
gleieli Bezoichnet P die gesuehte Translation, so hat man 

P == 2r cos P^ + cos BA + a cos Bx. 

^ 270. Sind die zusammenzusetzenden Schrauhenbewegungen einfache Rota- 
tioneii, -o ist cc = 0, = 0 und es lasst sich leicht zeigen, dass 

P sin 4 = 2 r sin 4* ^ sin 4- sin a 

i=!t In § 277 ist bewiesen worclen, dass man jede Yerriickung durch zwei con- 
jugirte Rotationen auf unendlich verschiedene Art darstellen kann; aus demYorigen 

ergibt sich nun, dass in alien diesen Fallen r sin 4-^ einY^" sin a sich gleich 
bleibt. Sind die Rotationen unbegrenzt klein und xdt bez. m dt gleich, so wird 
daraus ^ sin a, d h das Product aus einer Winkelgeschwindigkeit und 

dem Moment ihrer eoujugirten Winkelgeschwindigkeit um ihre Axe ist fiir alle 
dieselbe Bewegung darstellenden conjugirten Winkelgeschwindigkeiten dasselbe. 

Beisp. 1 Sind die zusammenzusetzenden Schrauhenbewegungen einfache 
endliche Rotationen, so iiisat sich zeigen, dass die Gleichimgen fur die Axe der 
resultirenden Schraubenbewegung 

— ^ tg 9' + sin -i ^ cos Y 0' = r sin i 0', 

y cos Y ^ sin i sin i cos 9' cotg -- ^ 
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sind, worin cp' den Winkel xOB und 51 die lesultirende Botation Ijedeutet Die 
erste Gleiclmng drilckt aus, daws die Centralaxe in der Ehene liegt, welehe die 
von 0 aus auf OR in der Ebene xOR senkrecht gczogene, die Translation in 
diesei* Richtung daistellende Gcrade recbtwinklig halbirt; die zvreite, dass die 
Centralaxe in einer zu TOR parallelen Ebene liegt, welehe den in § 225 be- 
Btimmten Abstand von TOR hat. 


§ 280. Die Gescbwindigkeit der Pnnkte. Die Formeln pind etwas compli- 
cirter als die entsprechenden in § 238 fiir unendlich kleine Bewegungen. 

Die Yerruclcimg ernes Kori^ers ist durch eine Rotation von der endhehen 
Amplitude B iim eine Axe 01 gegehen^ die durch den Coordinatenanfang geJit iind 
deren RicJitungscosmusse sind Man soil die 

dadiirch hedingten AeMeriingen der Coordinaten (x^ y, s) 
eiyies Punltes P finden. 

Statt den Korper zu verriicken, wollen wir die 
Coordinatenaxen um den gleichen Winkel B und urn 
dieselbe Axe 01^ jedoch in entgegengesetzter Eichtung 
lotiren lassen Das Problem wird dann die Umkehrung 
des in § 217 besprochenen 

Die Axen Ox^ Oy^ Oz mogen nach dieser Ro- 
tation die Lagen Ox\ Oy\ Oz einnehmen; die neuen B 
Coordinaten von P seien 

x' = X SXf / = y / = 2 ; -|- 6'z 

und a, §, y die Richtungswinkel von 01 auf beide Axenwysteme bezogen Die 
Axen mogen eine Kugel vom Radius gleich der Einheit in A, R, C; A\ B\ C treffen. 
Durch Projection erhalt man 

x' = X cos AA! + y cos BA z cos CA^ 
aus dem sphS,rischen Dreieck I A A* 

sin A A = sin a sin i 0 


a 



und aus den beiden sphUrischen Dreiecken BIA, BIA 

0 ~ cos a cos (J -|- sin 05 sin p cos 

cos BA = cos a cos ^ + sin a sin p cos {Z -^B)^ 

worin Z den Winkel AIB bezeiohnet Beachtet man, dass Z = cos a, m — cos p, 

=! cosy ist, so ergibt die erste Gleichung igZ = — und die zweite 

Ion 

cos BA=lm — Im (cos 6 — tg Z sin 0) = sin 0 ^ — 01 -j- Im tg — 0^ • Auf ahnliche 
Weise erha.lt man durch Aenderung des Yorzeichens von 0, 


cos CA = sin 0 + Z n tg 0^ , 

cosooBdx — xig^B mz — oiy lt% ^B(J>x-\-ony-\-nz) , * (1) 


und §,hnliche Ausdrucke for Sy^ Bz 

Wexm der Coordinatenanfang eine Translation hat, deren Componenten 
parallel den Axen Ox, Oy, Oz durch a, h, c dargestellt werden, so muasen diese 
zu den obigen Werthen von dx, 8y, Sz addirt werden 

Nimmt man an, die Verruckung sei durch eine Tramlation (a, h, c) uvid eine 
Rotation 0 um die Axe (Z, on, n) gegeben, so ergeben sick die Gleichungen der 
Centralaxe ohm SchioierigTceit, Die gesuchte Axe ist parallel zu 01 (§ 226) und 
die Translation Tdngs derselben der Projection der Translation des Coordinaten- 
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anfangB auf sie gleicli (§ •222} Jeder Punkt auf cler Centralaxe muss daher den 
Gleichimgen 

= — ==?a-|- + «c . . . . ■ (-A.) 

Z m n 

gtmfigen Sind f,g,li die Coordinaten des Fusspunktes des vom Coordinatenanfang 
auf die Centralaxe gefallten Lothes, so ist 

a — l{aJ + hm + C7i) — (hn — C7n)coig -^0 

mit ahnlichen Ausdriicken fur g, 7i Die Gleichung der Centralaxe nimmt dann die 
einfache Gestalt an 

I m 71 

Um den Ausdruck fiir f zu erhalten, setze man f, g, h statt x,y, !S in den 
Worth en von da;, ds Bezeichnet man die rechte Seite der G1 (A) der Kiirze 
wegen mit K und heachtet, das? fl -[- + 7 i> 2 . = 0 ist, so erhalt man 

IK — a = fig + mh — ng^ sind 

und z-wei lilmliche Gleichungen Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit 
— tg d, n hez — m und addirt, so wild 

{a — lE)ts~d — (bn — cm) = /■(! H-tg^ye) sine, 

worauB sich der gesuchte Werth von f sofort ergibt. 

Wenn |, ij, J die Coordinaten des MiUelpunJctes der ganssen Verschiehung eines 

Funktes F bezeichnen, so ist g = a? + -|* da;, etc Die Ausdrucke fur die Compo- 
nenten der VerscMebung nehmen dann die Gestalt an 

d* = a + 2tg-i-e[f)i (s— ic) — «(ri — yfiJJ (2) 

Dies stimmt mit den von Rodriguez gefundenen Resultaten iiberein. Um die 
Gleichungen (2) zu erhalten, beachte man, dass ein Korper, der um 01 durch 
einen 'V\"inkel 6 gedreht wurde, wenn man ihn ruokwarts um denselben Winkel 
rotiren lilsst, seine friiherc Lage wieder einnimmt. Setzt man daher ^ + etc. 
anstatt y, z auf der rechten Seite der GL (1) und andert das Yorzeichen von dj 
so erhiilt man dieselbe linke Seite mit — dx und — 0 an Stelle von 8 x und 6, 
Es vdrd also 

cosec d da; == + (a;+ da:) tg Y 0 + m{z + d^;) — »(^+ d y) — Z tg i ^ { Z(a; + da;) -| } 

Bedenkt man, dass l6x-\~ md y n 82 ^ 0 ist, weil mir Rotation stattfindet, 
§ 222, so findet man durch Addition 

dn = 2(mg’i — w%)tg yd, 

worin = a; + y da:, etc. die Coordinaten des Mittelpunktes der durch die Rota- 
tion allein bewirkten Yerriickung sind. Hat der Coordinatenanfang ebenfaUs eine 
Translation, die durch a, 5, c dargesteUt vdrd, so schliessen wir diese in die Werthe 
t'on Sx^8y^ Sz ein, Weil I, r/, f die Coordinaten des Mittelpunktes der ganzen 

VerrucJcung sind, so setze man = | — i a, etc. Man erh§lt dann unmittelbar 
die Gleichungen (2), 

Da die ganze Yerschiebung eines Punktes der Centralaxe ISngs dieser Axe 
stattfindet, so sind S, tj, g auch die Coordinaten eines Punktes der Centralaxe, 
Die Gleichungen der Centralaxe kann man daher auch bilden, indem man die 
Werthe von 8x, dy, dz in (A) substituirt. 
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§ 281. Durch Benutzung der Formeln fur dx, 6y, 82 kmm man dk Comyo- 
mnten der gansen Yerscliiebiing ernes Fmiktes P in Fdlge ziveier Scliraiihen- 
hewegnngen finden, die der Beilie nack urn ziiei diirch hehehige Punkte (f\ g^ h)^ 
{f\g\K) gehende Axen {J,m^n), stattfinden Bezeichnet man die Rotationen 

und Translationen mat (0, v\ {6\ v), so sind die Verschiebungen von {xyz) m 
Folge der ersten 

8x = vl sin 6 [ — t(x — /) + m{2 — h) — 7i{y — gj ItP]^ 

worin 

■ p=l(x — f)^m.(y — g) + n(s — ]t) imd t = ig~6 

ist, mit ahnliclien Ausdrucken fCir 8y^ 8z 

Die Yerscbiebungen 8'x^ 8fy^ 8* z in Folge der zweiten Scbraubenbewegung 
ergeben sicb, wenn man etc. far a:, y^ z\ fiir und d\v fdr 6,v 

setzt Addirt man beide, so erbiilt man die ganze Yerschiebung Jx=dx-]-8'x, etc 
in Folge beider Schraubenbewegungen Das Yerfahren bietet weiter keine Scbwierig- 
keiten dar, nur iat das Resultat im Allgemeinen etwas lang Wir kommen so zu 
drei linear en Ausdrucken far die Componenten Ay^ Az der ganzen Yer- 
schiebung in Folge beider Schraubenbewegungen Sie haben die Form 

/ix = a + 

und ahnlich fur Ay, A z 

Urn die Gentralaxe der heiden Schraubenbewegungen zu finden, beachte man, 
dass der Ort von Punkten, deren Yerscbiebungen gleich und parallel sind, eine 
der resultirenden Schraubenaxe parallele Cferade ist, § 220. Setzt man daher 
Ax ^ a, Ay ^b, Az = z, so erhklt man drei Grleichungen ersten Grades, von 
welchen immer zwei die Yeihaltnisse von x, y, z bestimmen und daher die 
Richtungscosinusse der Gentralaxe angeben Sie seien k, fi, v Die Gleiohung 
der Gentralaxe ist dann 

Ax Ay Jz 

X (I 


V 


= X a ja b V c 
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Die Bewegungsgrosse. 

§ 282. Das Kapitel liat die Ueberschrift ^Bewegimgsgrosse" er- 
lialton, obgleicli nur ein Theil seines Inbalts durch sie ausgedriickt 
wird. Am besten liisst sich der Lihalt des Kapitels in dem folgenden 
Problem ausspreclien. Die Umstande der Bewegung eines Systems 
zur Zeit sind gegeben; zur Zeit bewegt sich das System nnter 
anderen Umstiiuden; man soil die Beziehungen bestimmen^ welche 
ziivisehen den beiden Bewegungen existiren. Die Art, auf welche 
diese Aeuderungen durch die Krafte bewirkt werden, ist nicht Gregen- 
stand der Untersuchung. Wir wollen nur bestimmen, welche Aende- 
rungen in der Zeit Yorgegangen sind. Ist die Zeit ^ sehr 

klein und sind die Krafte sehr gross, so wird es zum aJlgemeinen 
Problem der Momentankrafte. Auch dieses soU in dem Kapitel be- 
handelt werden. 

Das System moge auf beliebige feste Axen Ox, Oy, Oz bezogen 
werden. Die sechs allgemeinen Bewegungsgleichungen lassen sich dann 
nach § 71 in der Form schreiben 

2m ^ = ZmZ, 

= Zm{xY-yX) 

Integi-irt man sie von t=tQ bis t=i^, so ergibt sich 





[£» (* if - , g)J 

to 

Eine beschleunigende Kraft F greife an einem in Bewegung be- 
findliehen materiellen Punkt m wahrend der Zeit ^ an und diese 
Zeit werde in Intervalle getheilt, von denen jedes gleich dt ist. In 
der Mitte eines jeden solchen InterraUs ziehe man von der Lage aus, 
die m in diesem Augenblick hat, eine Linie, welche den Werth, den 
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mFdt in demselben Augenblick besitzt, der Ricbtung und Grosse nach 
darstellt. Die Eesultante dieser Krafte, wie man sie in der Statik 
findet, teisst die ganze in der Zeit zur Verwendung gekommene 

r 

Kraft. So ist jmZdt die Componente der ganzen Kraft parallel der 

z-Axe. Aus den Gleicbungen gekt nun bervor, dass 

(1) die dwell leliehige Krdfte hervorgebraclite Aenderung der Compo- 
nente d&r Bewegmigsgrbsse eines Systems zii einer heliehigen Zeit der 
ganzen Componente der Kraft in derselhen Eiclitung gleicJi isf nnd dass 

(2) die durch helieiige Krdfte lewirhte Aenderung des Moments der 
Beivegungsgrbsse des Systons um eine Gerade zii einer heliehigen Zeit 
dem ganzen Moment dieser Krdfte um dieselbe Gerade gleicli ist. 

Ist das IntervaU t-^ — t^ sebr klein^ so ist „die ganze Kraft" die 
zur Verwendung gekommen ist, das gewobnliche Mass einer Momentan- 
kraft und die vorstehenden Gleicbungen sind identiscb mit denen 
in § 85. 

Es ist niebt notbig, die beiden Satze aus den Bewegungsgleicbungeu, 
wie wir es getban baben, abzuleiten; das folgende allgemeine Theorem, 
das den beiden obigen Satzen in Wirklicbkeit aquivalent ist, ergibt 
sicb leiebt aus dem D’Alembert’scben Princip. 

§ 283. Fundamentalsatz, Wenn die Bewegungsgrbsse eines Masse^i- 
punhtes eines sicJi hewegenden Systems, wie in der Statil', so zusanimen^ 
gesetzt und zerlegf wird, als oh sie eine an der augenUicUiclien Lage des 
MassenpunTctes angreifende Kraft ware, dann sind die Bewegungsgrbssen 
aller MassenpunUe z%ir Zeit t^ den Bewegungsgrbssen zu einer frulieren 
Zeit t^ zusammen mit den ganzen Krdften, die wdhrend des Intervalls 
gewirlct hdben, dquivalent 

Die Sacbe liisst sich auf Grund des D’Alembert’sclien Princips klarer dar- 
stellen, wenn man sie etwas ausftLhrlicher behandelt MultipKcirt man die Masse 
m eines Punktes P mit seiner Geschwindigkeit v, so ist das Product die Bewegungs- 
griSsse mv des Massenpunktes Wir wollen sie der Eiclitung und Grosse nacb durch 
die Gerade PP' darstellen, die von dem Massenpunkt aus in der Richtung seiner 
Bewegung gezogen wird Zum Zweek der Zusammensetzung und Zerlegung kann 
man (naoh den Eegeln der Statik) diese darstellende Gerade in der Richtung der 
Bewegung in eine beliebige Lage bringen; sie moge sich also mit dem Punkt be- 
wegen. Greift an dem Massenpunkt in irgend einem Augenbbek eine aussere Kraft 
wP an, so wird in der Zeit dt eine neue Bewegungsgrbsse mFdt erzeugt. Sie 
kann ebenfalls durch eine Gerade dargestellt und mit dem mv des Punktes zu- 
sammengeseizt werden, Agiren und reagiren zwei Massenpunkte wahrend der 
Zeit dt mit der Kraft B, aufeinander, so werden den Punkten zwei gleiche und 
entgegengesetzte Bewegungsgrbssen (nambeh JRdt) mitgetheilt. Nimmt man alle 
Punkte zusammen, so ist, wie man sieht, die Aenderung ihrer Bewegungsgrbssen 
der Eesultante aller mFdt, die auf das System gewirkt haben, gleich. Da dies 
for jedes Zeitelement gilt, so ist es auch fur jedes endbche IntervaU giiltig 

Weil aber die Eesultante aller mFdt als die ganze Kraft definirt worden ist, so 
ergibt sich der obige Satz unmittelbar. 
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Kapitel VI. Die Bewegungsgrcisse. 


Falls keine Krafte mit Ausnahme der gegenseitigen Einwirkungen 
der Masseupuukte aufeinander an dem System angreifen^ sind, wie man 
sieLt, die Bewegungsgrossen aller Massenpunkte des Systems zn be- 
liebigen zwei Zeiten aquiyalent. 

Die beiden Principien der Erhaltung der Translationsbewegungs- 
grdsse und der Flacben kann man so aussprecben: 

IVe/in die an ei^nem System angreifenden Krafte derart sind^ doss 
sie Idyigs eimr gewissen festen GeraMn keine Componenfe besitsen, dann 
ist die Bewegung derart, dass die Componente der Translationsbewegungs- 
grosse Imigs dieser Link constant ist 

JVe 9 iH die Krafte so sind, dass sie nni eioie gewisse feste Qerade 
kein Moment hdbm, dann ist das Moment der Bewegungsgrbsse oder die 
Sectorenbewegungsgrbsse (§ mi diese Gerade constant. 

Offenbar sind diese Satze nur specielle Palle der in § 78 be- 
wiesenen Theoreme. 

§ 284. Die Centralki*aft als Beispiel. Ein einzelner Massenpunkt 
m beschreibe eine Bahn um ein Kraffccentrum 0. v, v seien seine 
Greschwindigkeiten in irgend zwei Punkten P, P' seines Wegs. mv\ 
welclies liings der Tangente in P' wirkte, mirde danr^ wenn umgekehrt, 
im Gleicbgewicbt mit dem langs der Tangente in P wirkenden mv 
zusammen mit der ganzen Centralkxaft Ton P bis P' steben. Sind 
Pj p' die Langen der von 0 auf die Tangenten in P, P' gefallten 
Lotbe, so ergeben die Moments nm 0, vp = v'jp'; mithin ist vp 
wahrend der Bewegung constant. Treffen sicb femer die Tangenten 
in T; so muss die ganze zur Verwendung gekommene Centralkraft 
langs der Linie TO wirken und lasst sich nach den Regeln fur die 
Zusammensetzung der Geschwindigkeiten durch Vy v ausdrticken. 

Beisp. Zwei Puukte von den Massen m, m bewegen sicb um dasselbe Kraffc- 
centruin. Sind fe' die Sectorengescbwindigkeiten eines der beiden PunMe, zu 
beweisen, dass durcb einen Zusammenstoss zwiscben den Punkten nicbt 

geEndert wlrd. (§ 76, j 

§ 285. Drei Alassenpankte als Beispiel. Drei Massenpunkte mogen 
vom Zustand der Rube ausgehend einander anzielien, ohne dass aussere 
Erafte an ihnen angreifen. Die Bewegungsgrossen der drei Punkte sind zu- 
sammen in jedem Augenblick den drei Anfangsbewegungsgrossen aqui- 
valent imd sind daber im vorliegenden Fall im Gleicbgewicbt. Daber 
mUssen sicb in jedem AugenbKck die Tangenten an ibre Babnen in 
einem Punkt 0 scbneiden und wenn man Parallele zu ibren Bewegungs- 
ricbtungen so ziebt, dass sie ein Dreieck bilden, so sind die Bewegungs- 
grossen der einzelnen Punkte den Seiten dieses Dreiecks propoi^onal. 

Sind es n Massenpunkte, so lasst sicb auf dieselbe Art zeigen, 
dass die n durcb mVy m'v\ etc. dargestellten Ejrafte im Gleicbgewicbt 
sind und dass die Geraden, welcbe man parallel zu den Bewegungs- 
ricbtungen und proportional den Bewegungsgrossen der Punkte, an 
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einem beliebigen Punkt beginnend, ziebt, ein gescblossenes Polygon 
bilden. 

Die Ricbtungslinien der an den drei Punkten angreifenden resul- 
tirenden Anziebungskrafte F', F" schneiden sicb ebenfalls in einem 
Punkt. Denn sind X, Y, Z die Wirkungen zwischen den Punkten 
mm' der Reibe nach, so ist F die Resultante Yon — Y 
und Z; F' you — Z und X, F" Yon — X und Y. Die drei Krafte 
Fy F'y F" stehen daher im Gleichgewicht^) und ihre Eichtungslinien 
mtissen sicb in einem Punkt O' schneiden. Aucb ist die Grosse einer 
jeden dem Sinus des Winkels zwiscben den Richtungen der beiden 
andem proportional. Der Punkt 0' liegt im Allgemeinen nicbt fest 
und fallt mit 0 nicbt zusammen, 

Ist die Anziebung dem Abstand direct proportional, so fallen die 
beiden Punkte 0, 0' mit dem Schwerpunkt G zusammen und liegen 
wabrend der Bewegung im Raum fest. Denn es ist aus der Statik 
bekannt, dass unter dieser Voraussetzung die ganze Anziebung eines 
Systems Yon Massenpunkten auf einen der Punkte dieselbe ist, als 
wenn das ganze System in seinem Scbwerpunkt vereinigt ware. 0' iSUt 
daber mit G zusammen. Da femer jeder Punkt vom Zustand der 
Rube ausgebt, so ist die Anfangsgescbwindigkeit des Scbwerpunktes 
Null und daber, nacb § 78, 6f ein fester Punkt, Da weiter jeder Punkt 
Yom Zustand der Rube ausgebt und einem festen Punkt G zugetrieben 
wird, so bewegt er sicb auf der Geraden, welcbe seine Anfangslage 
mit G Yerbindet. 0 faUt daber mit G zusammen. Wenn die An- 
ziebung dem Abstand direct proportional ist, so bangt, wie in der 
Dynamik der materiellen Punkte bewiesen wird, die Zeit, welcbe dazu 
notbig ist, das Centrum der Kraft Yon der Rubelage aus zu erreicben, 
Yon dem Abstand dieser Rubelage nicbt ab. Daber erreicben alle 
Massenpunkte des Systems G zu derselben Zeit und treffen sicb da. 
Bezeicbnet Sm die Summe der durcb ibre Anziebungen auf die gewobn- 

licbe Art gemessenen Massen, so ist diese Zeit, wie bekannt, * 

Aebnlicbe Tbeoreme gelten, wenn die Krafte anderen Gesetzen 
folgen. Beispiele dazu werden am Ende des nacbsten Paragrapben ge- 
geben und ibre Auflosung kurz angedeutet. 

§ 286. Die drei Punkte von Laplace als Beispiel. JDret JPunkte, derm 
McLSsen m, m', m" sind und die sich gegenseitig anztehen, werden so genjoorfm, dass 
das dwrck Verhindung threr Lage in jedem Moment gehildete Dreieck seiner J.M- 
fangsgestalt immer dJmlich hleibt. Man soU bestimmenj v/nter wdchm Bedingungm 
der Wwrf staUfinden muss. 

Der Sobweipunkt muss sicb entweder in Rube befinden oder sicb gleicb- 
ftrmig auf einer Geraden bewegen. Wir kSnneu daber annehmen, er befinde sicb 

1) Der Beweis ist nur eine nahere Ausfuhrung des folgenden: Die drei 
Krafte F\ F" steben nacb D’Alembert’s Princip im Gleicbgewicht, veil 
sie die inneren Eeactionen eines Systems dreier ESrper sind. 

Boaili, Bjnamik. 1. 
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in Ruho uBfl nachher (lie Bedingungen fiir den Wnrf* veraUgemeinem, indem wir 
jedem Masbenpunkt eine Zusatzgeschwmdigkeit ertheilen, die der Riclitung parallel 
iat, in welclier der Schwerpnnkt sick bewegen soil 0 sei der Schwerpunkt, 
P, P\ P'" (lie Lagen der Massenpunkte zur Zeit t Nach der Yoraussetzung sollen 
dann die Liingen OP, OF\ OF" stets proportional und die Wmkelgesch'windig- 
keitcn um 0 gleich sein Da das Moment der Bewegungsgrussen des Systems 
urn 0 sich immer gleich bleibt, hO ist 

7nr^n -f- = Constante, 

wenn r, r\ r' die Abstande OP, OF\ OP" und w ihre gemeinschaftliche Winkel- 
geschwindigkeit bedeuten Da die Verhaltnisse r : / ; r" constant bleiben, so 
tblgt aus dieser Oleichnng, dass mr^n constant ist, d. h. dass OF gleiche Sectoren 
in gleichen Zeiten besckreibt. Nach Newton’s zweitem Princip ist daher die 
residtirende an P angreifende Eraffc nach 0 gerichtet. 

(>, q" seien die Seiten F' P'\ F" PP' des durch die Massenpunkte 

^dasse 

gebildeten Dreiecks und die Anziehung sei der proportional. Dann ist, 

(Abstand)* 

da die resultirende an vi angreifende Anziehung von m" durch 0 geht, 

sinP'PO = ^ sinP^'PO 

und, weil 0 der Schwerpunkt ist, 

m' q" sin F'FO = m" sin F"FO^ 


Entweder liegen daher die drei Massenpunkte in einer Geraden oder es ist 
^ 1st 7: == -— 1, so ist die Anziehung dem Abstand proportional, 

1 st k dagegen nicht — l, so wird q == q" und das Dreieck muss gleich- 
seitig sein. 

Ninunt man an, die Massenpunkte wiirdeu in Richtungen geschleudert, die 
gleiche Winkel mit ihren Abstanden vom Schwerpunkt machen und mit Ge- 
Hchwindigkeiten, die diesen Abstanden proportional sind und setzt man femer 
vorau'^, die resultirenden Anziehungen nach dem Schwerpunkt bin seien diesen 
Abbtanden proportional, so gelten in alien drei Fallen dieselben Bedingungen am 
Ende der Zeit dt und so bestiuidig weiter. Die drei Punkte beschreiben daher 
iihnlicbe Bahnen aul* uhnliche Art um den Schwerpunkt. 

Enderih wollen wir annehmen, die drei Massenpunkte lagen in derselben 
Geraden. Um erne bestimmte Yorstellung zu gewinnen, liege m' zwischen m und 
m" imd 0 zwischen in und Da die auf jeden Punkt wirkende Anziehungs- 
kraft dem Abstand des Punktes von 0 proportional sein muss, so miissen die drei 
Anziehungen, in der Eichtung FF" gemessen, namlich 

ini , in" m" m in m 

(pp"/ ’ (P"py ~ {prf ’ ~ (pp")* ~ (P'P")^ 

proportional OP, OP', OP" sein. Da SmOP = 0 ist, so Uefem die sicL. daraus 

P'P'' 

ergebenden beiden Gleichungen im Ganzen nur eine Gleichung. Setzt man z — — ^ 
HO dass also 


OF OP' _ PP' 

Kd + w + w' + wi'' 

ist, so erhaJt man 


was mit dem Reaultat ubereinstiinmt, welches Laplace fand, der sich zuerst 
mit diesem Problem beschaftigte, 



Die drei Pimkte von Laplace (§ 286). 259 

Falls die Anziehung dem Newton’schen G-esetz folgt, ist /c = 2 und wird die 
Gleichung 

mz\{l + zy — 1 ] — m (1 + zY {1—z^ — [(1 -\-zY — 

■welche vom fdnften Grad ist und daher immer eine reelle Wurzel hat. Die linke 
Seite der Gleichung hat entgegengesetzte Vorzeichen fur £; = 0 und z — oo, daher 
ist diese reelle Wurzel positiv. Es ist also immer mdglich die drei Massen so 
zu werfen, dass sie in einer Geraden bleiben Laplace bemerkt, dass, wenn m 

die Sonne, m' die Erde, m" der Mond ist, z nahezu den Werth 

erhalt. Waren daher ursprunglich die Erde und der Mond ia dieselbe Gerade 
mit der Sonne gebracht worden in Abstanden von der Sonne, die zu 1 und 

1 + -^ proportional sind, und v^aren ihre Geschwindigkeiten anfanghch diesen 
Abstanden parallel und proportional gewesen, so wiirde der Mond stets in Opposition 
zur Sonne geblieben sein. Der Abstand des Mondes von der Erde ware zu gross 
gewesen, als dass er im Zustand bestandiger Yerfinsterung hatte sein kOnnen und 
es wurde deshalb jede Nacht YoUmond gewesen sein Liouville hat indess in 
den Additioiis d la Connaissance des Temps ^ 1845 nachgewiesen, dass eine solche 
Bewegung unstabil ware. 

Die Bahnen der Punkte sind ahnliche EUipsen, die den Schwerpunkt zum 
gemeinsohaffclichen Brenapunkt haben. 

Zweitens sei die Anziehung dem Abstand proportional In diesem Fall ist 
die an jedem Massenpunkt angreifende Anziehungskrafb dieselbe, als wenn die 
drei Punkte im Schwerpunkt vereinigt waren. Jeder Punkt beschreibt eine Ellipse, 
die den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, in derselben Zeit. Nothwendige Be- 
dingungen fur den Wurf sind, dass die Wurfgeschwindigkeiten den Anfangs- 
abstanden vom Schwerpunkt proportional sind und dass ihre Richtungen gleiche 
Winkel mit diesen Abstanden machen. 

Brittens mogen sich die Massenpunkte m den Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks beJBnden. Die resultirende, am Punkt m angreifende beschleunigende 
Kraft ist ^ 

^ cos P'PO + cos P"PO. 

9 9 

Die Bedingung, dass die an den Punkten angreifenden B^afte ihren Ab- 
standen von 0 proportional sein mussen, zeigt, dass das Yerhaltniss dieser Kraft 
zu dem Abstand OP dasselbe for alle Massenpunkte ist. Da nach einem Satz 
uber den Schwerpunkt 

cos P'PO + wT'q' cosP"PO = + w") OP 

ist, so wird dieser Bedingung offenbar anfangs genugt, wenn 9 = 9 ' = Wenn 
daher die Massenpunkte mit Geschwindigkeiten geworfen werden, die diesen Ab- 
standen proportional sind und in Richtungen, die gleiche Winkel mit OP, OP' 
bez. OP" machen, so werden sie aus demselben Grund, wie zuvor, stets in den 
Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bleiben. 

Eine Besprechung der Stabilitat dieser Bewegung findet man im zweiten Theil 
dieses Werkes. 

Beisp. 1 . Man zeige, dass, wenn die drei Massenpunkte sich in den Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks befinden und einander nach dem Newton’schen 
Gesetz anziehen, ihre Bahnen ahnliche EUipsen sind, die 0 zum gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt haben. Man finde die Dauer der Periode 

Beisp. 2 . Drei ungleiche Massenpunkte, die sich anziehen wie die umgekehrte 
Potenz des Abstandes, werden im Zustand der Ruhe auf die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks gesetzt. Man beweise, dass sie sich schliesslich in ihrem 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt treffen. 


-tYm'-j-m" 1 
r 3 w “ 100 
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Die Laplace’rfcLen Wnifbedingimgen sind erfallt Die Punkte bleiben daber 
stets auf den Ecken einea gleichseifcigen Dreiecks, und diese Ecken bewegen sich 
direct aiif den Schwerpuiikt 0 zu. Die drei Massenpunkte bescteiben daher 
grade Linien und kommen gleichzeitig in 0 an. Die Uebergangszeit ist durch 

0 

gegeben , worin jit = wi -}- -f- und q eine Seite des anfanglicben gleich- 

«?<*itigeii Dreiecks ist Das Integral kann man in Ganunafunctionen ausdriicken, 

wenn man s oder setzt, je nachdem k kleiner oder grosser ala die 

Eiiiheit ist Wenn 3 ist, kann die Integration obne Scbwierigkeit aus- 
gefiihrt werden. 

Beisp. 3 Wenn das Sonnensystem nur aus Sonne, Erde und Mond, die sich 
in einer Ebene bewegen, bestande, zu beweisen, dass 

S(jE + M)^ E + {S+ E + M) emu Constante 

ist, ■\vorin k die Sectorengescbwindigkeit einea Punktes auf dem Mond um die Erde 
bedeutet, dessen Masse der Einheit gleich gesetzt •wild und H die Sectorengeschwin- 
digkeit des Scb*werpunktes der Erde und des Mondes um die Sonne bezeichnet 
Man beweise aucb, dass, -wenn die Sonne im Raum festliige, 

^ _ SEMA (1 
dt ^(E + M)^ V® 

ist, -wo r, r' die AbstSude der M und E von S und A den doppelten Inhalt des 
von den drei KSrpem gebildeten Dreiecks bezeichnet. 

[St. John’s Coll., 1896.] 

G sei der Sohwerpunkt des ganzen Systems, K der von E und M, ca sei 
die Winkelgesch-windigkeit im Raum von EM, SI die von SK. Die doppelte 
Sectorenbe'wegungegrOsse des ganzen Systems um G ist nxm constant, die von E 
und 3r, nach § 74, 

(E . KE^ + M KM^) o + {E+M)- GK^ • SI 

und die von 5 iat S Gegeben ist h^EM^ co, E = SK^ SI; 

auch (lie Abstilnde KE, KM, GK^ GS kann man, -wie aus (ier Definition des 
Schwerpunktes bekannt ist, durch die Abstande EM, SK und die Massen S, E, M 
ausdrucken Substituirt man und setzt die Summe der Sectorenbewegungsgrfissen 
einer Constanten gleich, so ergibt sich die erste Gleichung sofort. Die zweite 
erhalt man dadurch, dass man die Momente um S und K nimmt 

Beisp. 4 Jacobi's Theorem, Ein fireies System von Massenpunkten bewegt 
sich nur unter der Einwirkung ihrer gegenseitigen Anziehungen und die KrSfte- 
function U ist eine homogene Function Grades. Man beweise, dass 

SmB* = 2(n + 2) U + 2(7 

ist, worin i?, , etc. die Abstande der Massenpunkte etc. von ihrem 

gemeinschaffclichett Sch-werpunkt 0 und C eine Constante ist. Wenn die Anziehung 
umgekehit wie die dritte Potenz des Abstandes variirt, zu beweisen, dass 

^A + Bt+Ct* 

ist. (Vorlesungen fiber Dynamik, 1864, herausgegeben von A. Cl eb s c h . Supplement- 
bana, S. 22.) 

Durch einfache Differentiation erh3.lt man 
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„ (dxy „ d^x „ dU 


und, wenn man die Suimnen for die Coordinaten z und fiir alle Massen- 

punkte nimmt, da U homogen ist, 

(2»ir») — 2Z»j®‘ = 2w U. 

Nach dem Princip der lebendigen Kraffc (§ 138 oder § 350) ist 
Sniv^ = 2 i7 + C, C = S7nvQ^ — 2 C/q , 

wenn ZJq der Werth der Kraffcefunction im Anfangszustand ist. Daraus folgt 
/ 7 * 

^ Smr^ = 2(« -f 2) + 2(7. 

Nun ist 

2mr^ = + {^wi)(S* + ^* + ; 

da aber keine ausseren Krafbe existiren, so ist — constant und deshalb 

’ dt dv 

Null. Da das Gleicbe fCir y und 1 gilt, so folgt daraus der zu beweisende Satz 
unmittelbar. 


Beisp. 5. Drei Massenpunkte, die einander umgekebrt wie die diitte Potenz 
des Abstandes anzieben, werden hi heliebige Lagm im Zustand der BuJie gehracht 
Man leite aus Jacobi’s Theorem ab, dass ein Zusammenstoss stattfinden muss, 

bevor die Zeit die sich aus ss ZmJS* ergibt, voriiber ist. 

Q 

Da die Massenpunkte yom Zustand der Rube ausgeben, so ist B = 0 und 

— 2C7o= — 2 ~~~ , wenn ^ die Seite des Dreiecks bedeutet, welche die 

Anfangslagen von m', 771 " verbindet. Femer ist A das Anfangstragbeitsmoment 
der drei Massenpunkte in Bezug auf ibren gemeinscbafblicben Scbwerpunkt. Wir 
bemerken, dass C negativ und A positiv ist und dass die quadratiscbe Grleicbung 
A Ct^ — 0 reelle Wurzeln bat. 

Stossen zwei Massenpunkte wabrend der Bewegung gegeneinander, so sind 
wie man aus der Gleicbung der lebendigen Kraft ersiebt, ibre Gescbwindigkeiten 
in diesem Moment unendlicb gross. Die ganze darauf folgende Bewegung wird 
durcb den Zusammenstoss afficirt. Findet er nicbt vor der durcb Ci® = — A 
gegebenen Zeit statt, so ist offenbar in diesem Moment 2m 2^® = 0 ; die Massen- 
punkte mussen daher in Beriibrung sein. 

Aus dem Jacobi’scben Theorem ergibt sich femer, dass die Anordnung 
unseres Sonnensy stems nicbt stabil sein konnte, wenn die Attraction dem um- 
gekebrten Cubus des Abstandes proportional ware. Denn sind die Wurzeln 
der Gleicbung A + J5^ + (7i* — 0 reell, so mussen sich die Massenpunkte nacb 
einer endlicben Zeit treffen; sind sie imaginar, so muss, da A ein Tragbeitsmoment 
und also positiv ist, C positiv sein und es mussen mitbin die Radienvectoren 
einiger Planeten unendlicb gross werden, wenn t unendlicb gross wird. 

(Hit die Jacohi^sche GleicJmig ganz mibegrenzt? 

K5nnte man annebmen, dass zwei Massenpunkte, wenn sie sich treffen, 
obne Widerstand der eine durcb den andem hinduxchgeben , so liesse sich er- 
warten, dass die Gleicbung 

2mB^:= A + Bt+Qt^ 

zu jeder Zeit ibre Gultigkeit behielte. Wenn aber C negativ und t binlangliofa 
gross ist, so baben die beiden Seiten der Gleicbung entgegengesetzte Vorzeicben, 
so dass also die Gleicbbeit nicbt unbegrenzt stattfinden kann. 
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Die TJrsaehe dieses AViderspruchs Hegt in der Unstetigkeit, welche bei dem 
Zusammentreffen zweier Massenpimldie eintritt^) Wenn die Massenpunkte m, m 
den sehr kleinen Abstand x von einander haben, wird scbliesslich {dxldt)^ = ^^jx^^ 
worm = m + in ist. Daraus erhalt man dureh Ausziehen der Wurzel 
dx dt^ i E,'x Nabem sich die Punkte einander, so muss man der Wurzel das 
negative Vorzeicben geben, weil x positiv und dx/dt negativ ist Wenn die Massen- 


1) Urn die Sacbe klarer zu machen, wollen wir annebmen, ein einzebier 
MaBsenptmkt P gebe vom Zustand der Rube im Punkt A aus und werde von 

einer CentraJkraft P— , welcbe in 0 liegt, angezogen. Ist OF = x, so er- 
halt man dx = C-\--^ 

Anfangs ist fur rc = rr , = 0 , daber C = — ft/a*. Wenn der Massenpunkt 

dutch den Coordinatenanfang 0 gegangen ist, gilt fur die Gescbwindigkeit v der 
gleicbe Ausdruck, wenn man C' statt C setzt. Sind Vq, die End- und An- 
fangsgescliwinfligkeiten der beiden Bewegungsperioden , so ist — weil es 
dor doppelton von P auf einer Strecke, die ahsolut Nidi ist, verrichteten Arbeit 
gleiehkommt, fiir jedcs nocb so grosse F Xull Daber ist C'= C 
Nimmt man die Quadratwurzel, so wird 



Bei der Annaherung des Massenpunktes an 0 muss das negative Vorzeicben ge- 
nommen werden, weil d negativ und x positiv ist. Wenn der Massenpunkt 0 
passirt bat, ist das positive Vorzeicben zu nebmen, weil v sein Vorzeicben be- 
hait und X negativ wird. In nnserm Problem wechselt daber die Wurzel das 
Zeicben und gebt im Coordinatenanfang 0 duroh die Unendlicbkeit. Diesem 
Zeichenwechsel kann man dadurch Recbnung tragen, dass man +1/7^ negativ 
Oder positiv ninunt, je nachdem der Massenpunkt sicb auf der positiven oder 
negativen Seite des Kraftsitzes befindet. 

Es ist nun 




: 2®* + 2a;® 


di) 

dt 




daber 


a* 


Die Zeit t werde negativ und positiv genommen von der Epocbe an, zu 
welcher der Massenpunkt durch das Centrum der Eraft gebt. Fur t = 0 ist dann 
a; = 0, a;® — ^ Yft und also 

wo das obere oder untere Zeicben zu nebmen ist, je nachdem der Massenpunkt 
sich auf der positiven oder negativen Seite des Centrums der Kraft befindet. Der 
Punkt Rcbwingt in gleicben Bogen auf beiden Seiten des Centrums der Kraft und 
die roehte Seite der Gleicbung wird nie negativ. 

Die Ansicbten fiber die ricbtige Interpretation der Gleicbungen for die 
Punkte, an welchen entweder die Gescbwindigkeit oder die Elraft unendlicb gross 
wird, Bind sebr aupeinandergegangen. Wir verweisen den Leser auf eine Ab- 
bandlung von Asaph Hall in Bd. 3 des Messenger of Mathematics, 1874, wo die 
Rich etwas widersprechenden Besultate von Euler, Montucla, Laplace, Plana 
u, A. kurz zusammengestellt sind. Die Sache hat mehr theoretischen als praktisehen 
Wertb; in Wirklichkeit kommen solcbe Fallc nicht vor. 
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punkte einander passiren, wecbselt der Abstand x seia Vorzeichcn bei dem Diircb- 
gang durch Null, der moitientane Werth der Geschwindigkeit hJeiht jedoch ungeandert^ 

die Quadratwurzel muss also das positive Yorzeichen erbalten; x ^ “wecbselt da- 

her das Zeicbeu; es muss mithin die Constante uustetig seiu und plc5tzlicb bei dem 
ZusammentrefPen der beiden Massenpunkte ein andres Yorzeicben annebmen Jeder 
Zusammenstoss markirt daber eiuen Abscbnitt, mit welcbem ein neues Problem 
beginnt und die Wertbe der willkurlicben Constanten von Neuem bestimmt 
werden mussen. 

§ 287. Lebende Wesen als Beispiele. Beisp 1. Ein Mann wu'd an eine 
verticale Axe gebunden, die obne Eeibung rotiren kann, und bat nur seine Arme 
frei Das System ist anfangs in Rube; man erklare, wie der Menscb durcb Be- 
wegung seiner Anne im Raum seinen Korper berumdi*eben kann. 

In welcber Weise der Mann aucb seine Arme bewegen mag, die ganze 
Sectorenbewegungsgrosse um die Axe ist nacb § 283 jedenfalls Null. Er moge 
seinen recbten Arm dicbt an seine Seite legen, ibn dann seitwarts ausstrecken 
und so nacb vom bewegen, dass der Arm den vierten Tbeil eines borizontalen 
Kreises bescbreibt. Er ziebe dann den Arm ein und bringe ibn so wieder in 
seine Anfangslage. Offenbar bat jeder Punkt des Armes und der Hand einen 
Sector um die Axe von der Recbten zur Linken bescbrieben. Der Korper des 
Mannes muss sicb daber um die verticale Axe von der Linken zur Recbten um 
einen solcben Winkel dreben, dass die ganze Sectorenbewegungsgi*6sse Null ist. 
Durcb Wiederbolung des Yerfabrens kann er seinen Korper um jeden beliebigen 
Winkel dreben, 

Auf diese Art kann eine Person, die auf einem vollkommen glatten Tiscb 
aufrecbt stebt, sicb um eine verticale durcb ibren Schwerpunkt gebende Axe 
dieben und nacb jeder beliebigen Ricbtung Front macben 

Beisp, 2. Eine Person liegt auf einem vollstandig glatten Tiscb auf dem 
Riicken; man erkl’^e, wie sie sicb berumdreben und mit dem G-esicbt nacb dem 
Tiscb zu liegen kommen kann 

Sie strecke einen Arm aus und scblage mit ibrn auf den Tiscb; auf diese 
Art erbalt sie Winkelbewegungsgrosse um ibre Axe. Hat sie sicb so um zwei 
recbte Winkel gedrebt, so scblSgt sie wieder mit ausgestrecktem Arm oder Armen 
auf den Tiscb und kann so die Bewegung zum Stillstand bringen. Dieselbe 
Wirkung bringt sie bervor, wenn sie einen Tbeil ibrer Kleidung seitwarts weg- 
wirffc. Scbliesslicb kann sie aucb die im letzten Beispiel bescbnebene Metbode 
benutzen. 

Beisp. 3. Man erklare, wie es kommt, dass eine Katze, die man mit den 
Beinen nacb oben aus binreicbend grosser H6be berabfallen liisst, auf ibre 
Fdsse fSllt. 

WSbrend des ersten Stadiums des Falles streckt die Katze ibre Hinterbeine 
fast senkrecbt zur KSrperaxe aus und ziebt die Yorderbeine dicbt an den Nacken 
an. In dieser Lage drebt sie den Yordertbeil des Korpers um einen so grossen 
Winkel, als sie kann, wabrend der bintere Tbeil sicb um einen kleineren Winkel 
in entgegengesetzter Ricbtung drebt, so dass die ganze SectorenbewegungsgrSsse 
um die A-ge (-wie in Beisp. 1) Null ist. In dem zweiten Stadium des Falles bait 
sie die Beine umgekehrt, indem die binteren dicbt am KOrper anliegen und die 
vorderen ausgestreckt sind. Die Katze drebt nun den binteren Tbeil ibres Kbrpers 
um den grossen Winkel, wSbrend der vordere Tbeil um den Ideinen Winkel 
rotirt. Das Resultat ist, dass sicb beide Tbeile der Katze um die Axe durcb 
etwa gleicbe Winkel berumdreben. 

In der Natif/re vom 22. Nov. 1894 findet man eine Reibe von PbotograpHen 
einer fallenden Katze, die aus Marey’s Artikel in den Comptes Bendus CXES, 
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1894 veproducirt smd Die ricMige Erklarung schreiLt man Guyon zu. In dem- 
selben Band der Comptes Be^idus bringt Maurice Levy eine mathematisclie 
Begriindung desi Yorganges und zeigt vpie ein Mann in einem leeren Eaum sich 
ohne Anfangsgeschwindigkeit und ohne den Beistand einer ausseren Kraffc um 
seine Axe herumdreben kann. L e cornu (ibid.) erklart auch, wie eine Scblange durch 
innere Leatiindig vriederholte Bmegungen ihren KOrper um ibre Langsaxe drehen 
kann, oline ikre au&sere GrestriU Oder ihre Lage im Raum zii andern. Yergl. auch 
die Aufsatze von Marcel Deprez, Picard und Appell in demselben Bd. und 
das Bull, de la $oc. math., Nov. 1894. 

Beisp. 4 Eine Person ist in einen leichten Yerschlag eingeschlossen , der 
auf einem rauhen Boden steht Man zeige, durch welche Bewegungen er die 
Reibung dazu benutzen kann, den Yerschlag und sich selbst beliebig weit langs 
des Bodens fortzubewegen 

Er pchreite von dem einen Ende aus den Yerschlag entlang, aber nicht so 
schnel], dass die Reibung unzureichend ware, den Yerschlag in Ruhe zu erhalten 
Er bewegt so seinen eignen Schwerpunkt und erlangt Bewegungsgrdsse. Indem 
tT claim autspringt, hebt er den Easten vom Boden in die H5he und tr^gt ihn 
mit sich Wenn die Schwere den Easten wieder auf den Boden senkt, wiederholt 
er die Operation Erne andore Methode ist in Kap II, Beisp 3 angegeben 

Man hat die Beobachtung gemacht, dass gewisse mexicanische Fruchthiilsen, 
die man Springbohnen nennt, sich mittelst einer Reihe von Spriingen in Bewegung 
setzen Man fancl, dass jede Bohne ein TMerchen enthielt, das betrachtlich kleiner 
ale die Hohlung war, in der es eingeschlossen sass Die Art, wie das Thier die 
Bohne auf eine Entfemung, die zwei bis dreimal so lang als die Bohne ist, zum 
Springen bringt, hat sich nicht recht aufklaxen Jassen. Man sehe Chamhefs 
Journal, 1896; Boyal Botanical Society, 1894. 

Beisp. 5. Zwei Eimer, deren Gewichte m, m' sind, werden an einem dtinnen 
unelastischen Seil, das dber eine feste EoUe lauft, aufgehUngt; in dem Mittel- 
punkt des Bodens des einen Eimers sitzt ein Prosch, dessen Gewicht fi ist. In 
einem Moment augenblicklicher Ruhe der Eimer springt der Prosch vertical so in 
die Hbhe, dass er grade das Niveau des oberen Randes seines Bimers erreicht 
Man beweise, dass das Yerhaltniss der absoluten Lange h* des verticalen Auf- 
stiegs des Prosches im Raum zu der Lilnge h seines Eimers, und die Zeit % welche 
verfliesst, bis der Prosch wieder auf dem Boden seines Eimers ankommt, durch 

( m wf 4* V'T = 2 m' {m + m') h, ni gt^ = 4 -j. 

gegcben ist, wobei die letzte Gleichung von dem Gewicht des Prosches nicht ahhangt 

[Walton’s Problem, Math. Tripos, 1864] 

Beisp. 6. Man zeige, dass eine Person, welche sich auf einer Schaukel 
schwingt, den Schwingungswinkel dadurch vergrossem kann, dass sie sich am 
hSchsten Punkt zusammenkrunimt und sich am tiefsten PunH langs des Seiles 
aufrichtet. 

2 a, 2 J seien die Langen des Mannes^ wezm er sich biickt und wenn er auf- 
recht steht; M, m die Massen der Schaukel und des Mannes; I das Tragheits- 
moment der Schaukel und c der Abstand ihres Schweipunktes von ihrem Auf- 
hSngepunkt. Zuerst kommt das System mit der Person in gebuckter Lage vom 
Zustand der Ruhe aus einen Winkel a herab und hat in seiner tiefsten Lage die 
Winkelgeschwiadigkeit gj. Wenn nun plStzlich die Person aufsteht, so wird die 
Wmfcelgeschwindigkeit in w umgeandert. Zuletzt steigt dann das System 
einen Winkel p hinan Man hat daher 

A<a=.B<a\ B(o'*= 8m»j 

•^4- ’»(* — «)* + «ia», A' = Me m(} — a) 


worm 
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ist und man 5, ^ aus A1 erhalt, wenn man h statt a schreibt Die erete 
und dritte Gleichung ergeben sicb aus dem Pnncip der lebendigen Kraft, die 
zweite aus dem der Placlien. Daraus folgt sin® y p/sin® — a = Es ist 

aber weil ist, und A >5, weil man bei Scbaukeln die Lange ? 

des Seiles gewOhnlicli grosser als die Hohe der Person nimmt Folglicb ist ^ 
grQsser als a. 

Man betraohte die Gleichung Aco = B(Q‘^ jedesmal, wenn die Person sich 
aufrichtet, verringert sich das Tragheitsmoment und wS-chst mithiTi die Winkel- 
geschwindigkeit. An dem hOchsten Punkt, an dem sich das System momentan 
in Ruhe befindet, wird die Winkelgeschwindigkeit durch das Biicken nicht ver- 
andert, dagegen das Tragheitsmoment vergrbssert Durch tortgesetztes Wieder- 
holen der beiden Bewegungen wird die Winkelgeschwindigkeit bei jedem Durch- 
gang durch den tiefsten Punkt grbsser. Das Moment der Schwere ist femer beim 
Herabkommen der Schaukel grSsser, als beim Aufsteigen; aus beiden Ursachen 
vermehrt sich die Amplitude der Schwingung 

§ 288. PlJJtzliche Fixirungen. Ein starrer Korper bewegt sich 
frei auf bekannte Art im Raum. Plotzlich wird eine Gerade im Korper 
fixirt Oder ihre Bewegung in irgend einer gegebenen Weise geandert. 
Man soil finden, welche Aenderungen in der Bewegung des iibrigen 
Korpers vor sich gehen. 

Probleme wie diese werden sammtlich mit Hiilfe desselben mecha- 
nischen Princips gelost. Die Aenderung der Bewegung wird durch 
Momentankrafte hervorgebracht, die an Punkten dieser Geraden an- 
greifen. Balier ist nach § 283 die Winkelhewegmigsgrdsse des Korpers 
um die Jjjce dieselhe nach wie vor der Aoidermig, Dies dynamische 
Princip liefert eine Gleichung, die zur Bestimmung der folgenden 
Bewegung des Korpers um die Gerade ausreicht. 

Diesen Satz kann man auch in einem aUgemeineren Fall benutzen. 
Man nehme an, wir batten ein System in Bewegung befindlicher Korper, 
die plotzlich starr mit einander verbunden sind und gezwungen werden, 
sich um eine Axe zu drehen. Die darauf folgende Winkelgeschwindigkeit 
um diese Axe lasst sich dann dadurch finden, dass man die Winkel- 
bewegungsgrosse des Systems um diese Axe nach der Aenderung der- 
jenigen yor der Aenderung gleich setzt. 

Bei der Anwendung dieses Principes auf yerschiedene Korper 
empfiehlt es sich, yerschiedene Methoden zur Ermittlung der Winkel- 
bewegungsgrosse zu gebrauchen. Das folgende Verzeichniss soli den 
Leser bei der Auswahl des fiir jeden speciellen Pall geeignetsten Ver- 
fahrens unterstiitzen, 

§ 289. Pall 1. Der Korper sei eine Scheibe, die sich auf be- 
liebige Art in ihrer eignen Ebene bewegt und die Axe, deren Be- 
wegung geandert wird, stehe senkrecht auf ihrer Ebene. Die Losung 
findet man in § 171. 

§ 290. Pall 2. Der Korper sei eine Scheibe, die sich um eine 
in ihrer Ebene gelegene Momentanaxe Ox mit der Winkelgeschwindig- 
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keit w herumdreht. Eiue Axe Ox\ die ebenfalls in ihrer Ebene liegt, 
werde plofczlich iisirt. 

In diesem Pall ist die Ermittlung der Winkelbewegungsgrdsse 
so einfacb, dass es am besten ist, wenn wir anf die Grundprincipien 

zuriickgreifen. d6 sei ein 
Element der materiellen 
Flache der Scheibe; y^y 
seine Abstande von Ox^ 
Ox', Dann sind ym^ y m 
die Geschwindigkeiten 
von grade vor imd 
grade nacb dem Stoss. 
^ Die Moments der Be- 
wegungsgrosse um Ox 
grade vor- uiid grade nacbher sind deshalb yycod6 und y^G)'d6. 
Nimmt man die Summen filr die ganze Flache der Scheibe, so er- 
gibt sich 

(oE\Pd6 = mZxjydfS ( 1 ). 

Ersteiis seien Ox^ Ox' einander parallel, so dass also 0 im Un- 
emllichen liegt. h sei der Abstand der Axen, daher y'—y — h, Es 
wird dann 

cdSy^de = a)[Zy^d6 — hZydd], 

A' seien die Tragheitsmomente der Scheibe fiir Ox bez. Ox\ y der 
Abstand des Schwerpunktes von Ox^ M die Masse der Scheibe. Man 
erhalt 

Ag) = a)( a — MJiy), 

Ziveitetis seien Ox, Ox' einander nicht paralleL 0 sei der Coordi- 
nateuanfang und der Winkel x0x'=x\ es ist dann y=yto^cc — a; sin a. 
jp'sei das Deviationsmoment der Scheibe nm Ox, Oy, wobei Oy senk- 
recht auf Ox steht. Durch Substitution in (1) findet man 

A'a>' = co(JL cos a — JF sin a). 

Bei-?p. 1 Eine elliptisehe Scheibe mit der Excentricitat e dreht sich um 
cnum Parameter. Plr^tzlich wird dieser Parameter losgelaesen und der andere 

. . 1 

fixirt Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit ■ , . , ihres friiheren Werthes 
hetragt. ^ + 

Beisp. 2 Eine Scheibe von der Gestalt eines rechtwinkligen Dreiecks A CB 
dreht sich um die Seite AC, PlOtzlich -wird AC losgelaesen und BC festgehalten. 

BO 

Wenn G der rechte Winkel ist, so betragt die Winkelgeschmndigkeit —7^ ihres 
ftii heren W erthes. ^ AC 

Beisp. 3. Die Ebene eines Rechtecks AB CD steht vertical und seine untere 
Kante AB hat eine horizontale Lag© und liegt im Raum feat. Bei einer leichten 
Sturung dreht sich da^ Rechteck um AB und in dem Augenblick, in dem seine 
Ebene horizontal ist, "wird die Seite AD festgehalten und AB losgelassen. Es 
dreht sich jetzt um AD und wenn die Ebene wieder vertical steht wird AB fest- 
gehalten und AD losgelassen Man zeige, dass die Endwinkelgeschwindigkeit um 
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AB durcH die G-leicliiing o ^ ^ ^ gegeben isfc, worm J.5 — 2a 

undAD = 26. 

Beisp 4. Ein Punkt in einer Lamelle, welche um eine in ibrer Ebene ge- 
legene gegebene Momentanaxe rotirt, wd plbtzlich festgebalten Man zeige, dass, 
wenn die neue Momentanaxe eenkrecbt auf der fridieren stehen soll^ der Punkt auf 
einer Hyperbel liegen muss, deren eine Asymptote rechtwinklig zur gegebenen 
Axe und deren andere in Bezug auf die Trkgheitsellipse fur den Schwei*punkt zu 
ihr conjugirt ist 

§ 291. Pall 3. Der Korper drehe sich um eine Momentanaxe 01 
mit der bekannten Winkelgeschwindigkeit m und eine Axe 01\ welche 
sie in einem Punkt 0 sclmeidet, werde pl 6 t 2 dich festgehalten. 

ly m, n seien die Eicbtungscosinusse von 01 in Bezug auf die 
Hauptaxen fiir 0 und V, m, n' die Richtungscosinusse von OT. Dann 
sind nacb § 264 die Winikelbewegungsgrossen um diese Hauptaxen 
grade vor dem Stoss A col, 3 am, Can. Die Winkelbewegungsgrosse 
um or grade vor dem Wechsel ist daher nack § 265 

(AIV Bmm' + Cnn')co. 

Ist cd' die Winkelgeschwindigkeit des Korpers um 01', grade nachdem 
OT im Raum festgelegt wurde, so ist die Winkelbewegunsgrosse 

Cn'^)a)'. 

Durch Gleichsetzung der beiden Ausdriicke erhalt man dann o'. 

Beisp. 1. Ein massiver gerader Kegel, dessen balber Winkel an der Spitze 
a ist, rotirt um eine Erzeugende. Plotzliok wird eine andere Erzeugende festgelegt 
und die beiden Ebenen, welcke die Erzeugenden und die Axe entkalten, sind um 
den Winkel 9? gegeneinander geneigt. Man zeige, dass das Verhaltniss der 
Winkelgeschwindigkeiten 

[2 (4 + w) cos g>] : [6 + n\ ist, wo w = tg*a. 

Beisp. 2. Wenn ein KOrper um einen festen Punkt rotirt, so heisst das 
halbe Product aus dem Tragheitsmoment fur die Momentanaxe und dem Quadrat 
der Winkelgescbwindigkeit die lebendige Kraft. T sei die lebendige Kraft des 
Kdrpers, wenn er sick frei um die Axe 01 drekt und T\ wenn die Axe OT 
pletzlick festgelegt wird. Man construire das Tragkeitsellipsoid fur den Punkt 0 
und B sei der Wmkel zwiscken den excentriscken Linien (§ 40) der beiden Axen 
OjT, OT. Man beweise, dass Tcos^d. Daraus fol^, dass die lebendige 

Kraft jedesmal verringert wird, wenn eine neue Axe festgelegt wird. 

§ 292. PaU 4 Die Bewegung des Korpers sei durch die Bewegungs- 
componenten u, v, w, cox, coy, 05 gegeben und der Schwerpunkt sei der 
Reductionspunkt. Die Gleichung der Geraden, deren Bewegung plotzlich 
geandert wird, sei 

I m n ^ 

worin I, m, n die augenblicldichen Richtungscosinusse sind. 

Man nehme an, die Gerade werde plotzlich im Raum fixirt. Die 
Winkelbewegungsgrosse vor der Pixirung ist in § 266 gegeben. Ist o' 
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die Winkelgescliwindigkeit um diese Gerade nach der Fixirung, so ist 
die Winkelbewegungsgrdsse Jcj', worm 1 in § 17, Beisp. 9 gegeben 
ist. Setzt man beide Ausdrilcke gleicb, so ergibt sicb o'. 

§ 293. Man nehme femer an, die Bewegung, welcbe der Geraden 
plotzlicb aufgezwungen wird, werde dutch die Geschwindigkeiten 
F, W eines Punktes P der Geraden und die Winkelgeschwindig- 
keiten 6, cp, t dargestellt. Die Bewegung des Korpers kann dann 
dutch die Translationsgeschwindigkeiten JJ, F, W des namlichen 
Reductionspunktes P und die Winkelgeschwindigkeiten 0 + 

Sin ausgedriickt werden, worin SI die einzige unbekannte 

Grosse ist. 

Die Winkelgegchwindigkeiten 0, 9, tft kann man, um die gegebene Bewegung 
d<*r Geraden darzustellen, auf unendlich verscbiedene Art wahlen, weil eine Winkel- 
geschwindigkeit um die Gerade die Linie selbst niebt bewegt. Wahlt man nim 
e, 9, Tp so, dass die Componente um die Gerade Null ist, und 

«-in(l (7, w, n) the augenblicklicben Ricbtungscosinusse der Geraden, so ist SI die 
Winkelgeseh-vvindigkeit des Koi-jiers um die Axe grade nach dem Wechsel. 

Diese Grosse SI, ihre Bedeutung mag sein, welche sie woUe, findet 
man dutch Gleichsetzung der Winkelbewegungsgrossen um die Axe vor 
und nach dem Wechsel. Diese Momente kann man so aufstellen, wie 
in § 266 erfclart wurde. 

§ 294. Wird die der Geraden plotzlieh aufgezwungene Bewegung 
dadurch dargestellt, dass man die Geschwindigkeiten zweier Puntte 
P, P' der Geraden gibt, und stellen die Bewegungscomponenten u\ v', vJ, 
coj.', w/, cd/ fur den Schwerpunkt als Reductionspunkt die gesuchte 
Bewegung des Korpers nach dem Wechsel vor, so lassen sich die 
Winkelbewegungsgrossen vor und nach dem Wechsel niedersckreiben, 
wie in § 266 angegeben wurde. Setzt man sie gleich, so erhalt man 
die dynamische Gleichung. Die Componenten der Geschwindigkeiten 
von P imd P' kaim man nach § 238 finden und den gegehenen 
Werthen fur die erzwungenen Geschwindigkeiten gleichsetzen. Wir 
erhalten so im Ganzen sechs unaWidngige Gleichungen zur Ermittlung 
der sechs Bewegungscomponenten nach dem Wechsel. 

Beisp. 1. Eine eiliptische Scheibe befindet sicb in Rube. Pldtzlicb wird 
das eine Ende der grossen und das eine der kleinen Axe gezwungen, sicb senk- 
recbt zur Ebene der Scbeibe mit der Gescbwindigkeit TJ bez. Y zu bewegen. 
Man zeige, dass der Schwerpunkt sicb mit der Gescbwindigkeit A (Z7-f F) zu 
bewegen anf^jogt. 

Beisp. 2. Eine elliptiscbe Scbeibe befindet sicb in Rube. PlCtzlicb wird 
das eine I^de des Parameters gezwungen sich parallel zur grossen Axe mit der 
Gescbwindigkeit U zu bewegen, wUhrend sich das andere senkrecbt zur Ebene 
der Scheibe mit der Gescbwindigkeit W bewegt. Man zeige, dass die Compo- 
nenten der Gkscbwindigkeit des Centrums parallel den Axen der Scbeibe 
U ^Ue W 
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Beisp B. Eine frei in ihrer Ebene, welche vertical ist, rotirende Kreisscheibe 
fallt auf eine andere ibr gleiche Kreisscheibe, deren Ebene horizontal ist und 
welche sich urn erne feste verticale durch ihr Centrum gehende Ase dreht Im 
Augenblick des Zusammenstosses werden die beiden Scheiben starr miteinandei* 
verbunden. Wenn der Punkt des Zusammenstosses einen Radius des horizontalen 
Kreises halbirt, zu zeigen, dass sich die Winkelgeschwindigkeit um die feste 
verticale Axe auf die Halfte reducirt 

Beisp 4 Die Bewegung eines freien KSrpers sei durch die Componenten 
u, V, m, co^, auf irgend einen Reductionspunkt bezogen, gegeben. Die 

plotzlich einer Geraden ertheilte Bewegung werde durch die Componenten U, V, W, 
6, (p^ dargestellt und auf denselben Reductionspunkt bezogen. Die relative 
Bewegung ist dann durch die Componenten -w — U, v — T, etc, gegeben. Man 
nehme an, sie seien die gegebenen Grdssen und finde die Componenten der Be- 
wegung nach dem Wechsel unter der Yoraussetzung, dass die Gerade plotzlich 
festgelegt wd. Diese Componenten seien u\ etc. Man beweise, dass die gesuchte 
Be'wegung dann durch die Componenten JJ u\ Y-)- etc dargestellt vrird 
Diss Y&rfoLliTBvij die Losuvig zu findevif kcinu Ttiwifi das zuy Riihe SYifigen der 
Geraden nenne^i 

§ 295. Fall 5. Manckmal wird statt einer Geraden ein einzelner 
Punkt P des Korpers ergriffen und gezwungen sick auf gegebene Art 
zu bewegen. AlsdauTi bleibt die Winkelbewegungsgrosse um jede durch 
den festgelegten Punkt gehende Gerade unverandert. Wahlt man drei 
geeignete sich in dem Punkt schneidende Axen und setzt die Winkel- 
bewegungsgrosse um jede vor dem Wechsel der nach dem Wechsel 
gleich, so erhalt man drei dynamische Gleiehungen. Ausserdem hat 
man die geometrischen Gleiehungen nach § 238, welche ausdriicken, 
dass die Componenten der Geschwindigkeit von P den gegebenen 
Componenten der dem Punkt aufgezwungenen Geschwindigkeit gleich 
sind. Auf diese Art kommt man zu sechs Gleiehungen fiir die Er- 
mittlung der sechs Componenten der Bewegung. 

§ 296. Wir woUen ein Beispiel zu diesem Verfahren betrachten, 
Man nehme an, die Bewegung des Korpers sei durch die Componenten 
M, V, w, cox, Oy, gegeben, sein Schwerpunkt sei der Reductionspunkt 
und der Punkt P mit den Coordinaten f, g, h werde plotzlich fest- 
gdegt. A, B, G, D, E, F seien die Tragheits- und Deviationsmomente 
des Korpers fiir die durch den Schwerpunkt gehenden Axen und die 
mit einem Strich Tersehenen Buchstaben mogen die entsprechenden 
Grossen fur die durch P gehenden parallelen Axen darstellen. Six} 
seien die gesuchten Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um die sich 
in P gftbriAidCTdfln Axen, die denen des Sehwerpunktes parallel sind. 
Dann liflfarn die Gleiehungen der Bewegungsgrossen 

Aox — Fay — Ea, + M{vh — wg) = A! Six — F'Sly — E'Slx , 

— Fax Soy — Da, -f- ]l£{wf — uK) = — F' Six ~j" F'Sly — X/Sl,^ 

— Eax — Bay -f- Oro, + M(fi>g — vf) = — E'Slx — B^Sly + C'Sl , . 
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Man riieht, dass die Gleicliimgen sich viel einfacher gestalten, wenn 
man die Axen so wahlt, dass das eine System aus Hauptaxen besteht. 

§ 297. Wenn der Korper grade ^ ebe der Punkt P festgebalten 
vrirdj um eine durch den Scliwerpunkt G gehende Axe GI rotirt, so 
versch'winden aus den Gleicbungen die Ausdriicke, welcbe ,die Ge- 
schwindigkeiten des Schwerpunktes entbalten. Sie lassen nun eine 
leicbte geometrische Deutung zu. Die Gleichung des Tragheitsellipsoids 
lur den Schwerpunkt ist 

AX^ + CZ^—2DYZ — 2EZX — 2FX Y= Mb\ 

Es ist daher klar, dass die linken Seiten der Gleichungen den Richtungs- 
cosinussen der Diametralebene proportional sind, welche einer Geraden 
eonjugirt ist, deren Ricbtungscosinusse {cox^ cOy, coS) proportional sind. 
Ebenso sind die rechten Seiten, wenn man das TragheitseUipsoid fiir P 
construirt^ den Ricbtungscosinussen der Diametralebene, welcbe zur Axe 

Siiyj Sis) gebort, proportional. JDieser Art stelmi die Momentan- 
axen wr and nach dem Fesflegen von P in der Besielmng m einander, 
dass Hire conjugirten Diametralebenen in Besug auf die TrdgheitselUpsoide 
fiir G bez, P einander parallel sM, 

Dieses Resultat lasst sich aucb ohne Schwierigkeit aus § 118 ab- 
leiten. Die Bewegung des Korpers um die Axe GI kann durch ein 
Momentanpaar in der zu GI conjugirten Diametralebene in Bezug auf 
das TragheitseUipsoid ftir G hervorgebracht werden. Nehmen wir nun 
an^ der Korper befinde sicli in Buhe %md P liege fest, und lassen dieses 
Baar atif ihn einwir'ken. Es folgt dann aus § 118, dass sich der Korper 
um eine Axe FT zu dreben beginnt, deren zugeborige Diametral- 
ebene in Bezug auf das TragheitseUipsoid fiir P der Ebene des Paares 
paraUel ist. 

Die Richtimg des Stosses bei P lasst sicb auch leicht finden. 
Der Schwerpunkt, der sicb in Rube befand, beginnt sich plotzlich 
senkrecbt zu der durch ihn und die Axe PP gelegten Ebene zu be- 
wegen. Dies ist daher offenbar die Richtung des Stosses. 

§ 298. Beisp. 1. Eim Kugel auf dem Breitengrad 90° — 0 ist an einem 
Bunkt ihrer Oberfldche aufgehdngt wfid hefindet sich zmter der Einwirkimg der 
Scktcere im Gleidigewieht. Plotzlich hdrt die Botation der Erde auf; man soil die 
Bewegung der Kugel hestimmen. [Math. Tripos, 1867.] 

G sei das Centrum der Kugel, 0 ihr AulbajagtuagBpunkfc und a ibr Radius. 
C sei der Mittelpunkt der Erde Man nehme an, die Figur, S. 271, sei so gezeichnet, 
dass sicb die Kugel von dem Beobacbter entfemt. Ist ca die Winkelgeschwindigkeit 
der Erde und CG = so rotixt die Kugel xun eine zu OP, der Erdaxe, parallele 
Axe Gp mit der Winkelgesch'wiadigkeit co, w2ihrend sicb ibr Scbwerpunkt mit 
der Gescbwindigkeit pa sin 6 • m bewegt. 

00, Op und das auf der Ebene 00, Op erricbtete Loth seien die Axen 
der a:, y bez. z Und Si^ die Winkelgeschwindigfceiten um sie, grade 

nachdem die Rotation der Erde aufgebdrt bat. 
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Nacli § 295 siad die ‘WinkelbewegimgsgrOssen urn Oj: grade yor und grade 
aach dem Stillstand einander gleich; daher 


Mh^Gi COS0 = 

worin Mh^ das Tragheitsmoment der Kugel fur 
einen Durciimesser ist Femer sind die Winkel- 
bewegungsgrossen um Oy einander gleicb; daber 

— Mk^co sin 6 + M^a^co sin 0 = M(Jc^ + a®) Sl^ 

und schliesslich auoh die um Os-, daber 


0 = 

L5st man diese Gleicbungen auf, so wird 


Sty 


00 sind 


— A:® + 

a* ' 


= £0 sin d 


7 



und = Q) cos d. Durcb Addition der Quadrate von SI , SI , SI erbalt man 

X x'ytf 

,a* =« 00® j^cos® d + ^ sin® ^ 

worin SI die Winkelgesobwindigkeit der Kugel um ibre Momentanaxe ist 

Beisp. 2, Ein Punkt von der Masse Jf , der keine Gescbwindigkeit besitzt, 
wird plbtzlicb an die Oberflacbe der Erde in dem Endpunkt eines Radiusvectors 
befestigt, der den Wmkel d mit der Erdaxe macht Wenn E die Masse dei Erde 
vor dem Hinzukommen von M ist, A und 0 ibre Haupttragbeitsmomente fur den 
Mittelpunkt und co die Winkelgescbwindigkeit um ibre Axe ist, zu beweisen, dass 

CO EMAr^am^e 

a ^ ■*" (E + M)AC + EMCr^c^^ 

. ^ ^ , E+M A 

cotg, = cotge + 


ist, unter SI die Anfangswinkelgescbwindigkeit um eine zur Erdaxe parallele Axe 
und unter cp den Winkel verstanden, den die Anfangsrotationsaxe mit der Erd- 
axe bildet. 


Beisp. 3. Ein regelm^ssiges bomogenes Prisma, dessen Normalscbnitt ein 
regelmassiges Polygon von n Seiten ist, rollt auf emer voUkommen rauben Flacbe. 
Man beweise, dass die Winkelgescbwindigkeit, wenn die Rotationsaxe von der 
einen Kante auf die andere ubergebt, in dem YerbaJtniss 


reducirt wird. 


, _ 2or ^ , 2 % 

+ 7 cos — : 8 -4- cos — 
‘ n ‘ n 


§ 299. AllniSlige Aenderimgeii. In den obigen Beispielen waren 
die Aendenmgen der Bewegung plotzKcb; man veifabrt jedoeb ebenso^ 
wenn sie allmalig vor sicb gehen. 

Beisp. 1. Ein Kugelcben von der Masse m gleitet lltngs eines breisfbm^en 
Drabtes von der Masse M und dem Radius a und der Drabt kann sicb firei um 

St tn 

einen verticalen Durcbmesser dreben, Man beweise, dass — = 1 + 2 ^ ist, wo 

’ 00 
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m, SI die Winkelgeschmndigkeiiien des Drahtes zu der Zeit sind, zu welcher die 
Kugel sicb an dem Ende ernes horizontalen bez eines verticalen Durclunessers 
befindet 

Beisp 2 Wenn die Erde sicb allmalig durcb Ausstrahlung von Warme so 
zusammenzieht, dass sie sich in Bezug auf ilire physiscbe Beschaffenbeit und 
(restalt iinmer iilmlich bleibt, zu beweisen, dass, wenn jeder Radiusvector sicb 
um den 7 ?^'“ Theil seiner Liinge zusammengezogen hat, sicb die 'Wmkelgescbwindig- 
keifc um den Theil ibres Werthes vermebrt bat, wobei n klein ist. 

Beisp 3 Zwei Eisenbabnzuge , von denen jeder die Masse M bat, geben 
in entgegengesetzten Ricbtungen von dem Pol langs eines Meridians ab und 
kommen gleichzeitig auf dem Aequator an; man beweise, dass die Winkel- 

2 ctf^ 

gescbwindigkeit der Erde um ibres Wertbes abnebmen vrurde: unter a 

den Radius des Erdaquators und unter das Tragbeitsmoment der Erde um 
ihre Axe der Figur verstanden 

Welche Wirkung mirde es haben, wenn nur ein Zug von dem Pol nacb 
dem Aequator fiibre? 

Beisp. 4. Eine Pliege lasst sicb senkrecbt auf einem Blatt Papier nieder, 
das auf einer glatten borizontalen Ebene Hegt, und scbreitet auf der Curve 
r = f(6) voran, die auf dem Papier aufgezeicbnet ist und deren Gleicbung sich 
auf den Scbwerpunkt des Papiers als Coordinatenanfang beziebt Man nebme an, 
die Fbege sei im Stand sicb obne zu gleiten auf dem Papier zu bewegen und 
zeige, dass ibre Winkelgescbwmdigkeit im Raum um den gemeinacbaffclicben 

Scbwerpunkt des Papiers und der Fbege i®^i worin M 

und m die Massen des Papiers und der Fliege und 7c den Tri3.gbeitsradius des 
Papiers um seinen Scbwe:cpunkt bedeuten. Man leite daraus die Babn der Fliege 
im Baum ab. 

Beisp. 5. Nimmt man an, das Eis scbmelze in den Polarregionen zwanzig 
Grad um jeden Pol berum etwa 31cm dick, so reicbt dies aus, jene Flacben 
33 cm tief oder die ganze Erde 2 cm tief unter Wasser zu setzen, wobei das 
Niveau des Meeres sich nur um die kaum merkbare Differenz von 2 cm oder 
2,5 cm heben wiirde. Die Gescbwmdigkeit der Erde als Cbronometer wurde da- 
<iurch um den zehnten Theil einer Secunde pro Jahr verlangsamt werden. Dieses 
Beispiel wie das nachste sind dem FML Mag., 1866 entnommen. Man verdankt 
l^eide Sir W. Thomson, jetzt Lord Kelvin. 

Bedeutet E die Masse der Erde, a ibren Radius, 1c ibren Tr'agbeitsradius filr 
die Poiaraxe, m ibre Gescbwindigkeit vor dem Scbmelzen, so ist nacb dem Prin- 

dct> Mof^ 

cip der Flacben — — — YeI? ® + cos 6) , worin M die Masse des ge- 

schmolzenen Eises und 6 zwanzig Grad ist. Setzt man for die Bucbstaben ibre 
bekannten Zablenwertbe ein, so findet sicb 6co leicbt. 

Beisp. 6. Durcb das Fallen von Meteoren, die von alien Seiten die Erde 
erreicben, bat sich auf der Erde eine h Meter dicke Staubscbicbt gebildet, wobei 
h klein ist. Man zeige, dass die Aenderung in der LSnge des Tages nabezu 

~ ~ eines Tages betragt, wenn a den Radius der Erde in Metem, p und D 

die Dicbtigkeiten des Staubes bez. der Erde bedenten. Man dracke das Resnltat 
in Zahlen aus, wenn die Dichtigkeit des Staubes doppelt so gross als die des 
Wasserg und h « 0,016 ist. 

Oppolzer {Astronomische NaehHchtm, Nr. 2673) und spatter H. A. Newton 
[^Afiuerican Journal of Science, Vol. XXX, 1884) haben die Wirkungen untersucbt, 
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welche das Aufschlagon von Metcoren und ilire Anzieliungskraft dnrcb die »Scliwere, 
■vvenn sie in die JTalie der Erde kommen, ohne *510 zn trefien, auf die Erde 
auBiiben 

Beisp 7. Eine spiralfcirmige Rohre von Ideinem gleiclima«-igeii Quersclinitt 
kann sich firei urn eine verticale Axe drelien, in weleher ihre beid(‘u Enden liegen 
Eine variable Quantitat Q Eliissigkeii tritt in-o Secnnde in das obei-e Ende eiu 
xmd fliesst aus dem nnteren heraus. M ist die Masse der RObre, m der in ihr 
entbaltenen Flussigkeit; man zeige, dass 

(ifcf + + Q y rsinqpds 

constant ist, wenn q? der "Winkel ist, den die Tangente an die Rbhre in irgend 
oiiiem Punkt P mit der Ebene bildet, welcbe P und (be Axe entbalt Maxwell 
bat em abnlicbes Experiment gemacbt, um zu bestimioen, ob die Elektncitat 
Bewegungsgrosse babe Man sebe seine JSlectncity ^ Tol. II, Art. 074 

§ 300. Das Princip der Translationsbewegungsgrosse kann ebenso 
wie das der Pliichen dazu benutzt werden, die allmaligen durch eiuen 
Wecbsel der Massen bewirkten Aenderungen zu bestimmen. Jm All- 
gemeinen verfalirt man wie folgt. 

An einem K6ri')er von der Masse 31^ dessen Gresckwindigkeits- 
componente parallel der a? -Axe v ist, greife eine endlicke Kraft X 
an. Der Kofper mdge einen kleinen Theil m = — (I3I seiner Masse 
in jedem Zeitelement dt verb'eren. Man soil seine Bewegungsgleichuug 
finden. In der Zeit dt vergrbssert die Kraft die Translationsbewegungs- 
grbsse um Xdt, wiihrend die durch Verringerung der Masse verlorene 
Bewegungsgrbsse onv ist. Der Gewinn an Bewegungsgrbsse betriigt 
aber im Gauzen daher ist die Bewegmigsgleichung 

d(Mv) = Xdt vd3I^ 

also 

•“w-i «• 

Man erbalt dieselbe Gleicbung, wenn man unter 31 die Masse des Korpers 
grade nacb dem Yerlust des Elementes m verstebt. Setzt man dann die beiden 
Ausdriicke for den Gewinn an Bewegungsgrosse in dem nacbsten Zeitelement ein- 
ander gleicb, so hat man Mdr = Xdt. 

Wir woUen nun weiter annehmen, der Kbrper nehme um eine 
Masse m = d3J[ in der Zeit dt zu imd die Componente der Gesehwindig- 
keit dieses Zuwachses grade vor seiner Verbindung mit 3£ sei Der 
voUstandige Gewinn an Bewegungsgrosse ist nun Xdt in Folge der 
Kiaft und ni'v' in Polge des Zusaznmenstosses, welcher durch die 
plotzliche Verbindung der Massen Jf und m, die verschiedene Ge- 
sehwindigkeit haben, hervorgerufen wird* Die Bewegungsgleichung 
lautet daher 

d(Mv) = Xdt + v'd3i:. (2). 

1st V = Vj so erhalt man wieder das fnihere Resultat. 

Kach der in § 85 gegebenen Eegel soUte die endliche Kraft X 
bei der Bestimmung der Wirkung einer Momentankraft vernachlassigt 

Eouth;, Dynamik I. 18 
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werden. m ist aber als eine clM gleiche Grosse unendlich klein, die 
Aendertmg der Bewegungsgrosse durcb den Stoss ist daber eine kleine 
Grosse von derselben Ordnmig wie Xdt Die Kraft X muss mitbin 

bier in die Gleicbung eingescblossen werden. 

Die vorstehenden Siltze sollen durcli die Auflosung einiger Probleme iiber 
die gradlinige Bewegung yon Baden erliiutert werden, wSbrend wix uns vor- 
Lehalten die loriiimnliiiige in dem z^weiten Band zu besprechen. 

Beisp. 1. Ein gleiclifOnmges Seil von der Lange 2L hangt iiber eine kleine 
glatte RoUe -d, die in der Hohe L uber einem unelastischen Tisch angebracbt ist, 
und an jedem Ende des Seilea ist eine Masse befestigt, die der Masse des balben 
Seiles gleichkommt. Anfangs befindet sich die eine Masse P sehr nahe bei der RoUe, 
wahrend die andere Q auf dem Tisch neben dem halben aufgerollten Seil liegt 
Die obere Masse yrird nun losgelassen; man be'weise, dass die grosste Hohe, bis 
zn welcher die untere sioh eventuell erheben kann, ist, worin | sick aus der 

(ileichung | -|- 2 log (l — j |) = -^ ergibfc. [-gt John’s CoU , 1896.] 

Eb gibt drei Stadien der Bewegung. Zuerst senkt sich P und werden 
successive fniit der Geschwindigkeit v = 0) die Glieder der aufgewickelten Kette 
YOn dem Haufen weggenommen und der sich bewegenden Kette hinzugefiigt. Da 
die Masse von P der Masse einer Lange L der Kette gleich ist, so hat man, 
wenn x = J.P, 

d[(x -f 2X) v] = xgdt 

Multiplicirt mit und integnrt, so hndet man, dass P auf 

dem Tisch mit der Geschwindigkeit ankonunt, die aus folgt In 

diesexn Augenhlick findet ein Stoss statt; P wird durch den Tisch zur Ruhe ge- 
bracht, aber die Kette und Q bewegen sich. Ist die Anfangsgeschwindigkeit 

von Q, so hat man SmLv^ ^ also Zuletzt steigt das 

Gewicht Q in die B[ohe und nacheinander werden die Glieder der Kette auf dem 
Tisch aufgehauffc, Ist g die von Q erstiegene Strecke, so vnrd 

(SL — y)dv = — {L — y)gdt 

Setzt man ^ und integrirt, so ergibt sich die Geschwindigkeit v von Q aus 

do dy 

und daraus das gesuchte Resultat, wenn man fui y schreibt und v = 0 setzt. 

Beisp. 2. Der eine Theil eines schweren gleichformigen Seiles ist auf einem 
Tisch in einen kleinen Haufen A aufgerollt, der andere, namlich ACB^ iSuft fiber 
eine kleine RoUe C (die sich vertical fiber A befindet) und hangt auf der andem 
Spite der RoUe frei bis zu einer Tiefe GB = 'b herab. Es sei CA — a und b 
grosser als a ; man finde die Bewegung, wenn das System vom Zustand der Rube 
autigeht [Tait und Steele’s Dynamics, 1856.] 

Bedeutet x die Lange von GP, so ist die Gescbwindigkeit durcb 

{x + = I" g{x — b) (a;* -^bx-^b^ — Za^) 

gegeben. 

Beisp. 5. Eine biegsame Kette ABODE bSngt im Gleiehgewicbt fiber 
einem glatten verticalen Elreis und das eine Ende A ist an dem Endpunkt eines 
horizontalen Durchmessers befestigt. Ein Then ABC h'angt auf der einen Seite 
und ein anderer TheU DE auf der andem Seite des Kreises vei-tical herab. Das 
befestigte Ende A wird losgelassen; man zeige, dass 
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die Gleichung zur Bestimumng cles Abstandes y des tiefsten Piinktes der Eette 
Ton dem horizontalen Durchmesser -w^ahrend des ersten Theils der Bewegung ist, 
DaLei ist I die ganze Lange des Seiles und 2 c der Tjmfang des Ereises 

[Math. Tripos, 1870.] 

Ehe A losgelassen wird, sind die Langen AB, BC^ BE symmtlich gleich 
und ABC bildet eine Kettenlinie, deren Parameter Null ist. Wird nun A los- 
gelassen, so bewegt sich AB zuerst abwarts. Jedes Element von AB fallt frei 

unter dem Einfluss der Schwere; ist daher x = AB^ so erhalt man y — x = ~gt^. 

Die Elemente von AB werden eiaes nach dem andem auf BC ubertragen, wobei 
ein jedes die Geschwindigkeit v' gt und die Lange — dx bat. So ist die Be- 
wegungsgleichung von BCBE fur die Zeit, in welcher sich BC abwarts und 
BE aufwarts bewegt, 

d [(Z — x)^] = ( — dx) V + gC^y x c — T) dt. 

V ist hierin die Geschwindigkeit der Kette BCBE und diese ist der Geschwindig- 
keit gleich, mit der sich E aufwarts, nicht aber B abwarts bewegt. Da 

T» -CT I • j. dx . dy 

BE^l — c — X — V, so ast = + 

dt at 

Setzt man fur v und 'd ihre Werthe ein, so erhSlt man das Resultat ohne 
Schwierigkeit. 

Beisp 4. Ein unelastischer Paden von der L^ge L ist mit seinem einen 
Ende an den unteren Rand eines glatten horizontalen feinrandigen Tisches be- 
festigt, auf welchem der Rest des Fadens liegt, wahrend er am andem Ende 
rechtwinklig zum Rand durch eine Kraft straff angezogen wird Das letztere 
Ende wird losgelassen; man zeige, dass die Geschwindigkeit, mit welcher es den 
Tisch verlasst, ]/[2pL(Z4 — 1)] ist. [June Exam] 

Beisp. 5. Eine dimne gleichfdnnige Kette liegt in einen Haufen zusammen- 
geraffb auf einem horizontalen Tisch; an ihr eines Ende ist ein dunner Faden 
befestigt, der uber eine glatte vertical fiber der Kette befestigte RoUe lauft und 
ein Gewicht tragt, das dem Gewicht einer Lange a der Kette gleichkommt. Man 
beweise, dass die Lange der Kette, die in die H5he gehoben wird, ehe das 
Gewicht zur Ruhe kommt, aj/s ist, und finde die LSnge der noch hangenden 
Kette, wenn das Gewicht zum zweiten Mai zur Ruhe kommt. [May Exam.] 

Beisp, 6. Eine Kette von der Lange a liegt zusamm engeroUt auf dem 
hSchsten Punkt einer rauhen schiefen Ebene und ihr eines Ende Tasst man 
hinabgleiten. Man zeige, dass die Kette sich am Ende der durch gt*= 6acotg Z 
gegebenen Zeit t frei bewegt, wenn die Neigung der Ebene doppelt so gross als 
der Reibungswinkel Z ist. [Coll. Exam., 1887.] 

Beisp. 7. Ein Luftballon befindet sich in einem gewissen Moment in der 
Hdhe hf f^t mit der Geschwindigkeit V und bewegt sich in horizontaler Richtung 
mit der Geschwindigkeit V', die der Geschwindigkeit des Windes in dieser H6he 
gleichkommt. Wenn die Geschwindigkeit des Windes der Hdhe proportional ist 
und wenn das Entweichen des Gases, um sich auf einen gewissen Punkt herab- 
zulassen, so regulirt wird, dass die Geschwindigkeit des Fallens constant bleibt, 
so bringt ein Fehler dh in der Bereehnung der AnfangshShe an dem zu er- 
reichenden Punkt einen Irrthum 

hervor, •worin y*c == ist. [Math. Tripos, 1871.] 

18* 
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Bei=].) 8. Ein kugelfV>niiiger Hegentropfen, der durch die Wirlning der Schwere 
lieraljfoJlt, erfahrfc l)P 5 >!taiidig dureli das KiederscMagen von Dampf einen Zuwachs 
au Mas'^c*. dor Uberflachp proportional ifst; c ist sein Kadius ina Beginn des 

Eidlens, r *-^ein Kadiu^ nach dcin Zeitintervall man zeige, dass seine Oesch-windig- 
keit V duicli die Gleickung 



(>+f+fj+s) 


gegeben ist, wenn man den "Widerstand der Lufb nicbt in Reclmung zieht 

[Smith’s Prize Ex., 1853] 


Die inTariable Ebene. 

§ 301. Wir woUen die Bewegujigsgrosse mv eines Massenpunktes 
P durch die von dem Punkt aus in der Richtung seiner Bewegung 
gezogene Gerade PP' darstoUen. (Siehe § 283.) Nach den Lehren 
der Statik ist diese Bewegungsgrosse einer gleichen und parallelen^ an 
einein willkiirliclieiJ Punkt 0 angebrachten Translationsbewegung.sgrosse 
Equivalent mit einem Paar zusammen, dessen Moment mvjp ist, wenn 
}) das Loth von 0 auf PP' bedeutet. Wir TvoUen diese transferirte 
Translationsbewegungsgrosse durch die Gerade OM darstellen, die 
selbstverstandlich PP' gleich und parallel ist. Das Paar liegt in der 
Ebene, die OM und P enthalt und sei durch eine auf seiner Ebene 
senkrechte Axe ON der Richtung und Grosse nach dargestellt. 

Nimmt man alle Massenpunkte des Systems zusammen, so kann 
man die Translations- und Paarbewegungsgrossen der verschiedenen 
Punkte in eine einzelne resultirende an dem beliebigen Punkt 0 an- 
gebrachte Translationsbewegungsgrdsse zusammen mit einem einzelnen 
Paar vereinigen. OF imd OH seien die von 0 aus gezogenen Geraden, 
die der Richtung und Grosse nach diese beiden Resultanten dar- 
stellen. Die beiden Geraden stellen dann graphisch die augenblick- 
lichen Bewegungsgrdssen der als ein System betrachteten Massen- 
punkte dar. 

Das System werde auf Cai^tesische Coordinateu bezogen. Da 
m m m ^ die Componenten der Bewegungsgrosse des Punktes 
m sind, so ist der Vector OF die Resultante von 

■2'»» iii ■ aach § 74, m das Moment der Be- 

wegungsgrosse desselben Punktes um die a;- Axe. OH ist daher die 
Resultante der drei Paar-Bewegungsgrossen 
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Wir woUen nun annehmen, es wirkten keine ausseren Krafte auf 
(las System, so dass es bei seiner Be^wegung nui* den gegenseitigen 
Actionen und Reactionen seiner verscbiedenen Theile unterworfen ist. 
Alsdann sind die beiden Goraden OFund OH, weil keine zusatzlicbe Be- 
wegungsgrosse dem System gegeben wird, der Grcisse und Richtung 
nacb wahrend der Bewegung festliegend. (Siehe § 283.J 

Die Componenten von OV und OH miissen constant sein. Daraus 
folgt, dass jede der Grossen lu, constant ist Bezeicbnen wir 
mit lb die Winkelbewegungsgi'osse urn OH, so ist = + + 

Die Verbaltnisse , y, y sind daber die Richtungscosinusse eiuer 

Geraden (namlich OH), welcbe wabrend der Bewegung festliegt. 

Dass die Componenten 1l^, der Winkelbewegungsgrdsse 
constant sind, folgt auch sofort aus § 77. Betracbtet man die zweite 
Gleicbung dieses Paragrapben, so siebt man, dass die VVinkelbewegimgs- 
grbsse urn eine im Raum festliegende Gerade constant ist, wenn das 
Moment der ausseren Krafte um diese Linie Null ist. 

Die Gerade OH beisst die fiir 0 uivarkible Link und eine auf 
OH senkrecbte Ebene die fiir 0 mvaridble Ebene, Die Gerade OH 
beisst aucb mancbmal die resultirende Axe der Winkel- oder Paar- 
bewegungsgrdsse fiir 0. 

Wird durcb 0 eine Gerade OL gezogen, die den Winkel 0 mit 
der fiir 0 invariablen Linie OH macbt, so ist die Winkelbewegungs- 
gi’osse um OL alsdann li cos d. Denn die Axe des resultirenden Be- 
wegungsgrossenpaares ist OH und die Componente um OL daber 
OH cos 0. Mithin kann die invariable Linie fiir 0 aucb als die durcb 
0 gebende Axe definirt werden, um welcbe das Moment der Be- 
wegungsgrosse am grdssten ist. 

Fiir verscbiedene Punkte des Systems sind die Lagen der in- 
variablen Linie verscbieden. Sie sind aber durcb dieselben Gesetze 
miteinander verbunden, wie die Axen des resultirenden Paares eines 
Systems von Krafben, wenn der Coordinatenanfang geandert wird. 
Diese Gesetze sind bereits in § 235 in Eap. V gegeben worden und 
bier braucben wir ims nur im AUgemeinen auf sie zu bezieben. 

Wenn an dem System iiussere Krafte angreifen, so konnen die Geraden OV 
und OR beide im Raum nicht festbegend sein. Man betracbte zuerst einen be- 
liebigen Massenpunkt; OM, ON-, OM\ OW seien seine Translations- und Paar- 
bewegungsgrSssen zur Zeit t und t -f- dt. D ann stellt , NR der Ricbtung 
und Grosse nacb die Translationsbewegungsgrosse und Paar- oder Winkel- 
bewegungsgrOsse dax, die in der Zeit dt hin zukommt Die Bffectivkraft an einem 

Massenpunkt m ist daber einer einzelnen an 0 angreifeuden durcb — jy- dar- 

eestellten linearen Effeetivkraffc und einem einzelnen EffectiTpaar Equivalent, das 
NW 

durcb — 5 T- dargestellt wird. 

dt ^ 

Alsdann nebme man das ganze System vonMassenpunkten. OF und OH mbgen 
seine Translations- und PaarbewegungsgTSssen nacb dem Zeitintervall dt darstellen. 
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0 V ist so die Resultante der alien Massenpunkten des Systems entsprechenden 

VV' 

G-mppe OM; OV' die Resultante der Gruppe OM' stellt daher die ganze 

mi' 

lineare Effectivkraft des Systems zur Zeit t dar und ebenso das resultirende 


EffectiTpaar des Systems 

Daraus ergibt sicb, dass die Punkte V und H zwei Eaumcuryen bescbreiben, 
deren Eigenschaften denen des Hodographen in der Dynam i k der Massenpunkte 
analog sind. 

Es folgt daraus auch, dass, wenn die Componente der Bewegungsgrosse 
eines Systems in der Ricbtung einer Qeraden Ox und das Moment der Be- 

wegungsgrQsse um dieselbe Gerade ist, die Componente und das Mo- 


ment der Effectivkrafte des Systems langs dieser Geraden bez um sie sind. 

Nacb dem D^Alembert’sehen Princip aber sind die EffectiYkrafte eines 
Systems den gegebenen Kraften aquivalent Daher, was fCur Coordinaten man 
auch benutzen mag, wenn .X und die Componente und das Moment der ge- 
gebenen Kriifte fur eine beliebige Gerade smd, die wir die ic-Axe nennen wollen, 
dV^ dn 

so ist = X und = L. Diese Gleichungen entsprechen den im § 71 mit 


(A) und (B) bezeichneten. 

Zu beachten sind die folgenden Falle: 

(1) Wenn die gegebenen Krafte sammtlich durch einen festen Punkt gehen 
und dieser Punkt zum Coordinatenanfang gewahlt wird, dann kann OY variabel 
scin, OB. liegt aber stets der Lage und Grosse nach fest. 

(2) Wenn die gegebenen Krafte einem System von Paaren aquivalent sind, 
kann zwar OB veranderlich sein, OF dagegen liegt der Lage und Grdsse nach fest. 

In einer Abhandlung j^iffererdiial coefficients and determinants of linesf^ hat 
Cohen die Eigenschaffcen dieser resultirenden Linien besprochen. Fhil.Trans. 1862. 


§ 302. Die Lage der invariablen Ebene fiir den Schwerpunkt des 
Sonnensystems kann man folgendermassen finden. Man beziehe das 
System auf beliebige durch den Schwerpunkt gehende rechtwinHige 
Axen. 0 sei die Winkelgeschwindigkeit eines Korpers um seine E»o- 
tationsaxe, sein Tragheitsmoment um diese Axe und (a, y) die 
Richtungswinkel der Axe. Die Umdrehungsaxe und zwei senkrechte 
Axen bilden am Schwerpunkt ein System von Hauptaxen. Die Winkel- 
bewegungsgrosse um die Kokationsaxe ist M ¥0 und daher die Winkel- 
bewegungsgrosse um eine zur 0 -Axe parallele Axe cos y. Das 

Moment der Bewegungsgrosse um die 0 -Axe fiir die ganze im Schwer- 
punkt vereinigte Masse ist woraus 

\ cos ^ ^ 

folgt. Ebenso erbalt man die Werthe von \ und Damit ist die 
Lage der invariablen Ebene gegeben. 


§ 303. Die invariable Ebene kann in der Astronomie als Normal- 
bezugsebene benutzt werden. Man kann die Lagen der HSmmelskorper 
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mit der grdssten Sorgfalt beobachteii und die Coordinaten eines jeden 
mit Bezug auf ganz beliebige Axen bestimmen; oftenbar haben wir 
aber, weun diese Axen im Kaum uicbt festliegen oder in Bewegung 
sind, obne dass ihre Bewegung bekannt ware, kein Mittel unsre Kennt- 
nisse der Nachwelt zu libermitteln. Die Bbenen der Ekliptik und des 
Aequators sind allgemein zu Hauptbezugsebenen genommen worden. 
Sie sind beide in Bewegung und ihre Bewegungen sind bis zu einem 
grossen Grrad der Genauigkeit bekannt und werden es spater wabr- 
scbeinlich noch mehr sein. Es ist daher yielleicbt moglich, in der 
Zukunft zu berechnen, welcbe Lagen sie im Raum zu der Zeit batten, 
als wertbvolle Beobacbtungen gemacbt wurden. In sebr langer Zeit 
jedocb kann ein Febler von Jabr zu Jabr wachsen und scbliesslicb 
betracbtlicb werden. Die jetzige Lage dieser Ebenen im Raum kann 
aucb dadurcb der Nacbwelt iiberliefert werden, dass man Beobacbtungen 
an den Fixsternen anstellt. Diese Korper liegen aber nicht absolut 
fest und daber kann man aus diesen Beobacbtungen die Lage der Be- 
zugsebenen mit der Zeit immer weniger genau ermitteln. Die dritte 
von Laplace vorgescblagene Metbode bestebt in der Benutzung der in- 
variablen Ebene. Unter der Annabme, die Korper, welche unser System 
bilden, namlicb Sonne, Planeten, SateUiten, Eometen etc. unterlagen nur 
ibren gegenseitigen Anziehungen, folgt aus den obigen Paragi*apben, dass 
die Ricbtung der invariablen Ebene fur den Scbwerpunkt im Raum 
absolut festliegt. Aucb ergibt sicb aus § 78, dass sich der Scbwer- 
punkt entweder in Rube befindet oder sicb gleichfdrmig in einer Ge- 
raden bewegt. Die Anziebungskrafte der Sterne sind bier vernacb- 
lassigt worden; sie sind jedoch zu klein, als dass man sie bei dem 
jetzigen Zustand unserer astronomiscben Kenntnisse in Recbnung zu 
zieben braucbte. Wir konnen daher bis zu einem gewissen Grad der 
Genauigkeit die Lage unserer Coordinatenebenen im Raum bestimmen, 
indem wir sie auf die invariable Ebene bezieben, welcbe von alien 
andem bekannten Ebenen des Sonnensystems dem Zustand des Pest- 
liegens nacbsten kommt. Ihre Lage lasst sicb zur jetzigen Zeit 
aus dem jetzigen Zustand des Sonnensystems berechnen und in der 
Zukunft lasst sicb eine ahnliche Berecbnung auf Grand des dann be- 
stehenden Zustandes des Systems ausfubren. So kann die Kenntniss 
ibrer Lage nicbt verloren geben. Die Kenntmss der Coordinaten der 
invariablen Ebene reicbt ubrigens nicbt bin, umgekebrt die Lage 
unserer Bezugsebenen zu bestimmen. Wir miissen aucb die Coordinaten 
einer graden in der invariablen Ebene liegenden Linie kennen, deren 
Ricbtung im Ramn festliegt. Eine solche Linie befert, wie Poisson 
vorgeschlagen bat, die Projection der Bewegungsricbtung des Sobwer- 
punktes des Systems auf die invariable Ebene. Wenn der Scbwei^unkt 
des Sonnensystems sich in Rube befindet oder sicb senkrecbt zur in- 
variablen Ebene bewegt, so lasst uns diese Metbode im Stich. Jeden- 
falls reicbt unsere Kenntniss der Bewegung des Scbwerpunktes gegen- 
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warfcig uiclit aus, uiis die voile Benutzung clieser im Eaum festen 
Richtuug zu ennoglicheu. 

§ o04. Wenn man die Planet en nnd Korper, welclie das Sonnen- 
system bilden, als Kngeln ansehen kann, deren Schicliten gleicher 
Diclitigkeit concentrisclie Kugelflaohen sind, so wken ikre gegen- 
stdtigeu Anziehungskrafte lungs der Greraden^ die ikre Mittelpunkte 
verbinden. Alsdann bewegen sick ikre Centren ebenso, als ob jede 
llasse in ikrem Sckwerpunkt vereinigt ware, wakrend die Bewegung 
eines jeden Korpers nm semen Sckwerpunkt immer unver^dert bleiben 
^vurde. Wir erkalten so eine zweite feste Ebene, indem wir die 
letzteren Bewegungen iiberkaupt weglassen. Dies kat Laplace ge- 
tkan und aus seinen Formeln die in den obigen Wertken von \ 

von den Eotationen der Korper kerriikrenden Glieder ausgesckieden. 
JIaii kann diese Ebene die astronomiscke invariable Ebene zmn Unter- 
s(*kied von der waki'en dynamiscken invariablen Ebene nennen. Die 
erste stekt seukreckt anf der Axe des von den Translationsbewegungen 
der versckiedenen Korper kerriikrenden Bewegungsgrossenpaares, die 
zweite anf der Axe des von den Translations- und Eotationsbewegungen 
kerriilirenden Paares. 

Die astronomiscke invariable Ebene kegt nickt genau im Eaum 
fesfc, well die gegenseitigen Anziekungen der Korper nickt genau in 
der Ricktung der ikre Mittelpunkte verbindenden Geraden wirken und 
daker die in den Ausdriicken fiir ausgelassenen Glieder nickt 

durckaus constant sind. Die Pracession bewirkt, dass die Eotationsaxe 
eines jeden Korpers einen Kegel im Eaum besckreikt, in Folge dessen 
die Lage der astronomiscken invariablen Ebene im Eaum, obgleick die 
Wiiikelgesckwindigkeit unverandert bleibt, sicb um ein Geringes andern 
muss. Eine Collision zwiscken zwei Korjiem des Systems, wenn dies 
mbglick ware, oder die Explosion eines Planeten aknlich derjenigen, 
durck die nuck der Anuakme von 01b ers (1802) die Planeten Ceres, 
Pallas, Juno, Testa etc. entstanden sein soUen, konnte eine betrackt- 
liche Aenderung in der Summe der ausgelassenen Glieder kervorbringen. 
Ill diesem Fall wurde wokl die Lage der astronomiscken invariablen 
Ebene, nickt aber die der dynamiscken afficirt werden. Man konnte 
versucht seiu, anzunekmen, der Gebrauck der wakren invariablen Ebene 
sei iu der Astronomic vorzuzieken. Es brauckt dies jedock nickt notk- 
wendig der Fall zu sein, weil die Winkelgesckwindigkeiten und Trag- 
keitsmomente der Korper, die unser System bilden, nickt saonmtlick 
bekaunt sind und wir mithin die Lage der dynamiscken invariablen 
Ebene nickt bis zu eiuem sekr grossen Genauigkeitsgrad berecknen 
konnen, wakrend wir wissen, dass die Glieder, in welcken diese un- 
bekaimten Grossen auftreten, sammtlich sekr klein oder nakezu con- 
stant sind. Da alle Glieder, die weggelassen wurden, im Vergleick zu 
den beibekaltenen klein sind, so muss die astronomiscke mit der 
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ilynamisclieii invariablen Ebene einen nur kleinen Winkel macben. 
Obgleicb nun die Ebene nahezu im Eaum festliegt, so kann dock ihr 
Durcksckmtt mit der dynamiscken in Folge der geringen Grrosse der 
Neigung betrachtlicke Aenderungen der Lage erleiden. 

Li seiner Mecaniqiie Celeste, tome HI, p. 188, berecknete Laplace 
die Lage der astronomischen invariablen Ebene fur zwei Epochen 1750 
und 1950, indem er annahm, dass fiir diese Periode seine Pormeln fiir 
die Variationen der Excentricitaten, Inclinationen und Knotenlinien der 
Planetenbaknen correct seien. Indem er die Sectorenbewegungsgrdssen 
in Folge der Bewegung der SateUiten um ikre Hauptplaneten, ebenso 
wie die des Planet en Neptun vernacklassigte, kam er zu dem Piesultat, 
dass zur ersten Epocke die Neigung der Ebene gegen die Ekliptik 
1^ 35' 31" und die Lange des aufsteigenden Enotens 102® 57' 29" be- 
tiTig und dass zur zweiten Epocke die Neigung dieselbe bleibt, wie 
zuvor, die Lange des Knotens dagegen 102® 57' 14" sein wird. 

In den Smithsonian Contributions to Knowledge Vol. 18, 1873, gibt 
J. N. Stockwell die Neigung der astronomiscken invariablen Ebene 
gegen die (als festliegend angenommene) Ekkptik von 1850 zu 1® 35' 
19, "376 an. Er sckliesst Neptun ein, lasst aber die SateUiten aus. 
Die Neigung ist nickt constant, muss aber innerkalb der Grenzen 0® 
und 3® 6' liegen. Er berecknete auck die Neigungen der Baknen der 
ackt Hauptplaneten gegen die invariable Ebene und ikre Maximal- und 
Minimalwertke, ebenso wie die Lagen der Knotenlinien und ikre mitt- 
leren Bewegimgen fiir das Julianiscke Jakr. 

Poinsot mackte in einer Anmerkung zu seiner Statik darauf auf- 
merksam, dass die Ebene von Laplace nickt die -wakre invariable 
Ebene sei. Er bemerkt, dass die Sectorenbewegungsgrosse in Folge 
der Rotation der Sonne mindestens 25 mal so gross als die in Folge 
der Bewegung der Erde um die Sonne ist. Dieses Weglassen andert 
die Neigung der Ebene gegen die Ekliptik um einige Minuten und 
die Lange des aufsteigenden Knotens um mekrere Grade. 

§ 305, Beisp. 1. Man zeige, dass die invariable Ebene fiir einen beliebigen 
Punkt des Raumes, welcker in der von deni Sckwerpunkt des Sonnensystems bc- 
scbriebenen Geraden liegt, der fiir den Sckwerpunkt parallel ist. 

Beisp. *2. Wenn die invariablen Ebenen fiir alle Punkte einer gewissen Ge- 
raden parallel sind, so ist diese Gerade der von dem Sckwerpunkt besckriebenen 
Geraden parallel. 

Momentankrafte in dem Eaimi you dxei DimenBionen. 

§ 306 . Der einzelne KSrper nnter Zwangsbedingungen. Man 
soU die cdlgemeinen Gietchungen der Betcegung eines Korpers um einen 
festen Butikt unter der Einwirkmg gegebener Mommtankrdfte besUmmen. 

Der feste Pirnkt sei der Coordmatenanfang und die Axen recht- 
winklig zu einander. (iij,, Sly, Sl^, {m^, my, m^) seien die Winkel- 
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geschwindigkeiten dea Korpers grade Tor und grade nach dem Stoss 
nnd die Differenzen Oj; — Slj, — Sly, oJi — mogen ra/, cOy eoj 
heisseu. Dann sind aj, m,/, cj/ die durch die Momentankraft erzeugten 
WinMyesclucindirjkeiten. Nach dem D’Alemhert’schen Princip (siehe 
§ 86j ist der Unterschied z-wischen den Winkelbewegungsgrossen des 
Systems grade vor und gi-ade nach der Wirkung der Momentankraffce 
dem Moment der Momentankrilfte gleich. Mithin ist nach § 262 


Aax — (Zmxy) cOy' — (Emxz) ca^ = L' 
Bay — (Emyz) to/ — (Smyx) aj = 
Ca/ — (Emzx) aj — (Zmzy) Oy = N, 


( 1 ), 


worm L, Jlf, N die Momente der Momentankrafte mn die Axen sind. 
Die drei Gleicliungen reichen aus, die Wei'tte von o/; o/, oj/ zu be- 
stimmen. Addirt man sie zu den Winkelgeschwindigkeiten vor dem 
Stoss, so findet man die Anfangsbewegung des Korpers nacb dem Stoss. 


§ 307. Beisp 1. Man seige, dass die Gleicliungen unahJiangig von einander 
sind und dass keine der Winkelgeschwindigkeiten co^, co^ unendlich gross ist. 

Dies folgfc aus § 20, in welchem gezeigt wurde, dass die Determinante der 
Gleichnngen nicht verschwinden kann 

Beisp. 2. Man zeige, dass die scbliessliche Bewegung eines KOrpers, auf den 
eine endliche Anzahl gegebener Momentankrafte einwirkt, die emander in unend- 
lich kleinen Zwischenriiumen folgen, von ihrer Reihenfolge unabhangig ist. 


§ 308. Man beachte, dass in diesen Gleichnngen die Bezugsaxen 
willkiirlich sind. Man soUte sie so wahlen, dass die Werthe von A, 
etc. sich moglichst leicht ermittein lassen. Ist die Lage der 
Hauptaxen fur den festen Punkt bekannt, so wird man im Allgemeinen 
am besten than, wenn man sie wahlt. 

Die Gleichungen erhalten dann die einfache Form 

A(oJ = L, = C(o:=N .... ( 2 ). 

Sind die Werthe von m/, m/, coj bekannt, so lasst sich der Druck 
auf den festen Punkt finden. Denn nach D’Alembert’s Princip ist 
die Aenderung der Trauslationsbewegungsgrosse des Korpers in einer 
beliebigen Richtung der Componenten der Momentankrafte gleich. 
Sind daher JP, 6r, S die Druckkrafte des festen Punktes auf den Korper, 
so ist 

SX+F= naeh § 85 

= M (ayZ — (Os'y) nach § 238 

SY-^G =M(a:x — ajz) 

SZ + H=‘M{aJy — ay'x) 


■ ■ ( 3 )- 
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§ 309 Beisp. Der Scheitelpunict 0 einer gleielifonnigeyi Sclieihe^ die von dem 
JBogen OP einer Pardbel, der Axe ON uud der Ordinate PN hcgrenzt wird, liegt 
fest Sie erhalt senkrecJit zu ihrer JEbene auf den Endpunlct P deb geh'iimnten 
Theile thres Umfanges einen Stoss B Man fiyide die Anfangslmcegung miter der 
Annahme, die Scheibe hale sich^ ehe sie den Stoss erhalt, in Biihe hefiinden 

Die Gleichung der Paratel sei = 4 ax und die z-Axe stehe sentrecht aaf 
ihrer Ebene Alsdann ist Smxz = 0^ Zmyz=0. ti >ei die Masse der Flachen- 
einheit und 0N=€. Man hat 


Zmxy = p j* J* xy dx dy = y. J* x^ dx= 2fi j ax^ dx — ^ yac\ 


0 

3 5 


A = ~y ^ y^dx = ^ya^ B = yJ* x-y 


und 


0= A-]- B nach § 7. 


Die Momente des Stosses B um die Axen sind X = J5'(/4ac, M — BC, AT— 0. 
Durch Substitution dieser Werthe er- 
halten die Gleichungen in § 306 die 
Gestalt 


Ifl 2 2 2 a 

jg/ict c co^-jfiac^to^ 

L i. 

= 2Ba^ c^, 

_1 _7 

4 2 2 2 o 

C £0^ — y 

= BCy co^ — 0 

Diese Gleichungen bestimmen die An- 
fangsbewegung. Durch Elimination von 
B findet man das Verhaltniss von a>, 



zu co^. Es ergibt sich leicht, dass die 


Scheibe um OQ zn rotiren anfangt, wenn man auf der Ordinate in N die Strecke 
NQ^^NP abtragt 


§ 310. Eine andre Fassnug des ProMems. Wenn an emem Korper, 
der sich um einen festen Punkt frei drehen kann, eine beliebige 
Anzahl von Momentankraften angreifen, so ist jede Momentankraffc 
einer gleichen und paraUelen an dem festen Punkt angreifenden 
Momentankraffc zusammen mit einem Momentanpaar aquivalent. Die 
Momentankraffc an dem festen Punkt kann keine Wirkung auf die Be- 
wegung des Korpers ausiiben und kann daher ausser Betracht bleiben, 
wenn nur die Bewegung gesucht wird. Setzt man alle Paare zu- 
sammen, so lasst sich das allgemeine Problem so aussprechen: Auf 
einen Korper^ der sich um einen festen FunU lewegty wirTct ein gegebenes 
Momenia/rdiraftepcM^ man fnde die durdi dassdbe lemrJcie Aenderung 
der Bewegung. Die mdlytische Losung ist in dm im § 306 aufgestdUm 
Glekhwngm enthcdtm. Bie folg&rvden Beispide drUcken das Besultcct in 
geofnetrischer Form aus. 
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Beisp 1- Man weise aua rien Gleichungen nach, class die resiiltii-ende Axe 
dor durcli das Paar erzeugten Winkelgeschmndigkeit die der ELene des Paares 
conjugirte Diametrallmie nnt Bezug auf das Tragheitscllipsoid ist Man sehe 
auch g 118. 

Beisp. 2 G sei die Grcisso des Paares, p das Loth von dem festen Punkt 
auf die Beriihrungsehene an das Trtlgheitsellipsoid parallel der Ebene des Paarea 
G St sei die erzeiigte Winkelgeschvdndigkeit, r der Radius vector des Ellipsoids, 
AVtdoher <lie Axe von SI ist, Scliliesslicb sei I der Parameter des Ellipsoids vde 
in § 10 Man heweise, dass l:St=prG ist 

Beisp 3. St^, -a. seien die Wmkelgeschwindigkeiten um drei conjugirte 
Durchmesaer des Tragheitsellipsoida fur dtm festen Punkt deiart, class ihre Resul- 
tante die von emem Stosspaar G erzeugte Winkelgeschwincligkeit ist, A!, .S', G' 
clif 3 Tragheitsmomente um die eonjugirten Durchmesser; man beweise, dass 
A'Sl^ = (jf cos « , B'St^j=Gcos§j C'Sl^=G cos y ist, wenn a, |3, y die Winkel 
aind, welche die Axe von G mit den eonjugirten Durchmessem macht. 

Beisp. 4. Wenn auf einen Kuq)er, der im Stande ist, sich um emen festen 
Punld: 0 zu drehen, em Momentanpaar G einwirkt, deasen Axe der Racliusvector r 
des rt^ciproken Traghfdtselliijaoids fiir 0 ist und 'svenn p das Loth von 0 auf che 
Boruhrungsebene in dem Endpunkt von r bedeutet, dann ist das Loth p die Axe 
der durch den Stoss erzeugten Winkel geschwindigkeit und die GrSsse durch 
die Gleichung G = MprSt gegeben 

Beisp 5. Man zeige, dass, wenn an einem in Ruhe befindlichen Korper be- 
liebige Momentankrilfbe "wirken, man die Momente um die Anfangsrotationsaxe 
nach dem in § 89 angegebenen Yerfahren so nehmen kann, als ware sie eine 
feste Axe. 

Beisp. 6. Wenn sich ein Korper um einen festen Punkt dreht, heisst daa 
halbe Product aus dem Trligheitsmoment fiir die Momentanaxe und dem Quadrat der 
Winkelgeschwindigkeit die lebendige Kraft. Die von der Ruhe aus durch eine 
Momentankraft erzeugte lebenchgo Kraft sei T und dieselbc Kraft durch den- 
selben Stoss erzeugt T\ wenn der KOrper gezwungen ist, um eine feste durch 
don festen Punkt gehendo Axe zu rotiren. Man beweise, class T = T cos® 0 ist, 
worin 0 den Winkel zwi^chen den excentrischen Linien (§ 40) der beiden Rotations- 
iixen in Bezug auf clas Trugheitsellipsoid fiii den festen Punkt bedeutet. 

Beisp. 7. Man leite daraus clas Euler ’sche Theorem ah, dass die von der 
Kulie aus durch eine Momentankraft erzeugte lebendige Kraft grosser ist, wenn 
der Kuqier sich frei um den festen Punkt drehen kann, als wenn er gezwungen 
ist, um eine duich den festen Punkt gehende Axe zu rotiren. Dieser Satz wurde 
spelter durch Lagrange imd Bertrand in dem zweiten Theil des ersten Bandes 
der Memnigiie Ayialytiqiie verallgemeinert. 

§ 311. Der ft’eie einzelne Korper, Man soil die Be%veg%mg eines 
frden Korpers bestimmm, auf den eine gegebene Momentanlcraft wirld. 

Da der Korper frei ist, so bewegt er sich um seinen Schwerpuukt 
ebensOy als ob dieser Punkt fesfc luge. Daher findet man auch hier die 
Wmkelgeschwmdigkeiten des Korpers nach den Gleichungen (1) und 
(2) des § 306, wenn man als Acxen drei heliehige sich rechtwinklig 
im Scliwerpunkt schneidende Gerade nimmt. 

Um die Bewegung des Schwerpunktes zu ermitteln, seien ( U, F, TF), 
(«; Vf iv) die Comp onen ten der Geschwindigkeit des Schwerpunktes grade 
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vor und grade nacli dem Stoss. X, Yj Z seien die Componenten des 
Stosses und M die ganze Masse. Man hat dann durch Zerlegung 
parallel zu den Axen 

M{u—TT)^X, 3I(v — r)=Y, 3I{w — W) = Z. 

Die Differenzen u ^ 17, v — V, w — W kann man, wie in § 306, 
u', v', tv nennen. 

§ 312. Beisp 1. Auf emen in Rnlie befindliclien Kurper ’^rkt cine Momentan- 
kraffc, deren Componenten parallel zu den Hauptaxen fur den Schwerj^unkt X, Y, Z 
sind und deren Angriffspunkt in Bczug auf diese Axen die Cooidinaten (jj, r) 
hat. Man beweiao, dass, wenn die resultirende Bewegung nui in einer Rotation 
um irgend eine Axe besteht, 

A(B — C) pYZ+ B (C—A) qZX+CiA — B) rXY= 0 
ist lat diese Bedingung sowohl ausreichend, wie nothig? Siehe § *241 

Beisp, 2. Emem homogenen Cricketball wird eine Rotation um cine hori- 
zontale in der verticalen Wurfebene liegende Axe mit der Winkelgeschwindigkeit SI 
ertheilt. Wenn er den Boden trifft, der voUkommen rauh und unelastisch voraus- 
gesetzt wird, bewegt sich sein Centrum mit der Greschwindigkeit V in einer 
Richtung, die den Winkel a mit dem Horizont macht; man beweise, dass die 
Richtung der Bewegung des Balls nach dem Aufstossen mit derWurfebene einen 

Winkel bildet, dessen Tangente 4- ist, unter a den Radius des Balls yer- 

standen. 

§ 313. Die Bewegung eines Punktes des KBrpers. Man beiveise, 
dass die Componenten der Aendenmg der Gesclmindigkeit eines Piml'tes 
des Kdrpers lineare Functionen der Componetzten der Momentankraft shuk 
Die Gleichungen in § 311 bestimmen die Bewegung eines freien Korpers, 
auf den eine gegebene Momentankraft wirkt, yoUstandig und aus ihnen 
lasst sich nach § 238 die Anfangsbewegung eines jeden Punktes des 
Korpers ableiten. (jp, q, r) seien die Coordinaten des Angriffspunktes 
des Stosses; die Momente des Stosses um die Axen sind dann qZ — rY, 
rX — pZ bez. pY — qX. Sie sind auf die rechte Seite der Gleichungen 
m § 306 zu setzen. ip\ q', r) seien die Coordinaten des Punktes, 
dessen Anfangsgeschwindigkeiten parallel zu den Axen man finden soil. 

(u^, W 2 ) seien seine Geschwindigkeiten grade yor imd 

grade nach dem Stoss. Die tibrige Bezeichnung sei so, wie in § 300. 
Dann hat man 

^ U -j- (Dy T ^ 

und ahnliche Gleichungen fur — w-^. Substituirt man in 

diese Gleichungen die in § 311 gegebenen Werthe yon v, w\ 
(dJ , mj, cd/, so sieht man, dass lineare 

Functmien von X, Y, Z sind yon der Form 

Mg — ^ PX CrY "j*” JELZ , 

worin F, G, H von der Structur des Korpers und den Coordinaten 
der beiden Punkte abhangen. 
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§ 314. Wenn der Punkt, dessen Anfangsbewegung gesucht wird , der An- 
grifFspunkt des Stosses ist und die Bezugsaxen die Hauptaxen fiii* den Schwer- 
punkt sind, nehinen flie Ansdrucke die einfache Form an 



Die rechten Seiten der Gleichungen sind die Differentialquotienten einer 
quadratischen Function von X, Y, die man JE nennen kann. Es ergibt sicb, 
dass fur aUe Stosse auf denselhen Punkt P desseJben Korpers die resultirende 
Aenderung %n der Gescliwindigkeit des Angnffspwnktes P senJcrecM steM auf der zwr 
Biclitung des Stosses conjugirten Diametralebene Bezug auf ein gewisses Ellip- 
soid, dessen Centrum P uwl dessen Cleiclmng E =* Constante ist. 

Der Ausdruck fdi E kann in einer der gleicbwerthigen Formen gesckrieben 
^verden 


2E= 


X^+Y^+Z^ 

M 


+ 


+ Or*) {AX^ + J5 CZ*) - {ApX + BgY-ir CrZy-] 

. + r* + ^ ^ 1 (qZ-rYy + 1 (,rx-pzy + ^ (pT- qX)^ . 


M 


Aus der letzten Form erkennt man, dass 
l(ilf («'* + v'» + 

ist, welcheB die von der Momentankraffc erzengte lebendige Kraft der Bewegung ist. 


Znsammenstoss zweier beliebiger Korper. 

§ 315. Zwei Korper, die sick auf heliebige Art hewegen, stossen 
widereinander. Man fnde die Bewegwng nach dem Stoss. 

Uuelastisclie K5rper. Sind die Korper unelastisch imd entweder 
volTkomnmi glatt oder vollkoninien rauh, so braucht man die Reactionen 
nicbt in die Grieichungen einzufuhren. In einem solchen Fall nehme 
man den BerubrimgspiiiLkt zum Coordinatenanfang. Die x- und g-Axen 
mogen in der Berulirungsebene liegen, die ;sf-Axe die Normale sein. 
U, V, W seien die Componenten der Gescb'windigkeit des Scbwer- 
punktes des einen Korpers grade vor, u, w grade nach dem Stoss. 
Slxj Sly, Sit, G)y, Os scieu die Winkelgeschwindigkeiten grade vor- 
und naehher; A, JB, 0, B, E, F die Tragheits- und Deviationsmomente 
fur den Schwerpunkt. M sei die Masse des Korpers; x, y, 0 ' die Coor- 
dinaten seines Schwerpunktes, Die Buehstaben mit einem Strich mogen 
dieselben Grossen fiir den zweiten Korper bezeichnen. 

Nimmt man nun die Momente um die Axen fur den einen Korper, 
so erhalt man nach §§ 306 und 77 
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A(o:c — ^x) — F(g)^ — — JB(co- — SI.) — (v — (w — W)y=Oy 

— F(c3x — Slx)~]rF(cD^ — Sl,j) — D((d.— — (w — W)x-\-{u — JT) 0 =O, 

— F ((Os — Six) — F((o^ — Slfj) + 0 (o - — SI.) — (u — U)y-\-(v — V)x=0. 

Drei ahnliche Gleicliungeii gelten fiir den andern Korper, die sicli 
von den vorstehenden nur dadurch unterscheiden, dass die Buchstaben 
mit einem Strich versehen sind. 

Die Componenten in der Richtung der ^-Axe fur beide Kbrper 
ergeben 

M(tv —W) + ir (w — W') = 0 . 

Die relative Compressionsgesch'wmdigkeit ist fiir den Moment der 
grossten Compression Null und daber 

W — + C)yX = to' — COx'y + <OyX'. 

Man bat so acbt Gleicbungen zwiscben den zwolf unbekannten Compo- 
nenten der Translations- und Winkelgescbwindigkeiten. 

§ 316. Sind die Kbrper glatt, so erbalt man vier weitere Glei- 
cbungen, indem man fiir jeden Korper die Componenten parallel zur 
X- und j/-Axe nimmt. Fiir den einen Korper ist 

u^TJ=0, V — F=0 
und abnlicbe Gleicbungen gelten fur den andem. 

§ 317. Sind die Korper voWcommen raiili, so erbalt man zwei der 
notbigen vier Gleicbungen durcb die Componenten der Translations- 
bewegungsgrosse parallel zur x- und y-Axe, namlicb 

M(u —TI) + M'(u'— U') = 01 
M(v —D + M'iv'- r) = Oj 
Die beiden andem sind geometriscbe Gleicbungen, die man findet, 
indem man die Componente der relativen Gescbwindigkeit des Gleitens 
gleicb Null setzt, namlicb 

u — <Oy0 -|— cozy == u — (oJ 0 — |- coj y' 

V — (OgX -f- = v' — (o/x' + (oj^' 


§ 318. Glatte elastische KSrper. Sind die Korper glatt und un- 
voTlJcomnmi elastisch, so muss man die normale Reaction in die Glei- 
cbungen einfiihren. Das Verfabren ist genau so, wie in dem all- 
gemeinen Pall, wenn die Korper raub und elastiscb sind, den wir in 
den folgenden Paragrapben besprecben werden. Es wird selbstverstand- 
licb dadurcb vereinfacbt, dass man die Reibungen P und Q in den 
zwolf Bewegungsgleicbungen (1), (2), (3), (4) gleicb Null setzt. Auch 
verscbwindet die Compressionsgescbwindigkeit C im Moment der starbsten 
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Compression. Man erlialt daher eine weitere Gleiclmng, aus welcher 
die Xormalreaction B abgeleitet werden kann. Mnltiplicirt man diesen 
Wertli von B nut 1 + <3, woloei e die ilim in § 179 gegebene Be- 
deutung hat, so erhiilt man den voUstandigen Wertb von B fur den 
ganzen Zusammenstoss. Snbstituirt man den letzteren in die zwolf 
Bewegungsgleichimgen (1) und (2), (3) und (4), so findet man die Be- 
weguug der beiden Korper grade nach ihrem Zusammenstoss. 

§ 319. Rauhe elastisclie Korper. Das Problem, die Bewegung 
z^veier beliebiger rauher Korper nach ihrer Collision zu bestimmen, 
erfordert eine ziemlich lange analytische Behan dlung und unterscheidet 
sich in einigen Punkten wesentlich von dem entsprechenden Problem 
in der Ebene. Wir woUen daher zuerst einen speciellen Fall unter- 
suchen, belcher eine kurze Behandlung erlaubt und dann dieselben 
Principien auf das allgemeine Problem im Raum von drei Dimensionen 
anweiiden. 

§ 320. Zivei rmihe Ellipsoide, die sicJi auf leliehige Art lewegen^ 
stossen ho icider einander^ dass das Ende ernes Sauptdurchnessers cTes 
eimn das Ende eines Haujptdurchmessers des andern in einem Aiigenblich 
tnfj% in welclmn die drei SaujgtdurcJmiesser des einen denen des andern 
•parallel sind. Man finds die Bewegung grade nach deni Stoss. 

Wir woUen die Bewegung auf Coordinatenaxen beziehen, die den 
Hauptdurclmiessem eines jeden Ellipsoids beim Beginn des Zusammen- 
fitosses parallel sind. Da nun die Dauer des Zusammenstosses unend- 
lich kurz ist, die Geschwindigkeiten dagegen endlich sind, so haben 
die Korper keine Zeit, ihre Lage zu andern, die Hauptdurchmesser 
bleiben daher wahrend des Zusammenstosses den Coordinatenaxen 
parallel. 

Uf V, W seien die Componenten der Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes des einen Korpers grade vor dem Stoss; tv die Compo- 

nenten der Geschwindigkeit zu einer beliebigen Zeit t nach dem Be- 
gina, aher vor Beendigung des Zusammenstosses. seien 

die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um seine Hauptdurchmesser 
fiir den Schwerpunkt grade vor dem Stoss; ©j., o- zur Zeit t. 
a, by G seien die Halbaxen des Ellipsoids; A, B, C die Tragheits- 
momente fiir den Schwerpunkt und diese Axen. M sei die Masse des 
Korpers. Die Buchstaben mit einem Strich mogen dieselben Grossen 
fiir den andern Korper bezeichnen und die Korper mit den Enden der 
Axen c, <f aufeinander treffen. 

By Qy B seien die Componenten parallel den Axen der in dem 
Korper M duroh den Stoss wahrend der Zeit t erzeugten Bewegungs- 
grosse. Dann sind — P, — — B die Componenten der in dem 

andern Korper in derselben Zeit erzeugten Bewegungsgrosse. 

Die Bewegungsgleichimgen des Korpers M sind 



Zu^ammenstoss rauher elasti^cher Ellip-oirle (§^51S — ^20; 
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J(cOa: — Sl:,\ = Qc | 

jb(c3, — si,) = — Pc\ (i;, 

C(cj, — si,) = 0 J 

31 (ii — ?7) = Pj 

3I{v-V)==q\ (2). 

3I{tv — W) = E] 

Sechs entsprecliende Gleichungen besteken fiir den andern Eorper. 
Man erkalt sie, wenn man alle Buclistaben auf der linken Seite der 
Yorstehenden Gleichnngen mit einem Strick versiekt und statt P^ Q, 
Ey c auf der reckten — P, — Q, — Ry — c sckreibt. Diese neuen 
Gleickungen mogen mit (3) und (4) bezeicknet werden. 

S sei die Gesck'W’indigkeit^ mit welcker das eine Ellipsoid auf dem 
andem gleitet und 6 der Winkel, den die Ricktung des Gleitens mit 


der a:- Axe mackt; man hat dann, wie in § 192 

S eos6 — + c 03y' — w + (p)j 

/S sin 6 = v' — ccox — V — aox (b) 

und, wenn G die relative Compressionsgesckwindigkeit ist, 

C= w' — tv (7) . 

Substituirt man in diese Gleickungen aus den dynamisclien , so 
folgt weiter 

S cos 6 = Sq cos Oq — i>P (8) , 

S sm 6 = Sq sin 9 q — qQ . . . . . - (9) , 

C^C^—rE (10), 

worin 

Sq cos Oq = LT -|- c — JJ “f” c ^ij I 

Sq sin Bq = V ' — dSlx — y — c£lx\ • ■ • • (11), 

Cq = W'—W J 



Es sind dies die Constanten des Zusammenstosses. Sq, Gq sind 
die Anfangsgesckwindigkeiten des Gleitens und der Compression und 
der Winkel, den die Ricktung des anf angkcken Gleitens mit der iP-Axe 
mackt. Als NormaljfaU woUen wir den betrackten, in welchem der Korper 
3r so auf M gleitet und ihn so zusammendruckt, dass sowolil Sq als Gq 
positiv sind. Die drei andem Constanten q, r sind von der Anfangs- 
bewegung unabkangig und ikrem Wesen naeh positive Grossen. 

B on til, Bynamik, I, 19 
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Kapitel YT Die Bewegungsg^osse. 


§ 321. Genau wie in dem entspreclieuden Problem fur die Ebene 
wollen wir die grapbiscbe Methode anwenden, um die Aeuderungeiiy 
die in dor Reibung Yorkommen, zu yerfolgen. Man trage auf der 
r-, ^’-Axe drei Liingen OP, OQ, OR ab, welcbe die drei Reactionen 
P, Q, B darstellen sollen. Betrachtet man sie als die Coordinaten 
eines Punktes T, so stellt die Bewegung von T den Wecbsel in den 
Krliften dar. Es wird gut sein, die durcb 8=0, (7=0 gegebenen 
Orte aufzuzeichnen. Der Ort fur jS = 0 ist eine der J2-Axe parallele 
Gerade, welcbe man die Linie leines Gleitens nennen kann, der fiir 
C = 0 eine der Ebene POQ parallele Ebene, welcbe die Ebene stdrlister 
Comjiressim beissen mag. Beim Beginn des Zusammenstosses gleitet 
ein Ellipsoid auf dem andem so, dass nacb § 154 die zur Wirkung 
kommende Reibung ibren Grenzwertb bat. Da P, Q, R die ganzen 
Componenten der in der Zeit t eraengten Bewegungsgrosse sind, so 
stellen dP, d Q, dR die Comjjonenten der in der Zeit dt erzeugten Be- 
wegungsgrosse dar, woYon die beiden ersten von dem Reibungs-, die 
letzten von dem Xormalstoss berrilhren. Die Ricbtung der Eesultanten 
von dP, dQ muss daber der Ricbtung, in welcber der eine Beriibrungs- 
punkt liber den andern gleitet, entgegengesetzt sein, und die Grosse 
der Resultanten muss sein, wenn man unter ft den Reibungs- 

coefficienten verstebt. Man bat daber 


dP 

dQ 


cotg0= 


jg p 003 -pP 

sin ^0 — g_Q 


( 13 ) 


( 14 ). 


Durcb die Auflosung dieser Gleicbungen findet man die Art, wie der 
darstelleiide Punkt T sicb der Linie keines Gleitens nabert. 

Die Gleicbung (13j lasst sicb durcb Trennung der Variablen auf- 
losen. Man erbiilt 


A A 

(So cos sin e^—qQf, 

worin a eine wiUkurlicbe Constante ist. Im Anfang der Bewegung 
sind P und Q Null, daber ist 


X 

/ goCo sO a— /g, sin 6, — 
\ Sq cos Bq / \ iSL sin 


wofur man auch scbreiben kann 


( 15 ), 


Oder 



p 

g 

/sin 6 y—JJ 

/cos BfM“P 

\sin oj 

\cos 6/ 


( 17 ). 


Siese Gleiehung gibt die Seziehung zwischen der Richtung und 
der Gescliwindigkeit des Gleitens an. 



Zu.sammenstoss raiiher dabtiselioi KlKp^oicln .§ — 324) f>91 

§ 322. Aendert sich die Richtimg des Gleiteiis wiLhreud des Zu- 
sammenstosses nicht, so muss 0 constant und gleieli seiii. 

Aus (16j ist ersichtlicli, dass fur p = Q, 0 = Oq und umgekelirt 
fiir 0 = 6Qf S constant ist, wofern nicht p = q ist. Ferner muss, 
wenn sin Oq oder cos 6^ Null ist, 8 Null oder unendlich gross sein, 
wofeni nicht 6 = 6q ist. Die nothivendige itnd rnisreiehende Bedhigmig 
dafiir, dass sich die Richtimg der Rednmg wdhrend das Ziisammenstosses 
rnchi dnde}% ist daher p = g oder sin2^j^=0. Aus der ersten dieser 
Leiden Bedingungen und (12) ergibt sich 



Gilt diese Bedingung, so folgt aus (13), P = Q cotg Oq und daun 
aus (14) 

P = ftJ2cos0J 

Q = fiR sin 00 1 ^ 

Diese Gleichungen zeigen, dass der darstellende Punkt T, wenn die 
Reibung ihren Grenzwerth hat, sich auf einer Geraden, die mit der 
J?-Axe einen Winkel macht, dessen Tangente ft ist, in solcher Richtung 
bewegt, dass er die Gerade keines Gleitens trifit. 

§ 323. Gilt die Bedingung p — q nicht, so kann man durch 
Differentiation Ton (8) und (9) und Elimination von P, Q und S die 
Bestimmung von R als Function von 6 auf ein Integral reduciren. 

Substituirt man den Werth von 8 aus (17) in (8) und (9), so er- 
halt man P, Q, R als Fimctionen von 9. Es sind dies die Gleichungen 
fiir die Curve, auf welch er der darstellende Punkt T wandert. Passender 
noeh kann man die Curve, auf der sich T bewegt, durch die Eigen- 
schaft definiren, dass ihre Tangente nach (14) den constanten Winkel 
arc tg ft mit der R-Axe macht und dass ihre Projection auf die 
P(2-Ebene durch (15) gegeben ist. Die Curve muss die Gerade keines 
Gleitens treJBfen, wed der Gleichung(15 )durch^ P=/SoCOs ffoi 
geniigt wird. 

§ 324. Der gauze Vorgang beim Zusammenstoss kann nun genau 
so verfolgt werden, wie bei dem entsprechenden Problem in der Ebene. 
Der dojrsteUende Punkt T wandert auf einer gewissen bekannten Ourve, his 
er die Linie keines Gleitens erreidit Er geM dann auf der Linie keines 
Gleitens in solcher Richtung waiter y dass die Abscissa R wdchst. Den 
voUstdndigen Werth R^ von R fur den ganzen Zusammenstoss fi^idef man 
durch Multiplication d^ Abscissa R^ des PunkteSy in welchem T die Ebene 
der stdrksten Compressio7i kreuzt, mit 1 + e, so dass also (1 + e) 

isfy wenn man unter e das Maass der Elastkitat der heiden Korper ver- 
steht Die voUstandigen Wer&ie der zur Wirkung kommendeti Rcilntngen 
shid die Ordimten der Lage von T, die der Abscisse R — R^ entsjyricbt 
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Kapitel YI Die BewegungsgriJsse. 


Setzt man sie in die dynamischen Qleiclmngen (1), (2), (3), (4) ein, so 
lasst sich die Beivegung der leiden Korper grade nach dem ^sa^mnen- 
stoss ft'nden. 


§ 325. Da die Linie keines Gleitens auf der PQ-'Ehene senkrecht 
steht^ so sind P und Q constant, wenn T auf dieser Linie wandert. 
Daher kommt, wenn einmal die gleitende Reibung aufgebort hat, keine 
weitere Reibung mehr zur Wirkung. Hort daher das Gleiten in irgend 
einem Moment vor der Beendigung des Zusammenstosses auf, wie z. B. 
wenn die Korper entweder sehr oder voUkommen rauh sind, so sind 
die ganzen Reibungsstosse durch 


p ^ jgp cos 
P 


& sin e. 


gegeben. 

Wenn 6 der Bogen der durch die Grieichung (15) gegebenen Curve 
vom Coordinatenanfang an bis zu dem Punkt ist, in welchem er die 
Linie keines Gleitens schneidet, daim trifffc der darstellende Punkt T 


die Linie keines Gleitens in einem Punkt, dessen Abscisse It = — ist. 

6 G 

Sind die Korper so rauh, dass — < ist, so kreuzt der Punkt T die 
Ebene starkster Compression erst, nachdem er die Linie keines Gleitens 
passirt hat. Der ganze Noimalstoss ist daher durch B = (1 + e) 


gegeben. Durch Substitution dieser Werthe von P, P in die dynar 
mischen Gleichungen findet man die Bewegung grade nach dem Stoss. 


§ 326. Beisp. 1 Q sei der Wmkel, welchen die Richtung des Gleitens des 
einen Ellipsoids auf dem andem mit der a; -Axe macht; man beweise, dass 6 
wiilirend des Zu'<ammenstosses entweder bestiindig zunimmt oder bestandig ab- 

nimmt. Wenn femer der Anfangswerth von Q zwischen 0 und — Hegt, dann 

A 

niihert sich 0 entweder — oder 0, je nachdem p grosser oder kleiner als g; ist. 
£ 

Man zeige auch, dass der darstellende Punkt die Linie keines Gleitens erreicht, 
wenn 6 einen dieser beiden Werthe hat. 

Beisp. 2. Wenn das Gleiten wahrend des Zusammenstosses dieselbe Richtung 
behSit und vor der Beendigung des Zusammenstosses aufhort, dann mussen die 

S T 

Korper so rauh sein, dass n > ^ ist. 

Beisp 3 Zwei rauhe Kugeln stossen widereinander; man beweise, dass die 
Richtung des Gleitens wahrend des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Der Satz 
wurde zuerst von Coriolis aufgestellt Jeu de hillard, 1836. Siehe § 322. 

Beisp. 4. Wenn zwei unelastische Rotationskeirper widereinander stossen und 
dabei der Scheitel eines jeden der Beriikrungspunkt ist, zu beweisen, dass die 
Richtung des Gleitens wahrend des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Dieser tmd 
<lur niichste Satz riihren von Phillips her, 14. Band von Liouville’s Journal. 

Beisp. 6. Wenn zwei Kbrper, deren Hauptaxen ftir ihre Schwerpunkte 
parallel sind, sich so tretfen, dass ihre Schwerpunkte in der gemeinschaftlichen 



Zusammenstosb rauhur elnsti&cTier Kurper ^'§ ;:J24— 327). 293 

Norma] en im Benihrungspunkt liegen und wenn die AIlfang^riclItllng dep nitntens 
eincr Hauptaxe fur jeden der beiden Schwerpunkte parallel ist, dann bebait dab 
Gleiten wabrend des Zusammenstosses die&elbe Kichtung bei 

Beisp 6. Zwei EUipsoide von gleicber Masse sto^sen mit den Enden ihrer 
Axen c, d widereinander und es ist ad — hh\ cd =^hd\ man beweise, da^s die 
Ricbtung der E-eibung wabrend des Stosses constant bleibt 

Beisp 7 Eine BiUardkugel rollt auf der Tafel ohne zu gleiten und stdsst 
wider eine Bande; man finde die darauf folgende Bewegung 

Die Ebene der Bande und der Tafel seien die xy- boz .r^-Ebene Die Com- 
ponenten der Anfangsge&chwindigkeit des Scbweqjunktes parallel zur a;- und r-Axe 
seien — n und — w und die Wmkelgescb-svindigkeit um die Veilicale n Naeb 
dem Abprall macbt der Ball eine Reibe von sebr kleinen paraboli'schen Spnmgen, 
die kaiim wabmebmbai sind Scbliesslicb kann man annebmen, der Ball rolle 
auf der Tafel. Diese Endbewegung ist durcb 

U' = — u + y y (w -)- a w) , 

TF'= — + Y (1 + y + e) w 

gegeben,'woriny (lie kleinere von den beiden Grossen: y und ^ — - ipt. 

[^c*+ (zt + 

§ 327. Zmi rmiJie Korper, die sicli auf helielige Art hetcegeny 
sfossen zvidereinandcr. Man finde die Bewegung grade nacli dem Zu- 
sanmienstoss, 

Wir woUen die Bewegung auf Coordinaten "beziehen, deren x- und 
2 /-Axe in der Beruhrungsebene im Punkt des Zusammenstosses liegen 
und deren .s’ -Axe die Normale ist. Uy V, W seien die Componenten 
der Geschwindigkeit des Scliwerpunktes des einen Korpers grade vor 
dem Zusammenstoss, w, Vj w die Componenten der Greschwindigkeit zu 
einer beliebigen Zeit t nach dem Beginn^ aber vor der Beendigung des 
Zusammenstosses. Six, Slz seien die Winkelgeschwindigkeiten 

desselben Korpers um den Coordinatenaxen parallele, durcb seinen 
Scbwerpunkt gebende Axen grade vor der Collision; (Oxy ©y, cos die 
Winkelgescbwindigkeiten zur Zeit t Ay By Cy Dy By F seien die Trag- 
beits- und Deviationsmomente um Axen^ die den Coordinatenaxen 
parallel durcb den Scbwerpunkt geben. M sei die Masse des Korpers. 
Bucbstaben mit einem Stricb mogen dieselben Grossen fur den andem 
Korper bezeicbnen. 

By Qy B seien die den Axen parallelen Componenten der in dem 
Korper M vom Beginn des Zusammenstosses bis zur Zeit t erzeugten 
Bewegungsgrosse. — B, — Qy — JB sind dann die Componenten der 
in derselben Zeit in dem andern Korper erzeugten Bewegungsgrosse. 

{Xy tfy ^)y (of y , /) seiou die Coordinaten der Scbwerpunkte der 
beiden Korper, auf den Beriibrungspunkt als Coordinatenanfang be- 
zogen. Die Bewegungsgleicbungen sind daber 
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Knijitel VI. Die Bewegungsgros.se 


— -SiJ — F{a,j — iij,) — JE(co^ — Siz) = — yS. -j- 

- Flco^ — Sir) + B(co, — Si^) — D(co,— Si,) = — 0F+a;Ii - ( 1 ) , 

— F(G)a; — Si^) —Bipy — -f- G{(Os — = — xQ yP 

M{u — U) = P 

M{v-7)==q\ ( 2 ). 

M{v)—W)=B 

Sechs jihnliclie Gleichungen bestehen fiir den andern Korper, die 
sich. von den obigeu nur dadurcli unterscheiden, dass alle Buchstaben, 
nut Ausnabme von P, Q, B, mit einem Stricb verseben sind und 
P, Qs R andere Vorzeichen haben. Sie sollen die Gleichungen (3) 
und (4) heissen. S sei die Geschwindigkeit, mit welcher der erne 
Korper auf dem andern gleitet und 6 der Winkel, den die Richtung 
des Gleitens mit der x-kxe macht. C sei ferner die relative Compressions- 
gesclnvindigkeit. Es ist dann 

S cos 6 = ii — cd/iS' + GjJy — tt + 

S sinO V — (dSx' + — -y + od^x 

Q = w — (Qxy + — W + G}xy 

und durch Substitution aus (1), (2), (3), (4) in (5) nach § 314 

cos fl — S cos 6 = aP + fQ + &R 
S^smB — SsmO — fP -{-iQ-^-dR • • * • (6), 
G^—G= eP+dQ + cR, 

worin ^0^ ^07 ^0 die Anfangswerthe von Sy By G sind, die sich aus 
(o) ergeben, -vvemi man fiir die Buchstaben ihre Anfangswerthe setzt. 
Die Ausdriicke fur h, c, d, e, f sind etwas complicirt, es ist jedoch 
nicht nothig, sie zu berechnen. 

§ 328. Wir konnen nun den ganzen Vorgang beim Zusammen- 
stoss auf graphische Art verfolgen. Man trage vom Berilhrungspunkt 
0 aus auf den Cooxdinatenaxen die drei Langen OP, OQ, OR ab, 
welche die drei Reactionen P, Q, R darstellen sollen. Wenn sie dann, 
wie friiher, als die Coordinaten eines Punktes T angesehen werden, 
so stellt dessen Bewegung die Aenderung in den Kraffcen dar. Die 
Gleichungen der Linie keines Gleitens findet man dadurch, dass man 
in den beiden ersten Gleichungen (6) S — 0 setzt. Wie man sieht, 
ist es eine Gerade. 

Die Gleiehung der Ebene der starksten Compression ergibt sich 
aus der dritten Gleiehung (6), indem man 0 = 0 setzt. 

Im Anfang des Zusammenstosses gleitet der eine Eorper auf dem 
andern so, dass die zur Wirkung kommende Reibung ihren Grenz- 


— cozy\ 

— cox^ > • • ( 5 ) 

COyX] 
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wertli hat. Die Balm des darstellenden Pimktes voii seinem Aufegangs- 
punkt 0 aus ist, wie in § 321, durch 


= ^ = ndE 


( 7 ) 


dP _ ^ 

COS 6 3 m 6 

gegeben. 

Wenn der darstellende Punkt 7 die Linie keines Grleitens er- 
reicht, so liort filr den Augenblick das Grleiten des einen Korpers auf 
dem andern auf. Es kommt dann nui* so yiel Reibung zur WirkuDg, 
als hinreicht uin Gleiten zu verhiiten, vorausgesetzt, dass dieser Betrag 
geringer ist als der Grenzwerth der Reibung. Wenn daher der Winkel, 
den die Linie keines Gleitens nait der ii-Axe macht, kleiner als arctg^ 
ist, so bewegt sich der Punkt T auf ihr. Ist aber der Winkel gro.sser 
als arctg^Lt, so ist mehr Reibung nothig, um Gleiten zu verhiiten, als zur 
Wirkung gebracht werden kann. Demgemass behiilt die Reibung 
ihren Grenzwerth bei, aber ihre Richtung andert sich, vreim S sein 
Vorzeichen vrechselt. Der Punkt T ivandert dann auf einer Cun'e, 
die durch die Gleichung (7) gegeben ist, wenn man d um 3r vergrossert. 


§ 194. 

Den vollstandigen Werth jf?o von R fiir den ganzen Zusammen- 
stoss erhalt man durch Multiplication der Abscisse des Punktes, 
in welchem T die Ebene der starksten Compression kreuzt, mit 1 + c, 
wo e das Maass der Elasticitat ist, so dass also = E^il + ej ist. 
Die vollstandigen Werthe von P und Q werden durch die der Abscisse 
Jig entsprechenden Ordinaten dargestellt. Durch Substitution in die 
dynamischen Gleichungen lasst sich die Bewegung grade nach dem 
Zusammenstoss finden. 


§ 329. Die Bahn des darstellenden Punktes, bevor er die Linie 
keines Gleitens erreicht, wird durch Integration von (7) gefundeiL 
Differenzirt man (6), so erhalt man 

d{SQ03d) adP-\- fdQ-j-eclE afi cos 6 sin 6 

dls siud) ~ f7rP+bdQ + ddB ~ ffc^Sl ^ ' 
welches sich auf 


a+h , a — J) ^ f a I • a 

Ids -^ + — co^2e+/-8m2e + -ooBa+-suie 

^ ^ sin 20 -|-/coB 2© + — COS0 — — 8in0 

2 * ' (I 

reducirt. 

Aus dieser Gleichung ergibt sich S als Function von 9 in der 
Form S — Af{6)^ worin die Constante A mit Hiilfe der Bedingimg 
bestimmt wird, dass fiir 0 S Sq ist Diflferenzirt man die erste 

der GL (6) und substituirt aus (7), so findet man 

— .Arf [cos 6 f{6)] = cos 0 + ft / sin d 0 • • (1®) 

und daraus B = AP(6) + B, wobei die Constante B durch die Be- 
dingung bestimmt ist, dass B fur 6 = 9^ verschwindei Durch 
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Kapitel VI. Die Be-wegimgsgrosse 


Substitution dieser Werthe Ton S und E in die beiden ersten Glei- 
chuniren von (6) erhalt man dann P und Q durch 6 ausgedriickt. 
Die drei Gleicbungen, die P, Q, R als Functionen von 6 geben, sind 
die Gleicbungen der Bahn des darstellenden Punktes. Man beacbte, 
dags die Tangente an die Babn in jedem Punkt mit der E-Axe einen 
Winkel macbt, dessen Tangente (i ist. 

§ 330. Wenn sich die Ricbtung der Reibung -wahrend des Zu- 
sammenstosses nicbt sindert, so ist 6 constant und gleicb d,,, so dass 
man also 0 nicbt zur unabbangigen Variablen wablen kann. In diesem 
Fall ist P = ft.E cos 0^, Q = (iR sin und der darstellende Punkt 
liowegt sicb auf einer Geraden, die mit der E-Axe einen Winkel macbt, 
dessen Tangente (jl ist. Durcb Substitution dieser Wertbe von P und 
Q in die beiden ersten Gleicbungen (6) erbalt man 

— sin 2do -I- / cos 2do -f cos do — ^ sin do = 0 (H) 

A P r" 

als nothwendige Bedingung dafur^ dass sich die Richtung der Reibung 
nicht ihidert. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt^ so kann man 
den Gleicbungen (6) und (7) dadurch geniigen, dass man 0 constant 
macbt. In diesem Fall ist aucb leicbt zu seben, dass die Babn des 
darstellenden Punktes die Linie keines Gleitens scbneidet. 

Ist Sq Null, so liegt der darstellende Punkt auf der Linie keines 
Gleitens. Ist der Winkel, den diese Gerade mit der E-Axe macbt, 
kleiner als arc tg so wandert der darstellende Punkt auf ibr; ist er 
aber grosser, so ist mehr Reibung erforderlicb um Gleiten zu verbiiten, 
als zur Wirkung gebracht werden kann. Da Sq NuU ist, so kennt 
man den Anfangs'v^ertb von 0 nicbt. In diesem FaU differenzire man 
die ersten beiden Gleicbungen yon (6) und setze /S^ = 0; man siebt 
dajm, wenn man dividirt, dass der Anfangswertb yon 0 der Gleicbung 
(11) geniigen muss. Die Bedingung dafiir, dass die Ricbtung der 
Reibung sich nicbt andert, ist daber erfiillt. Dieser Wertb yon 0 
macbt den zu integrirenden Ausdruck in (9) unendlicb gross, in Folge 
dessen man die dortigen Folgerungen modificiren muss. Aus dem 
eben Gesagten gebt aber beiwor, dass die Babn des darstellenden 
Punktes eine Gerade ist, die mit der E-Axe den Winkel arctg^a macbt 
und den ncbtigen Anfangswertb yon 0 hat. 


g 331. Es bei 

A 

-F 

— E 

yB— zQ 


— F 

— E 
yE — zQ 

B 

— D 

— D 

C 

zP — xB 
xQ — yP 
0 


vmd J die Determinante, welche man durch Weglassen der letzten Vertical- imd 
Horizontalreihe erhalt. G' and seien die entsprechenden Ausdrucke fiir den 
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andem Koiijcr Dann sind tr, h, c, <7, c, f die Coefficicnten \on P% 

2 211P^ ^PQ in der Gleichung f'iir <lie Flacho zweiten Grades 

(i + i) + 3- » + 7 

worm E eine Congtante ist, tod. der sich zeigen la^^t. dass sie die Summe der 
leLendigen Krafte der in den beiden Kuqjern erzniigten B<‘wegungen ist, ^\de in 
§ 314 erklart wurde Es lasst sich femer zeigen, dass fbese Gleiclmng ein Ellipsoid 
darstellt, mdem man sie nut der m § 28, Beisp 3 vergleicht. 

Man boweise auch, dass a, c nothwendigeiweise positiv sind und dass 
> /■*, Z/c>fZ-, ca > 

Man zeige, dass man dadurch, dass man die Bezugsaxen um die jf?-Axe dreht 
und dabei den nchtigen "Winkel beschi*eiben la^st, f = Xull machen kann 

Beisp. 2 Man beweise, dass die Lime keines Gleitens dem zu der Eben^, 
welche die Eeibungen P und Q enthalt, conjiigirten Durcbmesser parallel lauft 
Man beweise auch, dass die Ebene starkster Comiiression die der Eeaction P 
conjugirte Diametralebene ist. 


Beisp. 3 Die Linie kernes Gleitens ist der Durchschnitt der Polarebenen 
zweier auf der P- und Q-Axe gelegener Punkte, die von dem Coordinatenanfang 
2 E 2 E 

den Abstand 7= bez. -p. — ; — ^r- haben Die Ebene starkster Compression 

/So cos 00 

ist die Polarebene eines Punktes der P-Axe, der vom Coordinatenanfang um 
^ absteht. 


Beisp. 4 Die P(J -Ebene schneidet das Ellipsoid in Beisp. 1 in einer Ellipse, 
deren Axen die Ebene in vier Quadranten theUt; die Linie keines Gleitens tntft 
die P <2 -Ebene in dem Quadranten, in welchem das Anfangsgleiten /So vor sichgeht 


Beisp 5. Eine durch den Coordmatenanfang gehende der Linie keines 
Gleitens parallele Gerade trifffc die Ebene starkster Compression in einem Punkt, 
dessen Abscisse B dasselbe Yorzeichen wie Go hat Daraus beweise man mit Hiilfe 
geometrischer Betrachtimgen, dass der darstellende Punkt T die Ebene starkster 
Compression kreuzen muss 


Beispiele 

(den „Examination Papers^ entnommen, die auf der Universitat Cambridge und 
in den Colleges gegeben wurden). 


1. Ein Eegel dreht sich mit bekannter Winkelgeschwindigkeit um seine Axe 
Die Hohe beginnt abzunehmen nnd der W'inkel zu wachsen, wUhrend das Volumen 
constant bleibt. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkoit der Hdhe propor- 
tional ist. § 299 


2. Eine kreisfOrmige Scheibe dreht sich in ihrer Ebene um ihr Centrum; 
ein Punkt des Umfangs wird festgehalten; man finde die neue Winkelgeschwindig- 
keit. Siehe § 173. 


3 Ein gleichfbnniger Stab von der Lange 2 a liegt auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene und geht durch einen Eing, der ihm gestattet, in der horizontalen 
Ebene frei zu rotiren. Dem Stab, dessen Mittelpunkt dem Eing unbegrenzt nahe 
liegt, wird eine Winkelgeschwindigkeit mitgetheEt; man zeige, dass, wenn der 
Stab den Eing verlilsst, der Eadiusvector des Mittelpunktes einen Sector be- 
schrieben hat, dessen doppelter FlScheninhalt -i-a* ist. 


4. Eine elliptische Lamelle rotirt um ihren Mittelpunkt auf einem glatten 
horizontalen Tisch. ooi, co^, sind ihre Winkelgeschwindigkeiten, wenn das 
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Endo Hirer ^rossen Axe, ilir Brennpunkt, bezuglich das Ende ihrer kleinen Axe fest- 

7 6 5* 

arehalten wird: man Ijeweisc, dass — = h “ Siehe § 308. 

& ’ ’ caj 002 oug 

5. Em starrer Korper, der urn den fasten Punkt 0, fur welchen die Haupt- 
Miglieit=momente A, B, C sind, beiareglich iat, wird von einem Schlag von ge- 
geben^r GrShse in emcm gegebenen Punkt getrotfen Die dem Korper so nut- 
goth eilte Winkelgescbwindigkeit sei die grosstmogliche ; man beweise, dass, wenn 
(a, C) die Coordinaten des gegebenen Punktes auf die Hauptasen fur 0 be- 
zogen und (?, ??i, jO die Eichtungscosinusse des Scblages sind, 

al + hm -j- cn = 0, 

+ i ('c's-i) + Ti 

3. Eine dreieckige Lamelle ABC kann sich frei urn iliren festliegenden 
P^ckpunkt C bew^^gen Ein Stoss trifffc B senkreebt zur Ebene des Dreiecks Man 
zeige, dass die* Anfang^rotationsaxe von den durch G gehenden Geraden, welche 

m drei gleiche Theile zeilegen, die von B am weitesten abstehende ist 

Ersetzt man die Lamello durch ihre drei gleichwerthigen Massenpunkte und 
setzt die Wiiikelljewegungsgrosse um BG gleich iN^uU (§ 149), so haben offenbar 
die Massenpunkte in JE und F (den Mittelpnnkten von AG, AB) gleiche und 
entgegengesetzte Anfangsgpschwindigkeiten. Daraus folgt, dass die Momentanaxe 
EF halbirt und durch G geht Betrachtet man die Axe als Transversale des 
Dreiecks, so folgt daraus, was zu beweisen war 

7. Ein Kegel, dessen Masse m imd dessen Winkel an der Spitze 2a ist, 
kann sich um seine Axe frei bewegen In seme Oberflache ist eine feme glatte 
Binnc eingeBchnitten, welche den constanten Winkel ^ mit seinen Erzeugenden 
bildet. Ein schwerer Punkt von der Masse P bewegt sich auf der Rinne unter 
dem Einfluss der Schwere und das System befindet sich im Anfang in Rube, 
wobei der Massenpunkt den Abstand c von der Spitze hat. Man zeige, dass 

«iP+Pc»sinSa “ 

ist, wenn 6 den Winkel bedeutet, um welchen der Kegel sich gedreht hat, wenn 
sich der Massenpunkt in irgend einem Abstand r von der Spitze befindet, und k 
der Triighfitsradius des Kegels fiir seine Axe ist 

8 Ein Kbrj^er befindet sich in Bewegung um eine durch seinen Schwer- 
punkt 0 gehende Axe; plotzlich wird der Punkt P in ihm festgehalten. Soil 
die neue Momentanaxe eine Hauptaxe fur P sein, so ist der Ort der Punkte P, 
wie man zeigen moge, eine gleichseitige Hyperbel 

Grade ehe P festgehalten wird, ist die ganze BewegungsgrOsse einem Paar 
G aquivalent, das in der zur Momentanaxe conjugirten Diametralebene m Bezug 
auf das Tragheits ellipsoid fiir 0 liegt (§ 118 oder § 310). Wird P festgehalten, so 
kann man annehmen, der Korper befinde sich in Ruhe und das Paar G wirke 
auf ihn; er beginnt daher um die zur Ebene von G conjugiite Diametrallinie in 
Bezug auf das Tragheitsellipsoid ftii* P zu rotiren, siehe § 297, Nach dem Problem 
soil diese eine Hauptaxe sein; sie steht daher senkrecht auf der ihr conjugirten 
Diametralebene Der Ort der Punkte P ist demnach derart, dass eine Hauptaxe 
fiir P einer festliegenden Geraden, namlich dem Loth auf die Ebene von G, parallel 
ist. Kach § 61 , Beisp 4 ist der Ort eine gleichseitige Hyperbel. 

9, Ein Wurfel rotirt mit der Winkelgeschwindigkeit co um eine seiner 
Diagonalen; eine Kante, welche die DiagonaJe nioht frifFfc, wird pl6tzlich fest- 
gehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit co' um diese Kante durch 
4y3 0 ' = 0 ) gegeben ist. 



Beisinele (§ 331) 


200 


10 Zwei Masson ?;i, sind diircli omen diinnen flatten Faden verbunden, 
dor uber cinen graden Kreiscylinder vom IUjIhis a linift. An don bnidon in omei* 
Ebene in Bewegung befindlicben Massenpuntten groifon keine Uusseren Krafto 
an; man zeige, dass 


dt^ ”■ 



T 


ist, wenn man unter A die Summe der absoluten in der Zeit t von den beidf^n 
nicht aufgewickelten Tbeilen des Fadens beachriebenen Flachen und untoi* T die 
Spannung des Fadens zu irgend einer Zeit versteht 

11. Ein Stuck Drabt in der Gestalt eines Ki*eises liegt in Hubc so auf 
einem glatten horizontalen Tiscb, dass seine Ebene in Beriibrung mil ihm ist 
Plotzlicb beginnt ein Insect mit gleicbformiger relativer Gescbwindigkeit auf ibm 
zu wandern Man zeige, dass sich der Draht um seinen Mittelpunkt mit gleich- 
fdrmiger Winkelgeschwindigkeit dreht, wahrend der Mitteljjunkt selbst im Raum 
emen Kreis mit gleicbfdrmiger Winkelgeschwindigkeit beschreibt 


12, Ein gleicbfdrmiger Dralit von der Gestalt eines Kreises mit dem Radius 
a, der um einen festen Punkt seines Umfanges beweglich ist, liegt auf einer 
glatten, horizontalen Ebene Ein Insect, dessen Masse der des Drahtes gleich ist, 
kriftcht von dem Ende des Durchmessers aus, welches dem festen Punkt gegen- 
iiber liegt, auf dem Draht hm, wobei seine relative Geschwindigkeit in Bezug 
auf den Draht gleichfdrmig und gleich Y ist. Man heweisc, dass nach der Zeit t 
der Draht sich um den Winkel 



gedreht hat 


13. Ein kleines Insect bcwegt sich auf einem glcichfbrmigcn Stab, der die- 
selbe Masse wie dieses selbst und die Lange 2 a hat und dessen Endpunkte gezwungen 

2 ct 

sind, auf dem Umfang eines festliegenden Kreises vom Radius — =- zu bleiben. 

ys 


Man nehme an, das Insect gehe von dem Mittelpunkt des Stabes aus und seine 
relative Geschwindigkeit in Bezug auf den Stab sei gleichfbrmig und gleich V 
und beweise, dass sich der Stab in der Zeit t um den Winkel 0 dreht, der sich 


auB a tg 01/3 = Yt ergiht. 


14:. Eine rauhe kreisfSrmige Scheibe kann sich frei in einer horizontalen 
Ebene um eine verticale durch ihr Centrum gehende Axe drehen. Eine logarith- 
mische Spirale ist auf der Scheibe aufgezeiclinet und hat das Centrum zum Pol 
Ein Insect, dessen Masse n mal so gross als die der Scheibe ist, kriecht von dem 
Punkt aus, in welchem die Curve den Umfang des Kreises schneidet, auf ihr bin. 
Man zeige, dass sich die Scheibe, wenn das Insect den Mittelpunkt erreicht, um 

den Winkel tga log(l + 27i) gedreht hat, worin a den Winkel zwischen der 
Tangente und dem Radiusvector an irgend einem Punkt der Spirale bedeutet. 


16 In eine gleiehformige Scheibe von der Gestalt eines Kreises, die um 
ihren Mittelpunkt in ihrer eigenen Ebene (w'elche horizontal ist) sich bewegen 
kann, ist eine feine Rinne lamgs eines Radius eingeschnitten. Die Scheibe wird 
noit der Winkelgeschwindigkeit to in Rotation gesetzt. Eine kleine Rakete, deren 


Gewicht — desjenigen der Scheibe hetr§gt, wird in das innere Ende der Rinne 
u 

gelegt und abgefeuert; wenn sie die Rinne verlassen hat, geschieht das Namliche 
mit einer andem gleichen Rakete u. s. f. Man finde die Winkelgeschwindigkeit 
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nach n solchcn Oiierationen tmd zeige, dass der Grenzwerth derselLen, wenn n 
unbegrenzt zmumint, ist 

1C Ein starrei Kdrijei ist in Rotation urn eine Ase durcli seinen Schwer- 
punki begriifen; plotzlich mi’d ein gewisser Punkt des Eorpers festgebalten und 
gleiclizeitig die Axe freigelassen IMan finde die Gleichungen der neuen Momentan- 
axe und beweise, dass der Punkt, wean diese Axe der urspriinglich festbegenden 
Axe parallel sein soil, in einer Linie liegen muss, die durch die Gleicbungen 

a^lx -|- h^my -|- c^nz = 0, 

(c* - «=) I + («-*- 6*) I = 0 


dargestellt "wird. Dabei sind die Hauptaxen durch den Schwerpunkt die Coordinaten- 
axen, o, \ c die Trtlgheitsradien fur diese Axen und Z, in, n die Richtungscosinusse 
der ursprunglich festen Axe in Bezug auf sie. (§ 296 ) 


17. Ein fester Korper rotirt mit gleichformiger Geschwindigkeit co urn eine 
feste Axe und enthalt einen gesohlossenen rdhrenfdrmigen Kanal von kleinem 
gleichfoimigen Querschnitt, der mit einer nicht zusammendriickbaren Flilssigkeit, 
die sich in relativem Gleichgewicht befindet, gefullt ist. Wenn die Rotation des 
massiven Kurpers plbtzlich aufhort, Lewegt sich die Fliissigkeit in der Rohre mit 
der Geschwindigkeit die durch vl == ^Aco gegeben ist. Dabei ist A die von 
der Projection der Axe der Rohre auf eine zur Rotationsaxe senkrechte Ebene 
beschriebene Flache und I die Lange der RShre 

Jedes Element von der Masse mds bewegt sich mit der Geschwindigkeit cor 
in einer Richtung, die senki’echt auf der Ebene steht, die das Element und die 
Rotationsaxe enthalt. Der Normaldruck der Rohre zerstort jede Bewegung, die 

7' do 

senkrecht zur RChre gerichtet ist, so dass wir nur die Componente cor zu 

0/ S 

betrachten brauchen (§ 307)^ Jedes Element stdsst wider die anliegenden, die 
Translationsbewegungsgi'osse bleibt durch diesen Stoss jedoch unverandei't. Inte- 
grirt man die Bewegungsgrosse langs der ganzen R6hre, so erhalt man 


woraus sich das Resultat ergibt. 


mZv = J'mear^dB^ 


18 Eine Thiir ohne Schloss, welche die Gestalt einer rechteckigen Lamelle 
hat, ist an ihrem oberen Eckpunkt mit einem Universalgelenk versehen, wahrend 
sich an ihrem unteren ein kurzer Querbalken befindet, der senkrecht zur Ebene 
der Thur gleichmassig nach beiden Seiten vorsteht. Wenn nun die Thiir von 
ihrer stabilen Ruhelage aus nach der einen und der andem Seite schwingt, wird 
das eine oder das andere Ende des Balkens ein fester Punkt h ist die Hohe 
der Thiir, Atga ihre Lange und 2(3 der Winkel, den die Linien, welche die 
Enden des Balkens mit dem oberen Eckpunkt verbinden, miteinander bilden; man 
zeige, dass die Wmkelgeschwindigkeit der Thur durch die Stosse bei ihrem 

Durch gang durch ihre Ruhelage in dem Verhaltniss ^ ^ vermindert 

Bin® o: + tg® p 

wird und dass die Zeit, welche zwischen zwei aufeinanderfolgenden StSssen ver- 
fliesst, wenn die Schwingungen klein werden, in demselben Verh'altniss abnimmt, 
wobei die Gewichte des Balkens und des Gelenkes zu vemachlassigen sind. 
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Die lelbendige Kraft. 

Die Kraftefanction niid die Arbeit. 

§ 332. Zeit- nad Raumintegrale. Weim ein Punkt von der Masse 
« in der Richtung der aj-Axe mit der Anfangsgeschwindigkeit V ge- 
sclileudert wird und eine Kraft F in derselben Richtung an ihm an- 

greift, so ist die Bewegung durch. die Gleichung ■m^ = F gegeben. 

Integrirt man sie in Bezug auf t und ist v die Gesdnvindigkeit 
nacb der Zeit t, so bat man 

t 

m{v — V)=J Fdt. 

0 

Multiplicirt man beide Seiten der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nmig mit ^ und integrirt, so erhalt man^) 

X 

Lni(v^— 72) = jFdx. 

0 

Das erste Integral zeigt, dass die Aenderung der Bewegungsgrosse 
dem Antrieb der Kraft gleich ist. Indem wir eine abnliche Scbluss- 


1) Man vird seiten Mathematiker in einen Streit verwickelt finden, wie der 
war, welcher 40 Jahre hindurch im vorigen Jahrliuiidert tobte Es handelte sich 
darum, zn bestiinmen, wie die Eraffc eines sicb bewegenden Korpers zn messen 
sei. Bis zum Jabr 1686 war das Maass das Product aus der Masse des KOrpers 
in seine Gescbwindigkeit. Leibnitz jedoch glaubte einen Irrtbum in der all- 
gemeinen Meinung zu entdecken und wollte zeigen, dass das ricbtige Maass das 
Product aus der Masse in das Quadrat der Gescbwindigkeit sei. Bald war ganz 
Europa in zwei Lager getheilt Deutschland hielt es mit Leibnitz und Ber- 
noulli, wilbrend England dem alten Maass treu blieb und ibre Argumente mit 
Erfolg bestritt. Frankreicb war getheilt; eine beriibmte Dame, die Marquise 
du Chatelet war zuerst eine eifrige Anhangerin und dann eine Gegnerin der 
Leibnitz’scben Ansichten. Holland und Italien waren im AUgemeinen dem 
deutscben Pbilosophen gunstig gesinnt. Das Seltsamste bei diesem grossen Streit 
aber war, dass daaselbe Problem, Ton den Geometem entgegengesetzter Meinung 
gelSst, dasselbe Result at ergab; wie man aucb die Kraft messen mocbte mit der 
ersten oder der zweiten Potenz der Gescbwindigkeit, die Antwort blieb die nihn- 
licbe. Die Argumente und Erwiderungen, die von beiden Seiten vorgebracbt 
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weise auf die Bewegung der dynamischen Systeme anwandten^ kamen 
wir im letzteu Kapitel zu dem allgemeinen Prmcip in § 283 und 
spater zu seiner Anwendung auf die Bestimmung der Aenderungen, 
welche sehr grosse Kiafte hervorbringen, die sehr kurze Zeit wirken. 
Das zweite Integral zeigt, dass die Aenderung der lebendigen Kraft 
dein Raumintegral der Kraft gleicb ist. In diesem Kapitel ist es 
unsere Aufgabe, auch dieses Resultat auszudebnen und auf die all- 
gemeine Bewegung der Systeme von Korpern anzuwenden. 

§ 333. Die lebendige Kraft. Der bequemeren DarsteUung wegen 
hat man den beiden Seiten unsrer Gleichung Namen gegeben. Die 
linke Seite heisst gewohnlich die lehmdige Kraft des Massenpunktes^ 
eine Bezeichnung, die Leibnitz urn das Jahr 1695 eingefuhrt hat. 
Die lebendige &aft wird auch die hinetische Energie des Massen- 
punktes genannt. Die rechte Seite hat zu verschiedenen Zeiten ver- 
schiedene Ifamen gefuhrt. Sie wird jetzt allgemein die Arbeit der 
Kraft F genannt. Wem die Kraft nicht in der Richtung der Be- 
wegung ihres Angriffspunktes wirkt, bedarf der Ausdruck „Arbeit^^ 
einer umfassenderen Definition, die wir im nachsten Paragraphen be- 
sprechen. 

§ 334. Die Arbeit. Eine Kraft F wirke an einem Punkt A eines 
Korpers in der Richtung AB und der Punkt A bewege sich in eine 
andere Lage A, die sehr nahe bei A liegt. Wenn q) der Winkel ist, 
den die Richtung AB der Kraft mit der Richtung A A der Verschiebung 
des Angriffspunktes macht, so heisst das Product F • AA' • cos 9 die 
von der E>afb verrichtete Arbeit. Wenn wir an die SteUe von 9 den 
Winkel setzen, den die Richtung AB der Kraft mit der der Ver- 
schiebung entgegengesetzten Richtung A A macht, so heisst das Pro- 

wurden, findet man in Montucla’s Histoire’, sie sind Ton grossem Interesse. 
Hier jedoch wiirde dies zu weit fuhren Der Kampf nahm scbliesslich ein Ende, 
als D’Alembert in seiner Abhandlung liber Dynamik zeigte, dass es sich nur 
um einen Wortatreit handelte. Er sagt: Wenn wir von der Kraft eines in Be- 
wegung befindlichen Korpers sprechen, so verbmden wir mit dem Wort entweder 
keinen klaren Sinn oder wir verstehen daronter weiter niohts als die Eigenschaft, 
dass gewisse Widerstande von dem sich bewegenden Kcirper liberwunden werden 
k5nnen. Wir miissen daher diese Kraft nicht einfach nur nach der Masse und 
Geschwindigkeit des Korpers schiLtzen, sondem nach der Beschaffenheit der uber- 
wSdtigten Hindemisse. Wir kOnnen sagen, dass die Kraft um so grosser ist, je 
grSsser der ubervnmdene Widerstand ist, wenn wir unter diesem Wort nicht ein 
dem KOrper anhaftendea angebliches Leben verstehen, sondem es einfach nur als 
eine abgekiirzte Art betrachten, eine Thatsache auszudrucken. D’Alembert 
weist dann darauf bin, dass es versohiedene Arten von Hindemissen gibt und 
untersucht, wie sich ihre verschiedenen Arten von WiderstSnden als Maass be- 
nutzen lassen. Es reicht wohl bin, wenn wir bemerken, dass der Widerstand 
in manchen Fallen besser dutch das Raumintegral, die Arbeit, in anderen besser 
(lurch das Zeitintegral, den Antrieb, gemessen wird. Siehe Montucla’s Histoire. 
Vol. Ill und WhewelPs History, Yol. n. 
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duct die gegen die Kraft verriclitete Ar})eit Fiillt man das Lotli All 
auf AB, so ist die von der Kraft verrichtete Arbeit aucb dem Pro- 
duct F • AM gleich, worin als positiv angesehen wird, wenn es 
in die Richtung der Kraft fiillt. Ist F' die Componente von F in der 
Ricbtung der Yerscbiebuug, so ist die Arbeit auch gleicli F'-AA. 
Wirken mebrere Krafte, so kann man auf diese Art die Arbeit jeder 
einzebien finden. Die Summe aller ist die Arbeit des ganzen Krafte- 
systems. 

So definirt ist die einer unbegrenzt klemen Verscbiebung ent- 
sprecbende Arbeit einer Kraft dasselbe, wie das vii*tuelle Moment der 
Kraft. In der Statik haben wir es nur mit den kleinen hypothetiscben 
Verscbiebungen zu thun, die dem System bei der Anwendung des 
Princips der virtueUen Arbeit gegeben Tverden und reicbt diese Defi- 
nition daber bin. In der Dynamik dagegen sind die Korper in Be- 
wegung, und wir milssen mitbin unsere Definition der Arbeit so aus- 
dehnen, dass aucb der PaU einer Verscbiebung von beliebiger Gri'dsse 
einbegriffen ist. Wenn die Angriffspunkte der Krafte endlicbe Ver- 
scbiebungen erleiden, mussen wir die Bahn eines jeden in Elemente 
zerlegen. Die an jedem Element verrichtete Arbeit lasst sicb nacb der 
obigen Definition ermitteln. Die Summe aller ist die ganze Arbeit. 

Man beacbte, dass die Arbeit gegebener Krafte bei der Bewegung 
des Korpers von einer Lage in eine andere von der Zeit des Ueber- 
ganges unabbangig ist. Wie in § 332 festgestellt wurde, ist die Arbeit 
ein Raum- und kein Zeitintegral. 

§ 335. Wenn zwei Fj'dftesysteme dqmvalent shid^ so ist die bei 
einer Meinefi VerscMebimg von dem einen verrichtete Arbeit der von dem 
andern verricliteten gleidh. Dies folgt sofort aus dem Princip der virtueUen 
Arbeit in der Statik. Denn wenn jede Kraft in dem einen System die 
umgekebrte Ricbtung erbalt; ohne dass ibr Angriffspunkt oder ibre 
Ghrosse geiindert wird, so balten sicb die beiden Systeme Gleicbgewicht 
und die Summe ibrer virtueUen Momente ist daber KulL Bringt man 
das Kraffcesystem in seinen urspriinglicben Zustand zuriick^ so mussen, 
wie man siebt, die virtueUen Momente der beiden Systeme gleicb sein. 
Sind die Verscbiebungen endlicb, so gUt dasselbe fiir aUe aufeinander 
folgenden Elemente der Verscbiebung und daber fiir die ganze Ver- 
scbiebung, 

§ 336. Wir konnen jetzt einen analytiscben Ausdruck fiir die 
Arbeit der Kraffcesysteme finden. (ic, z) seien die recbtwiniligen 
Coordinaten eines Massenpunktes des Systems und die Masse des 
Punktes sei m, Z) seien die Componenten parallel den Coor- 

dinatenaxen der an dem Massenpunkt angreifenden bescbleunigenden 
Krafte. mY^mZ sind dann ie djmamischen Maasse der wirkenden 
Krafte. Wir woUen annebmen, der Massenpunkt bewege sicb in die 
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Lage x-\-dXj y dy ^ s-j-dz, dann ist die Arbeit der Kraffce der 
Definition zufolge 

Zl(mX dx mYdy mZ dz) (1), 

wobei sich die Summe iiber alle Krafte des Systems erstreckt. Sind 
die Verschieb ungen der Eorper endlicb, so ist die ganze Arbeit 

Um [{Xdx+Ydy-irZds) (2) , 

worin die Grenzen des Integrals durcb die aussersten Lagen des Systems 
bestimmt werden. 

§ 337. Die Kraftefanctiou. Wenn die Krafte derart sind, wie sie 
allgemein in der Natur auftreten, so lasst sich beweisen, dass die 
Summe (1) in dem Yorigen Paragraphen ein voUstandiges Differential 
ist^ d. h. dass man sie unabhangig von jeder Beziehung zwischen den 
Coordinaten x, y, z integriren kann. Die Summe (2) lasst sich daher 
als eine Function der Coordinaten des Systems ausdrucken. Ist dies der 
Fall, so lieisst das tinlestmmte Integral der Summe (2) die Kraftefimction. 
Der Name mirde der Function von Sir W. R. Hamilton und Jacobi 
unabhangig you einander gegeben. 

Nennt man die Kraffcefonction so ist die Arbeit der Kiafte bei 
der Bewegung der Korper von einer gegebenen Lage in eine andere 
das bestimmte Integral worin und C 2 die Werthe von U 

sind, welche den gegebenen beiden Lagen der Korper entsprechen. 
Daraus folgt, dass die Arbeit you der Art^ wie das System sich aus 
der ersten gegebenen Lage in die zweite bewegt; unabhangig ist. Mit 
andem Worten, die Arbeit lidngt van den Coordinaten der beiden ge- 
gebenmi dusserste^i Lagen und nicht von denen einer miUleren Lage ab. 
Wenn die Krafte derart sind, dass sie diese Eigenschaft haben, d. h. 
wenn sie eine Kraftefunction besitzen, hat man sie nach dem Vorgang 
von Sir W. Thomson, jetzt Lord Kelvin, auch wohl ein conservatives 
Krdftesystem genannt. 

§ 338. Eine Krdftefmctmi existirt erstens, ivenn die dusseren Erdfte 
nach festen Centren in endlklien Abstanden gerichtet und Functionen der 
Abstajide van diesen Centren sind und zweitens, wenn die Krafte gegen- 
seitige Anziehmgen oder Abstossungen der MassenpunMe des Systems 
und Functionen der Abstande zwischen den sich anziehenden oder ab- 
stossenden Massenpunhten sind. 

mq)(r) sei die Wirkung eines festliegenden Kraftcentrums auf einen 
Massenpunkt on in der Entfernung r, die positiv gerechnet wird in der 
Richtm^ von r, d. h. von deon Kraftcentruon weg. Die Summe (1) in 
§ 336 ist offenbar Emq>(r) dr. Sie ist ein voUstandiges Differential. 

Die Kraftefunction existirt daher und ist gleich Eon pp (r)dr. 
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mm(p(r) sei die Wirkung zwisclien zwei Massenpunkten m, 
deren Abstand r ist und wie zuvor moge diese Kraft positiv genominen 
werden, wenn sie abstdsst. Die Summe (1) wird dann E^nm tp(r)dr. 

Die Kraftefunction existirt mithin und ist gleich ZmmJ^q)(r)dr. 

Ist die Anziehung dem reciproken Quadrat des Abstandes proportional, 
so wird g? (r) == — ~ und das Integral • Die Kraftefunction unter- 
scbeidet sich also von dem Potential durcb eine constante Grosse. 

§ 339. Offenbar enthalt die Definition der Kraftefunction Nichts, 
was uns dazu zwange, Cartesiscbe Coordinaten zu gebraucben. Wenn 
P, Q, etc. Krafte sind, die an einem Massenpunkt angreifen, Pdjo, Qdq ^7 
etc. ibre virtuellen Momente, m die Masse des Punktes, dann ist die 
Kraftefunction 

TJ = Em J* (Fdp + Qdq + etc.), 

wobei sich die Summirung fiber alle Krafte des Systems erstreckt. 

Beisp. 1. Sind (^, qp, s) die Cylinder- Oder halbpolaren Coordinaten des 
Massenpunktes P, Q, Z die Componenten der Krafte in der Richtung und 
senkrecbt zu q und in der Eiclitung von z, zu beweisen, dass 

dU=^ Sin (Pdq + + Zds) ist. 

Beisp. 2. (?*, 0, <p) seien die Polarcoordinaten des Massenpunktes w; P, U 
die Componenten der Krafte langs des Radiusvectors, senkrecht zu ihm in der 
Ebene von Q und senkrecht zu dieser Ebene; man beweise, dass 

dU^ Sm{Pdr Qrdd-\-Iir^m6dcp) 
ist. 

Beisp. 3. (a;, y, z) seien die schiefwinkligen Cartesischen Coordinaten von 
w; X, Y, Z 6ie Componenten langs der Axen; man beweise, dass 

dU=^ Sm \X{dx + vdy + iidz) + Y{vdx + + ^dz) + Z {y^dx ■^ldy~\~ dz)] 

ist, wo (^, v) die Cosinusse der Winkel zwischen den Axen yz^ zx bez xy be- 
deuten. Der Satz ist von Poinsot. 

§ 340. Wen7i ein System eine Tdeine Verscliiebung ds parallel einer 
gegehenen Geraden und eine Drehung dd mi diese Linie erleidet, steUen 

die partieUen Differentialquotienten ^ und die Componenten alter 

Krafte in der Eiclitung der Linie wnd das Moment der Krafte um 
sie dar. 

Da c?J7 die Summe der virtuellen Moments aUer Krafte in Bezug 
auf eine beliebige Verrfiekung ist, so hangt es von irgend welchen 
speciellen Coordinatenaxen nicbt ab. Die Gerade, auf welcber ds ge- 
messen wird, sei die z-Axe. Bebalt man die fruliere Bezeichnung bei, 
so ist 

dJJ Em(Xdx -j- Y dy Zdz^. 


Bo nth, Bynamik. I. 
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Es ist aber dx = 0 ^ dy = 0 und dis = dSj daber 

rTT 

cTJ= ds • EmZ, also ^ = EmZ, 
c s 

Darin bedeutet die Veranderung von U, die dnrch die alleinige Ver- 
schiebung des als ein Kdrper betrachteten Systems nm die Strecke ds 
parallel einer gegebenen Greraden liervorgebracbt wird. 

Das Moment aller Kriifte nm die ist ferner Zm{xY — 

aber dx = — y ddy dy = x dO nnd = 0. Daber wird dieses Mo- 
ment 

^ Ydy-]-Xdx-\-Zdz _dU 
— dS ~ cQ' 

Hier wird cTJ als die Aenderung angeseben, die an TJ durcb die 
alleinige Rotation von der Amplitude dB des als ein Korper betrachteten 
Systems nm die gegebene Axe bervorgebracbt wird. (§ 342 — 349.) 

§ 341. Da die KriLftefunction viel gebraucbt werden wird, so ist 
es vortbeilbaft, sicb Fertigkeit in dem Niederscbreiben ibrer verscbie- 
denen Fonnen zu erwerben. Die folgenden Beispiele sind als die zu 
diesem Zweck geeignetsten ausgewahlt worden. 

§ 342. Die Arbeit der Sctwere. Ein System von Korpern steht 
unter der Wirkung dex Schwere. Ist M die game Masse, li die von deni 
Scliwerpunkt des gamen Systems durcJifallene Strecke, so ist Mgli die 
von der Schwere verrichtete Arbeit. Siebe § 140, 

Die 5 f-Axe sei vertical und ihre positive Eicbtung gehe abwarts. In der Summe 
(1) des § 336 ist dann JX=0, y=0, Z^g. Daber dTJ = Zmgdz. Bedeutet 
z (lie Tiefe des Scbwerpunktes unter der asy-Ebene und C eine Constante, so findet 
man TJ Mgz C und wenn man die G-renzen nimmt, obne Miihe die gesucbte 
Antwort 

Arbeitseinheiten. Die tbeoretiscbe Einbeit der Arbeit ist die von 
der dynamiscben Kraft einbeit langs der Raumeinbeit verrichtete Arbeit. 
Eine praktiscbe Einbeit kann das Eesultat unseres Beispiels liefem. 
Man kann die Arbeit, welcbe dazu notbig ist, den Scbwerpunkt einer 
gegebenen Masse an einer gegebenen Stelle auf eine gegebene Hobe 
zu beben, zur Arbeitseinbeit nebmen. Als Eraffceinbeit wird das Ge- 
wicht eines Cubikdecimeters cbemiscb reinen Wassers im Zustand der 
grossten Dicbtigkeit (4®,! C.) benutzt; sie beisst Kologramm. Die 
Langeneinbeit ist das Meter und die Arbeitseinbeit daber das Meter- 
kilogramm. Der Ausdruck Pferdekraft bezeicbnet die in der Zeit- 
einheit geleistete Arbeit. Die Einbeit der Pferdekraft nimmt man zu 
75 Meterkilogrammen in der Secunde an. Die Nutzleistung einer 
DampfcaaBchine ist die durcb den Verbraucb eines Kilogramms Eoblen 
geleistete tbatsachlicbe Arbeit. 

Beisp. 1, Eine Kraft theilt einem Punkt, deasen Masse so gross, wie die 
eines Kubikmeters Waaser ist, eine Gescbwindigkeit von einem Meter in der Minute 
mit Man fincie die Arbeit in Meterkilogrammen und Pferdekraften. 
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Beisp 2. Man bestinime den Widerstand^ den ein Dampfer findet, in Tonnen 
(ii 1000 kg), wenn 8000 effective Pferdekrkfte erforderlich sind, ihn 11 \\ Knoten 
(a 1850 m) oder 32 Kilometer in der Stunde vorwai-ts zu bewegen. 

[Londoner Universifat, 1886.] 

Beisp. 3. Ein Radfahrer auf einem Dreirad, der 00 kg mit EinscbliiFs des 
Rades wiegt, fahrt mit der gleicbformigen Geschwindigkeit von 13 Kilometem in 
der Stunde eine Strasse hinab, die eine Neigimg von 1 ; 100 hat, muss dabei 
den Widerstand der Luffa und Strasse iiberwinden und gebraucht die Pedale 
nicht. Man beweise, dass er, um eine Steigung von 1 200 mit derselben Ge- 
schwindigkeit hinaufzukommen , an den Pedalen mit etwa 0,064 Pferdekraften 
arbeiten muss und dass der mittlere Druck auf jedes Pedal dann etwa 5,748 kg 
betragt, wenn man aimimmt, dass die Kurbeln 12,7 cm lang sind und 100 Um- 
drehungen in der Minute machen [Londoner LTniversitat, 1886] 

Beisp. 4. Man boweise, dass der Betrag an Arbeit, der dazu erforderlich 
ist, den homogenen Inhalt einer sehr kleinen konischen Hohlung, deren Spitze im 
Erdmittelpunkt liegt, auf die Obei-flache der Erde zu heben, der Arbeit gleich ist, 
die dazu nOthig ist, die ganze Masse des Inhalts von der Oberflache aus um eine 
Strecke in die Hohe zu heben, die einem Fimftel des Erdradius gleichkommt, 
vorausgesetzt, dass die Schwerkrafb als constant angesehen wird. [Coll. Exam] 

§ 343. Die Arbeit eines elastischen Fadens. Beisp. Wenn die 
Lange eines elastischen Fadens oder Stabes, der gJeiclmcissig ausgedehii 
ist, sich andert, so ist die durch die Spannung verriehtete Arbeit das 
Product aus der Compression der Lange und dem arifhnetischen Mittel 
der Anfangs- und JEndspannmig. 

Die Lange andere sich von r auf r\ q sei eine Lange, die zwischen beiden 
liegt, I die Lange des unausgedehnten Fadens und E die Elasticitatsconstante. 

Die vSpannung ist r= E ~^ und wirkt entgegengesetzt zu der Richtung, in 

welcher q gerechnet wird Die Arbeit, welche verrichtet wird, wahrend sich q 
auf ausdehnt, ist daher — Tdg, Integrirt man von ^ = r bis $ = r, so 

E 

findet man die erforderliche Arbeit = — -^\y — — — 5*], woraus sich das 

gesuchte Resultat ohne Weiteres ergibt. 

Wenn der Faden schlaff wird, so verschwindet die Spannung und keine 
Arbeit wird verrichtet, ehe nicht der Faden wieder straff wird. Wendet man nun 
unsere Begel an, so ist die Compression dei' UjiterscMed zicischen den heiden 
Endlangen, wenn der Faden in beiden straff ist, ohne Riicksicht darauf, ob er 
wahrend der verschiedenen Aenderungen der Ldnge, die bei dem Vorgang vor- 
gekommen sein mbgen, zeitweise schlaff gewesen ist oder nicht. Ist der Faden 
in einem der beiden Endzustiinde schlaff, so muss man bei der Berechnung der Com- 
pression annebmen, der Faden babe in ihm seine Lange in unausgedehntem Zustand. 

Handelt es sich um einen Stab, so wird die Spannung negativ, wenn der 
Stab zusammengedruckt wird und die Regel ist gultig, so lange der Stab grad 
bleibt und man annehmen kann, dass das Hooke’sche Gesetz gelte. (Die Ver- 
kurzung soil dem Druck proportional sein.) 

Auch wenn der Faden nicht grade, son dem gleichmSssig fiber eine Flfiche 
oder in einer diinnen ROhre gespannt ist, ermittelt man die Arbeit auf dieselbe 
Art. Um dies zu beweisen, theile man den Faden in Elemente, von denen jedes 
als grade betrachtet werden kann. Ist nun der ganze Faden gleichfbimig aus- 
gedebnt, so ist die verriehtete Arbeit das Mittel der Spannungen mit der Summe 
der Contractionen aller Elemente multiplicirt. Die letztere ist aber offenbar die 
Contraction des ganzen Fadens. 

20 * 
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Wenn die Flache festliegt, so kann sick der Faden niclit zusammenziehen, 
ohne class sich wenigstens ein Ende bewegt; die Arbeit wird alsdann an diesem 
Ende verrichtet 

Bewegt sich die Flache und liegen die Enden des Fadens im Raum fest, so 
^vird die Arbeit mittelst der Reactionen auf die Flache libertragen Hat der 
Faden keine Effectivkraffce , so sind diese Reactionen an den Punkten A, JB, an 
welchen der Faden die Flache verlasst, mit den Spannungen un Grieichgewicht. 
Die Flache moge nun eine kleine Vemackung erfahren Nach dem Princip der 
virtuellen Arbeit ist dann die von den Reactionen auf der Flache verrichtete Arbeit 
der von den beiden gleichen Spannungen an den Punkten A und B verrichteten 
gleich. Diese Arbeit ist aber das Product aus der momentanen Spannung und der 
Contraction des Fadens, d h. — Tdg. Erhalt die Flache eine endhche Verruckung, 
so ist die Arbeit das Integral dieses Ausdrucks und die Regel bleibt dieselbe wie 
zuvor 

Sowohl wenn der Faden Masse, als wenn er keine hat, kann man jedes ein- 
zelne seiner Elemente als einen sich bewegenden KOrper betrachten, fur dessen 
Bewegung die G-leichung der lebendigen Kraft gilt Die durch das Zusammen- 
ziehen aller Elemente verrichtete Arbeit ist so anzusehen, als ob sie iiber alle 
Korxjer vertheilt sei Die durch die gleichen und entgegengesetzten Reactionen 
zwischen dem Faden und dei Flache verrichtete Arbeit ist dann Null 

§ 344. Die bei der VereiniguHg von Korpern verrichtete Arheit. 
Beisp. 1. ni seien die Massen zweier Punkte, die einander mit der 

Kraft anziehen, unter r ihren Abstand verstandeiL Man zeige, 

doss die Arheit der gegenseitigen Kraft, wenn sie sich aus wnendlich 
grosser Entfernung his zu dem Abstand r von einander hewegt hdben, 

ist. Dies ergibt sich aus § 338. Stossen sich die Massenpunkte 

ab^ so betrachte man entweder m oder ni als negativ. neumt man 
d<is Potential von m.) 

Beisp. 2. Zwei endliche Massen M, M' mogen einander anziehen 
nnd gegebene Lagen einnehmen. Man beweise^ dass die Arbeit^ welche 
die Anziehung der einen in ihrer gegebenen Lage festliegenden Masse 
verrichten muss, um die Massenpunkte der andern aus unendlich 
grossen Entfemungen in ihre gegebenen Lagen zu bringen, dieselbe ist, 
wie die, welche die Anziehung der zweiten verrichten muss, um die 
Massenpunkte der ersten aus der TJnendlichkeit in ihre Lagen zu 
hringen. Man beweise femer, dass man diese Arbeit findet, wenn man 
heide Kdrper in ihren Endlagen nimmt und die Masse eines jeden Ele- 
menfes des einen mit dem Potential des andem fur dieses Edement multi- 
plicirt und dann uher das Volmien des ersten Korpers integrirt. 

Dieses Integral nennt man auch die gegenseitige Arheit oder das 
gegenseitige Potential der beiden Korper. 

Wir woUen armehmen, man habe zwei Syeteme sich anziehender Massen- 
punkte, die wir durch , etc., etc, darstellen und die Massenpunkte 

des einen Systems zSgen die des andem, aber nicht die des eigenen Systems an. 
Die Punkte , etc. mogen gegebene Lagen einnehmen und ein Punkt m' des 

zweiten Systems werde aus unendHch grosser Entfernung in eiae gegebene Lage, 
z B. diejenige gebracht, die die Abstande etc von den Punkten m^\ 
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etc hat. Die venichtete Arbeit ist wi'f— + — 4-etc I =:7w'F, worin V das Po- 

\ / 1 / 

tential cler anziehenden Massen fur die gegebene Lage von m' ist 

"Wii wollen nun nacheinander alle Mas'^enpunlde 9Jts\ etc aus unend- 
lich grossen Abstanden in ihre gegebenen Endpositionen durch die ausschlieRft- 
liche Anziehung der Massen ?)i ^ , »ig , etc bringen Die ganze Arbeit ist U 7 ?i' F, 

welcher man auch die symmetrische Cfestalt geben kann, wenn r der Ab- 

stand zwischen den Massenpunkten m, m i&t und E die Summining fiir alle 
Combinationen eines jeden Punktes des einen Systems mit jedem Punkt des an- 
dem angibt Aus dieser symmetnschen Form folgt der erste Theil des Satzes. 

Wenn die Massenpunkte Elemente smd, so ist, wie man sieht, die Arbeit, eine 
Masse M' durch die Anziehung der in gegebener Lage befindhchen Masse ilfin einer 

gegebenen Position zu sammeln, =J* V dm\ worin F das Potential der Masse M fiir 
dieEndlage von d^ii ist und die Integration sich uber die ganze Masse von iLT'erstreckt 


Beisp. 3. Wenn die materiellen Punkte, die irgend einen Korper 
zusammensetzen, von einander getrennt vrareH; so kann man dadurch, 
dass man sie sich nahern lasst, durch ihre gegenseitigen Attractionen 
Arbeit verrichten lassen. Die so erhaltene Arbeit ist am grossten, 
wenn die Punkte sich axis unendlich grossen Abstanden vereinigen. 
Es sei nxm dv ein Volumenelement eines festen Koi-pers, welches nach 
dem Newton’sche Gesetz anzieht, q die Dichtigkeit des Elementes, V das 
Potential des festen Korpers fiir das Element man beweise^ dass die 
Arbeit, die geleistet iverdm muss, wn die materiellen Pioikte, icelclie die 
Masse msammensetzm , axis unendlich grossen Abstanden zu sammeln, 

j I Vq dv ist. 

Das Problem, die Arbeit zu bestimmen, welche die Korper, die 
das Sonnensystem bilden, durch ihre Zusammenziehung in eine feste 
Masse leisten konnen, ist von verschiedenen Naturtbrschem xmtersucht 
worden. Sir W. Thomson hat berechnet, dass die potentielle Energie 
oder die Arbeit, welche das heutige Sonnensystem durch Yereinigung 
der Planeten mit der Somie leisten kann, 53 x 10^® Meterkilogramm 
betragt. Edin. Trans. 1854. 

Indem wir die Massenpxmkte einen nach dem andern an ihren 
richtigen Platz bringen, finden wir die ganze Arbeit dxirch Multipli- 
cation der Masse eines jeden mit dem Potential der bereits vereinigten 
Masse fiir ihn xmd Addition der Products. Wir werden beweisen, dass 
man dasselbe Eesultat erhalt, wem man die Masse eines jeden mit dem 
Potential der ganzen scliliesslicli vereinigten Masse fur ihn multiplicirt 
und nur die Sdlfte der Swmne nimmt 

etc seien die Massen der Punkte; {1, 2); (2, 3); etc. seien bei der 
schliesslichen Anordnung die Abstande zwischen den Massen bez, , Wg ; 

etc, Kehmen wir an, die Punkte w**, . ■ » sftien an ihre richtige Stelle 

bereits gebracht worden und bringen wir aus der Unendlichkeit her durch die 
Anziehung von . . . , 3*^ seinen Platz. Die Arbeit ist 
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Dabei ■wird einmal mit jeder der Massen ?»i, .. , zusammen- 

genommcn Bringt man nun nacheinander Enend- 

lichlreit beran, so erhalt man fur jedes erne klmliclie Reihe und mitbin wird 
emmal mit jeder dieser Massen bei ibrem Embrmgen zusammengenommen Daber 
wird mit jederMassemit Ausnabme von sicb selbst einmal zusammengenommen 
Sind m' die Massen zweier beliebiger Punkte, r ibr Abstand bei der scbliess- 

bcben Anordnung, so lasst sicb die Arbeit in der Form V scbreiben. 

In der gegebenen scbliesslicben Anordnung ist das Potential fur den Massen- 
punkt aller Massenpunkte mit Ausnabme des Punktes selbst 




Wo 


+ etc. 


( 1 , 2 ) ' ( 1 , 3 ) 

Fj , Fj mSgen abnbcbe Bedeutung baben. Wir woUen nun untersucben, wie oft 
die Masse in dem Ausdnick etc. vorkommt. In tritt 

sie einmal auf mit combinirt, einmal in FgW^ mit Wg combinirt u. s. f. 
Scbbesslicb kommt sie in F^w^ wieder mit jeder andern Masse combinirt vor. 
Tm Ganzen ist daber ni^ ziceimal mit jeder andem Masse combinn-t Daraus folgt, 
dass die Arbeit, den Kdrper in die gegebene Anordnung zu vereinigen, 


TJ= VI, + V.jn, + • ) = \2Vm 
ist. 

Bei der Ermittlung des Potentials eines festen Korpers fur emen Punkt P 
kann man die Materie innerbalb eines den Punkt P einscbliessenden unbegrenzt 
kleinen Elementes vemacblassigen , wenn seine Dicbtigkeit endlicb ist Denn da 
das Potential „die Masse durcb den Abstand dividirt‘‘ ist und die Masse wie die 
dritte Potenz der bnearen Dimensionen varurt, so folgt daraus, dass das Potential 
abnbcber Figuren fiir abnlicb gelegene Punkte wie das Quadrat der linearen Di- 
mensionen variirt und verschwinden muss, wenn die Masse elementar und der 
Abstand unbegrenzt klein wird. Wendet man daber die Form TJ=^^2ym auf 
einen festen KSrper an, so kann man pdi? fiir w scbreiben und von F annebmen, 
dass es das Potential der ganzen Masse fur das Element dv sei 

Beisp. 4 Die Massenpunkte, welcbe eine bomogene Kugel von der Masse M 
un<l dem Radius r zusammensetzen , waren ursprungbcb unendbcb weit von ein- 
ander entfemt Man beweise, dass die durcb ibre gegenseitigen Anziebungen ver- 
8 ® 

ricbtete Arbeit -= ist 

6 r 

Beisp. 5. Die Massenpunkte eines bomogenen EHipsoids, dessen Masse M 
1 st und dessen Halbaien a, c sind, werden aus unendbcb grossen Abstanden 
gesammelt; man beweise, dass die Arbeit 


10 


ist. 




dl 




Beisp. 6. Die Arbeit, die Massenpunkte zweier Massen, von denen 
die eine voUstandig ausserbalb der andem liegt, von unendlicli weiten 
Abstanden her zu sammeln, ist die Summe der Arbeiten, jede fiir sicb 
zu sammelo, plus ihrem gegenseitigen Potential. 

Liegt die eine Masse voUst'andig innerbalb der andern, so ist die 
Arbeit, ibre Differenz zu sammeln, die Summe der Arbeiten, jede fur 
sieb zu sammeln^ minus ibrem gegenseitigen Potential. 
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Der erste Satz ist leicbt einzusehen AT, M' seien die bereits versammelten 
Massen, und man bringe einen neuen Massenpunkt aus der unencUicb grossen 
Entfemung zur Masse M heran Die an dieaem Massenpunkt verncbtete Arbeit 
ist offenbar die Summe 1) der Arbeit der Anziebung von M und 2) der An- 
ziehung von M\ Die erste ist ein Zusatz zu der Arbeit 31 zu sanomeln und 
die zweite ein Zusatz zu dem gegenseitigen Potential von M und 31', 

Aus dem ersten Satz folgt durch Umstellung, dass die Arbeit 31 zu sammeln 
der Arbeit (AT + 31') zu aammeln gleicbkommt minus der Arbeit M' zu sammeln 
minus dem gegenseitigen Potential von 31 und 31' Nun ist das gegenseitige 
Potential von 31 und 31' dem gegenseitigen Potential von {M + 31') und 31' 
gleicb, wenn man zweimal die Arbeit, 31' zu sammeln, abziebt. Daraus ergibt 
sich der zweite Satz. 

Beisp 7. Eine Quantitat homogener Materie wird durch zwei Kugelober- 
flilchen begrenzt, welche sich nicht schneiden und von denen die eine voUstandig 
innerhalb der andem liegt. Die Kadien der Kugeln seien a und &, der Abstand 
ihrer Mittelpunkte c Man beweise, dass die Arbeit, diese Materie aus unendlich 
weiter Feme zu sammeln, 

{4:7tQ)^ra^ 35® 5®c®1 . 

3 Ls 


§ 345. Arbeit des Druckes gasiKrmiger Korper. Beisp. 1. Eine 
TJmliullung von beliebiger Grestalt, deren Volumen v ist, enthalt Gas 
nnter dem gleicbformigen Druck p. Der Druck des Gases pro Flachen- 
einheit sei eine Function des von ibm eingenommenen Volumens; man 

b 

beweise, dass die durch die Druchicrdfte verrichtefe Arbeit J*pdv ist, wenn 


das Volumen von v = a bis v — b wdchst 

Man theile die Oberflache in Flachenelemente , von denen jedes = dff ist, 
pda stellt dann den Druck auf da dar. Hat sich das Yolumen auf v -{- dv ver- 
grbssert, so mbge ein Element de die Lage da' einnehmen und dn sei die Lange 
des von dem Mittelpunkt von d</ auf die Ebene von da gefallten Lothes 

pdadn ist alsdann die durch den Druck auf da venichtete Arbeit und p Jdadn 

die auf der ganzen Pl’ache verrichtete Arbeit, dadn ist aber das Volumen des 
schiefen Cylinders, dessen Basis da und gegenuberliegende Flache da' ist, so dass 

also J^dadn den ganzen Zuwachs des Yolmnens bedeutet Die ganze Arbeit bei 
einer Zunahme des Yolumens um dv ist daher pdv. 


Beisp. 2. Eine Umbullung in der Gestalt einer Kugel vom Radius a ent- 
halt Gas von dem Druck jP. Man nehme an, der Druck des Gases pro Plachen- 
einheit sei dem von ib-m eingenommenen Yolumen umgekehrt proportional und 
beweise, dass die Arbeit, welche erforderUch ist, um die Dmhullung in eine Kugel 

vom Radius 5 zusammenzudriicken, ~ ist. 

0 

Beisp. 3. Eine Hulle von beliebiger Gestalt enthalt Gas; die Gestalt andert 
sich, aber das Yolumen bleibt dasselbe. Man zeige, dass die auf der ganzen 
Oberflache verrichtetete Arbeit Null ist. 


Beisp. 4 Ein hohler Cylinder enthalt gleiche Massen zweier verschiedener 
elastischer Flussigkeiten nnter demselben Druck V, die durch einen Kolben ohne 
Gewicht von einander getrennt sind. Man zeige, dass die Arbeit, welche dadurch 
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verrichtet wird, dass man den Kolben bewegt, bis die Dicbtigkeiten der beiden 

Pliifisigkeiten vertanscbt sind, JPA(a — h)\og ^ ist, worin A den Flacheniidialt des 

Kolbens, a^h die Langen der 7 on den beiden Flussigkeiten eingenommenen Theile 
des Cylinders sind. [Pembroke College, 1868 ] 

Beisp. 6 Fine Luftmasse yon der gleicbfbnnigen Dicbtigkeit p(l-|-s) ist 
in eine Umbiillung eingeschlossen und von Lnft umgeben, welche die Dicbtigkeit 
der Atmospbare ^ hat. Wenn sicb die Masse ausdehnt, bis ibre Dicbtigkeit der- 
jenigen der Atmospbare gleicbkommt, zu beweisen, dass die verricbtete Arbeit 

7c ^log(l + s) — ist, nnter Ic das Product aus dem Druck und demVolmnen ver- 

standen Wenn s klein ist, so wird die Arbeit nabezu ^ Lebre vom 

ScbaU wird davon Anwendung gemacbt. 


§ 346. Die Arbeit der Momentankrafte. Beisp. 1. Eine Momentau- 
kraft wirkt auf einen Korper in einer im Raum festliegenden Richtung. 
F sei die ganze durch die Kraft erzeugte Bewegungsgrosse^ die 

Componenten der Greschwindigkeit des Angriffspunktes in der Richtung 
der Kraft grade vor und grade nach dem Stoss; man zeige, dass die 

durch die Mo'inentan'kraft verricJitefe Arleit F ist. Den Satz 

findet man in Thomson und Tait’s Natural Philosophy. (Art. 309.) 


Wenn eine Kraft auf die gewobnlicbe Art durch die in der Zeiteinbeit er- 
zeugte Beschleunigung multipbcirt mit der Masse gemessen wird, so wird die 
Arbeit durch das Product aus dieser Kraft und der Componente der Yerscbiebung 
gemessen. Momentankrafte Jedocb werden nicbt so gemessen, man kann diese 
Begel daber nicbt direct anwenden, um die Arbeit einer Momentankraft zu finden. 

Man betracbte die Stosskraft als die Grenze einer endlicben Kraft, die 
wabrend sebr kurzer Zeit T in der festKegenden Richtung wirkt Die Richtung 
der a; -Axe sei der festen Richtung parallel und X sei die ganze wabrend der Zeit tj 
vom Beginn des Stosses an, mitgetbeilte Bewegungsgrosse. Hier ist t irgend eine 
Zeit, die kleiner als T ist und X variirt von 0 bis F, wenn t von 0 bis T variirt 


dX 

Da ferner X die ganze Bewegungsgrosse bis zur Zeit t dargestellt, so ist 

die auf den KSrper wirkende bewegende Kraft zur Zeit t. u sez die Component^ 
der Geschwindigheit des AngriffspmMes zur Zeit Uq und die Wertbe von m, 
wenn i = 0 und t = T ist. Da udt die in der Zeit dt von dem Angriffspunkt 
der Kraft X bescbriebene Strecke ist, so betragt die in der Zeit T verricbtete 


Arbeit JudX. Dm integriren zu konnen, mussen wir wissen, was for eine Function 
0 

von X, u ist. 

Ist der K6rper ein materieller Punkt von der Masse m, so wissen wir, dass, 
wenn die Wirkung sebr kurze Zeit dauert, — Wq) = X ist; substituirt man 

daber fur u und integrirt, so findet man X + -f Wenn X = P’ wird. 

O I 2 771 * 

SO ist nach der Definition w = , daber m — Uq) = F. Durob Elimination 

von m ergibt sicb alsdann die Arbeit = A F{Uq + u^. 

Bewegt sicb der KSrper in der Ebene und ist u die Componente der Ge- 
scbwindigkeit des Scbwerpunktes parallel der Richtung der Momentankraft zur 
Zeit t und (o die Winkelgescbwindigkeit, dann ist nach §§168 und 137 


7K (W — Uq) = X, — flJ^) = Xp , w — 7^ CD jp. 
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Daher ist == Uq + i/X, worin L eine von X unabbangige Grosse bedeutet, 
die daber wabrend der Integration constant bleibt Substituirt man fur w, so 

nunmt das Integral die Form F + — LF^ an Wie fruber ist LF- 

durcb Elimination von L erbalt man dann vdeder das obige Eesultat. 

Bewegt sicb der Korper in einem Raum von drei Dimensionen, so ist die 
Gescb-windigkeit u, wie man aus § 313 weiss, eine lineare Function von X, so 
dass man u = Uq + XX setzen kann, unter L erne von der Bescbaffenbeit des 
Koipers abb^ngige Constante verstanden. Substituirt man den Wertb von so 

F 

F jF^ 

erb^t man die Arbeit =i{uQ + LX)dX=UQF+L — - Esistaber = 

0 

durcb EHmination von L ergibt sicb die Arbeit wieder 

Beisp. 2. Einem Scblag F^ folgt unmittelbar ein zweiter F^ auf denselben 
Punkt in derselben Geraden und sind die Componenten der Gescbwindig- 

keit des Angriffsiiunktes vor und nacb den Scblagen; man stelle fest, dass die 

Arbeit y {u^ + (^i + ganzen Scblages den Summen der Arbeiten der 

einzelnen Scblage y {u^ + ^i) Y (^i + ^ 2 ) gleicbkommt 

Dies ergibt sicb sofort, da und =■ LF^ ist. Die 

LSsung von Beisp. 3 kann man auf dieselbe Art aus Beisp. 1 ableiten. 


Beisp. 3. Man finde die durcb die Momentankraft verricbtete Arbeit, wenn 
ihre Ricbtung wabrend ibrer imbegrenzt kurzen Dauer nicbt notbwendig die- 
selbe bleibt 

X, Y, Z seien die Componenten der ganzen dem Korper in der Zeit t vom 
Beginn des Stosses an mitgetbeilten Bewegungsgrosse; w, w die Componenten 
der Gescbwindigkeit des Angriffspunktes zur Zeit t Auf dieselbe Art, wie zuvor, 

T 


erbalt man die Arbeit dt. Nach § 314 1 st aber, 


falls T unbegrenzt kleiu ist, u ^ 


, dF . dF , dF 

' Fx ’ ^ d Y ^ w? — W(^ -j- , 


worin F eine bekannte quadratiscbe Function von X, Y, Z ist, welcbe von der 
Bescbaffenbeit des KSrpers abbSngt, Durcb Substitution erbalt man 


die Arbeit 


= «, z, + «„ r, + + ^^dz) 

= ^ + ^0 + ^0 -^1 + -^1 » 


worm Xi, Z^j F^ die Wertbe von X, Z, F fwc t = T sind. 

Man kann die Form des Koipers eliminiren und die Arbeit durcb die Compo- 
nenten der Gescbwindigkeit des Angriffspunktes grade nacb der Beendigung des 
Stosses ausdriicken. Da F^ eine bomogene quadratiscbe Function von X^ , Y^ , Z^ 
ist, so bat man 

+ IJz, = («,-«„) 3; + r, + {w,-w,)z, 

und durcb Substitution 

dietotait _!i±a2i+^Ar. +34212.. 


§ 347 . Die Arbeit einer nacb alien BicbtimgeiL gleichmassig ansgedebnten 
Membrane. Man nehme ein Recbteck, dessen Seiten a und h sind und welches 
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man als Element betracliten kann. T sei cite Spminimg recliticinldig m einer he- 
liebigen Lmic^ icie gewohnlicli auf die Ijangeneinheit hexogen Die Spannung recht- 
winklig zui Seite a ist Tct, und wenn die Seite h anf h' angewachsen ist, die 
durch sie verricMetete Arbeit TaQ/ — h), Nimmt man an, die Spannung recht- 
winklig zui* Seite V sei ebenfalls T, was fur den Fall ricktig ist, in welckem 
das Rechteck em Element ist, so Letragt die Spannung rechtwinklig zur ganzen 
Lange Tlj und die Arbeit, wenn die Seite a auf a' anwiichst, TV {a — a). 

Die ganze Arbeit ist daher T{a' V — ah\ d h die Arbeit ist das Product aus 
dcr Spannung und der Aendenmg dei Flache 

Fiir eine kugelfurmige Membrane ist der Flacbeninhalt 43rr® Der Zuwachs 
an Flache betogt daher ^Tcrdr Die durch die Spannungen verrichtete Arbeit, 

b 

wenn sich der Radius von r = a auf r = & vergrbssert, ist mithin SreJ^Trdr. 

a 

1st die Membrane derart, dass man das Hooke’ sche Gresetz auf die Spannung 

T anwenden kann, so hat man T ^ E ~~i worm a der urspriingliche Radius 

der Membrane und E der Blasticitatscoefticient ist Substituirt man diesen Werth 
von Ty so findet man die durch die Spannungen verrichtete Arbeit, wenn sich 

4 E 

der Radius von a auf h vergrdssert, gleich -J- ~ (2 & + ^)- 

Kiinmt man an, T bleibe bei einer Seifenblase constant, so betragt die 
Arbeit, bei einer Vergrbsserung des Radius von a auf &, 4,7tTQj^ — a*). 

Wird die kugelfbrmige Membrane langsam ausgedehnt, indem man sie mit 
Gas, das den Druck p hat, fdllt, so ist nach einem Satz der Hydrostatik pr 2 T 

Die erforderliche Arbeit ist alsdann, wie schon gezeigt waxAe ^ J^pdv und da 

y = Ajtr® ist, so kommt man wieder zu demselben Resultat, wie oben. 

§ 348. Die Arheit eiiies Paares. Beisp. Ein gegebenes Paar wird 
in seiner Ebene von einer Lage in eine andere bewegt. Man zeige, 
dass die Atdjeit das Product aus seinem Moment iind dem Winlzel, um 
den es gedreht icurde, ist 

Jede Yerlegung eines Paares ist einer Rotation um das eine Ende seines 
Armes und einer Translation des ganzen Paares parallel zu sich selbst a<iuivalent 
Die von den beiden Kraften wahrend der Translation verrichtete Arbeit ist offenbar 
Null; wii* brauchen daher nur die wahrend der Rotation verrichtete Arbeit zu 
betrachten. 

F sei die Kraft, a die Lange des Armes und das Paar werde um das eine 
Ende A seines Armes gedreht und heschreibe dabei den Winkel dQ. Die Kraft 
bei A vemchtet keine Arbeit und die von der andem verrichtete Arbeit ist 
F-adO, Durch Integration findet man die durch das Paar verrichtete Arheit, 
wenn es sich um einen endlichen Winkel dreht. 

§ 349. Die Arbeit beim Biegen eines Stabes. Beisp. 1. Ein 
Tirspriinglich grader Stab wird in einer Ebene gebogen. Ist L das 
Biegungsmoment fiir irgend einen Punkt, q der ;&iimmungsradius, so 

ist^ wie die Brfahrung und die Tbeorie lehren, L = — , worin E eine 

von der Natur des Materials und der Form des Querschnittes des 
Stabes abhangige Constante bedeutet. Unter dieser Voraussetzung 
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beweise man: (1) Wenn der Stab in erne gegebene Form gehogen wird, 
so dass 9 als Function von s bekannt ist^ wahrend die Krafte bekannt 

sein konnen oder nicbt, so ist d%e Arbeit (2) Wem der 

Stab durch beTcannte Krafte gebogen ivird, so dass L als Function von s 
bekannt ist, wahrend die Form des Stabes bekannt sein kann oder 

unbekannt, so ist die Arbeit ^ Das Integral ist von dem einen 

Ende des Stabes bis zum andern zu erstrecken. 

sei em Element des Stabes und ds seme Lange. Ist a/; der unbegrenzt 
kleine Winkel, den die Tangenten an die Enden des Elementes PQ mit einander 


'll) 

macben, so ist das Biegungsmoment der Vergrcisserung des 'tp von 0 

bis — betragt die verrichtete Arbeit ^ 1^1® dem ganzen 

t/I- 


Stab verrichtete Ajcbeit ist daher 


Beisp. 2. Ein gleichfbrmiger schwerer Stab von der Lange I und dem Ge- 
wicht w ist an seinen beiden Enden so unterstutzt, dass er horizontal liegt. 

Man zeige, dass die durch die Schwere beim Biegen verrichtete Albeit 240P 


Beisp 3. Ein gleichfSrmiger leichter Stab ist an seinen Enden A und B 
unterstutzt und tr'dgt an irgend einem Punkt C ein Gewicht w Es sei AC=a^ 
BO und Z = a + 5; die Arbeit, welche die Schwere durch das Biegen des 


Stabes verrichtet, ist 


6 jB/Z 


ErMtung der lebendigen Kraft nnd Energie. 

§ 350. DefiniUon. Die lebendige Kraft des Massenpunktes ist 
das halbe Product aus seiner Masse und dem Quadrat seiner Ge- 
schwindigkeit ^). 

Das Princip der lebendigen Kraft. Wenn ein Syst&»n sich unter 
d&r FinwirTiung endlicher Krcifte bewegt md wenn die geoynetrischm Be- 
dehungen der Theile des Systems durch Gleichungen cmgedriicht sind, 
welche die Zeit nicht ex^plidte enthalt&n, so ist die Aenderung der lebendigen 
Kraft des Systems bei dem Uebergang von der einm Lage in die crndere 
der mtsprechenden Arbeit der Krafte gleich. 

Bei der Bestimmung der Kiaftefunction kann man alle Krafte 
weglassen, die in der Gleichung der virtueUen Arbeit nicht auflreten. 


1) Der Yerfasser neimt, wie auch Despeyrous und Appell, sowie bei 
uns Schell, das Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigteit die 
lebendige Kraft. Im AUgemeinen ist es bei uns jedoch gebrauchlich, nach dem 
Yorgang von Coriolis, Helmholtz und Anderen, dem halben Product diesen 
Hamen zu geben. 
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X, y, s seien die Coordinaten eines Massenpunktes m und X, Y, Z 
die Componenten der gegebenen beschleunigenden Krafte, welcbe an 
dem Punkt angreifen, in der Richtung der Axen. 

Die an dem PunJrfc m zur Zeit t angreifenden Effectivkrafte sind 


d‘x 


ni 




m 




Werden die Effectivkrafte an alien Massenpunkten umgekelirt, so 
halten sie der ganzen Gruppe der gegebenen Krafte nach § 67 das 
Gleickgewiclit. Daher ist nack dem Princip der virtuellen Arbeit 



worin dx, 80 kleine willkurliche Verschiebungen des Massen- 
piinktes m sind, die mit den geometrisclien Beziehungen zur Zeit t 
sich vereinigen lassen. 

Wenn nun die geometrisclien Beziekungen durck Gleickungen aus- 
gedi’iickt sind, welcke die Zeit nickt explicite erkalten, so gelten sie, 
wenn sie zur Zeit t gelten, auck wakrend der Zeit 8 t, und wir kormen 
daker annekmen, die wilTkurlichm Versckiebungen 8 x, Sy^ 8 s seien 

den tJiatsachliclien ^ 8 t^ ^ 8 t bez. || 8 t des Massenpunktes in der 
Zeit 86 gleick. 

Mackt man diese Substitution, so wird die Gleickung 
^ fd^xdx , d^y dy , d^^ dz\ « f-^dx , ^dy , 


Integrirt man, so folgt 

+ ®)’ + ©1 - « + 2^>»/ + Wl' + 

worin die Constante C durck die Anfangsbedingungen der Bewegung 
zu bestimmen ist. 

Vj V seien die Gesckwindigkeiten des Massenpunktes m zu den 
Zeiten t und Z7^ die Wertke der Kraftefunction des Systems 

in seinen beiden Lagen zur Zeit t und t\ Alsdann ist 

— Zmv^) = TJ^ — 


§ 351. Die folgende Erlauterung, welcke Poisson entnommen 
ist, soli klarer dartkun, warum die geometrischen Beziekungen die Zeit 
nickt esplicite entkalten durfen. Es sei z. B. 

( 1 ) 

eine geometriscke Beziekung, welcke die Coordinaten des Massenpunktes 
m verbindet. Man kann sie als die Gleickung einer sick bewegenden 
Placke betrackten, auf welcher der Massenpunkt bleiben muss. Die 
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Grrossen Sy, dz sind die Projectionen einer willkui’lichen mit den 
geometrisclien Beziehungen, die zur Zeit i gelten, vereinbaren Ver- 
schiebung des Massenpunktes m auf die Axen. Sie mussen daher der 
Grleichung geniigen 

da: + = 0. 

dx ^ cy ^ ' dz 

Die Grossen ^ 8t^ ^ 8t^ " 8t sind die Projectionen der Ver- 

scliiebimg des Massenpunktes in Folge seiner Bewegung in der Zeit 8t 
auf die Axen. Sie rniissen daher die Gleichung erfiillen 


d(p dx j. , , 
dx dt + 




dif = 0. 

oz dt ‘ ct 


Wenn folglicb ^ nicbt wahrend der ganzen Bewegung Null ist^ 
so kann man nicbt annebmen, 8x^ Sy^ 8^ seien ^ 8ty ^ 8t bez. — 8t 

gleicb. Die Gleicbung -gj — 0 driickt die Bedingung aus, dass die 
geometriscbe Gleicbung (1) die Zeit nicbt expbcite entbalt. 


§ 352. Der grosse Vortbeil dieses Princips liegt darin, dass es 
sofort eine Beziebung zwiscben den Gescbwindigkeiten der betracbteten 
Korper und den Variablen oder Coordinaten gibt, welcbe ibre Lage 
im Raum bestimmen, so dass z. B., wenn das Problem so bescbaflfen ist, 
dass die Lage aller Korper von einer einzigen Variablen abbangig 
gemacbt werden kann^ die Gleicbung der lebendigen Kraft zur Be- 
stimmung der Bewegung ausreicbt. in AUgemeinen gibt das Princip 
ein erstes Integral der Bewegungsdifferentialgleicbungen zweiter Ordnung. 
Weim zugleicb einige der andern in § 282 formubrten Satze auf die 
betracbteten Korper angewandt werden konnen, so dass die gauze An- 
zabl der so erbaltenen Gleicbungen der Zahl der unabbangigen Coordi- 
naten des Systems gleicbkommt, so ist die AufsteUung der Bewegungs- 
differentialgleicbungen zweiter Ordnung uberbaupt nicbt noting. Siebe 
§ 143. 

Das Princip der lebendigen Kraffc wurde znerst von Huyghens bei seiner 
Bestiniinung des Scbwingungscentrums eines KQrpers benutzt, aber in anderer 
Form als es jetzt gebr^ucblicli ist. Sielie die Anmerkimg zu S. 1^, Der Satz 
wurde von Johann Bernoulli ausgedebnt und von seinem Sobn, Daniel Ber- 
noulli, auf die LOsung vieler Probleme, wie der Bewegung von FlUssigkeiten in 
Gefassen und der Bewegung von starren Korpem unter gewissen gegebenen Be- 
dingungen benutzt. Siebe Montucla, Histoire des MatMmaMgues , Tome m. 

§ 353. Anfangsbewegnng. Man nebme an, das System bewege sicb vom 
Zustand der Eube aus unte der Einwirkung der Krafte X, Z etc. Nacb der 
Zeit dt ist die lebendige B[rafb durcb 

= 2ImiXdx-\- Ydy-\- Zdz) 
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gegeben. Die linke Seite der Gleichung ist notbwendiger Weise positiv Daraus 
gebt hervor, dass die Anfangsbewegrmg eines Systems, welches vom Zustand der 
Ruhe ausgeht, derart sein muss, dass die virtuelle Arbeit der Kraffce fur diese 
Bewegung positiy ist 

Es sind, geometriseh betrachtet, mebrere verschiedene Bahnen moglich, auf 
welchen das System von seinem Anfangszustand der E-uhe aus seme Bewegung be- 
ginnen kivnn Es mcige gezwungen werden irgend einen dieser Wege einzuschlagen 
dadurcb, dass man eine hinreichende Anzahl seiner Punkte nothigt, gewisse glatte 
Curven zu beschreiben oder dadurcb, dass man irgend welche Kraffce einfuhrt, die 
keine virtuelle Arbeit fur diese specielle Art der Verriickung verricbten. Dem 
System ist jetzt nur ein Weg offen gelassen Es gibt zwei Ricbtungen, welcbe 
es auf diesem Weg einscblagen kann Die Frage ist: in welcber Ricbtung wird 
es sicb zu bewegen beginnen? Da die virtuelle Arbeit der Krafte im Allgemeinen 
fur die eine dieser Ricbtungen positiv und fur die andere negativ ist so muss 
es in der ersteren seine Bewegung beginnen. 

§ 354. Beispiele zu dem Priucip. Wenn ein System imter der 
Wirkung keiner ausseren Krafte steht, so ist X = 0, X= 0, X = 0 
und daber die lebendige Kraft des Systems constant. 

Sind dagegen die gegenseitigen Reactionen zwischen den Massen- 
punkten des Systems derart, dass sie in der Gleicbung der virtuellen 
Arbeit auftreten, dann ist die lebendige Kraft des Systems nicbt con- 
stant. So wiirde die lebendige Kraft des Sonnensy stems, aucb wenn 
keine ausseren Krafte an ibm angriffen, nicbt constant sein. Denn 
die gegenseitigen Anziebimgen zwiscben den verscbiedenen Planeten 
sind Reactionen zwiscben Massenpunkten, deren Abstande nicbt die- 
selben bleiben, mitbin ist die Summe der virtuellen Arbeiten nicbt 
Null. Perner*, wenn man die Erde als einen um eine Axe rotirenden 
Korper ansiebt, der sicb im Laufe der Zeit des Warmeverlustes wegen 
langsam zusammenziebt, so bleibt aus demselben Grund, wie vorber, 
die lebendige Kraft nicbt constant. Der Zuwacbs an Winkelgescbwindig- 
keit, der durcb diese Contraction bewirkt wird, lasst sicb nacb dem 
Princip der Flacben leicbt ermitteln. Siebe § 299. 

§ 355. Beispiel. Die Scbwere greife allein an dem System an. Die 
Axe sei vertical. Man bat dann X = 0, X = 0, X = — g. Die 
Gleicbung der lebendigen Eiraft wird daber 

— Emv^) = — Mg{z' — 0), 

Die lebendige Kiraft bangt daber nur von der Hobe des Scbwer- 
punktes ab. Ziebt man eine borizontale Ebene, so ist die lebendige 
Kraft dieselbe, so oft der Scbwerpunkt des Systems durcb diese Ebene 
gebt Siebe § 142. 

§ 356. Beisp. Ein in Bewegung befindbcbes System gebt durcb 
eine Qleicbgewicbtslage, d. b. eine Lage, in welcber es, wenn es sicb 
in Rube befande, unter der Einwirkung der Krafte im Gleicbgewicbt 
bleiben wUrde; man beweise, dass die lebendige Kraft des Systems ein 
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Maximum oder ein Maximum ist. De Courtivroa’s Theorem. 31em 
de VAeacl, 1748 und 1749. 

§ 357. Wie bekannt, enthalt die Gleichung der Tirtuellen Arbeit 
in der Siatik in einer Tormel alle Bedingungen des GHeichgewichtes. 
Auf dieselbe Art kann man aus der aUgemeiuen Gleichung 

Um Sx + dy + = Sm{X8x Ydy + Zds) 

alle Bewegungsgleichungen durch geeignete Wahl der willkiirlichen 
Verschiebungen Sx, Sy, 8s ableiten. In § 350 trafen wir eine be- 
stimmte Wahl fiir die Verschiebungen imd erhielten so erne Gleichung, 
die sich integriren liess. 

Geben wir dem ganzen System eine Verschiebung parallel zur 
«-Axe, so ist 8x=Q, 8y = 0 und 8s willkiirlich. Die Gleichung 

wird dann IJm ^ = HmZ, welche eine der drei ersten allgemeinen 

du 

Bewegungsgleichungen in § 71 ist, 

Geben wir dem ganzen System eine Drehung um die 0 -A.xe von 
von der Amplitude ddj so ist = Sy = xS9 j 6^ = 0. Die 

Gleichung wird dann 2Jm (x — y 2'>n(x Y — welche 

eine der letzten drei allgemeinen Bewegungsgleichungen in § 71 ist. 

§ 358. PotentieUe nnd kinetische Energie. Ein Gewicht mg 
mdge in eine Eohe h Tiber die Oberflache der Erde gebracht werden. 
Pallt es die Hohe 8 hinab, so verrichtet die Schwerkraft eine Arbeit, 
die durch mg 8 gemessen wird. Das Gewicht erlangt die Geschwindig- 
keit seine lebendige Kraft ist welche, wie bekannt, gleich 

mg 8 ist. Pallt das Gewicht auch noch den Rest der Hohe }i hinab, 
so verrichtet die Schwere noch mehr Arbeit, deren Maass mg(h — 8) 
ist. Hat nun das Gewicht den Boden erreicht, so ist es so weit ge- 
fallen, als es die Dmstande erlauben und die Schwere kann erst dann 
wieder Arbeit verrichten, wenn es wie der in die Hohe gehoben wird. 
Daraus ergibt sich, dass die lebendige Kraft des Gewichtes, wenn es 
eine Strecke 8 durchfallen hat, zusammen mit der Arbeit, die wahrend 
des Restes des Falles verrichtet werden kann, von 8 unabh^gig und 
der Arbeit der Schwere wahrend der ganzen PaUhohe Ji gleich ist. 

Dies gilt auch dann noch, wenn man die Bewegung complicirt und 
das Gewicht wahrend seines Abstieges irgend eine Maschine treiben 
lasst. Nach dem in § 350 bewiesenen Princip der lebendigen Kraft 
ist die lebendige Kraft des Massenpunktes, wenn er eine Strecke 8 
durchfallen hat, der von der Schwere wahrend dieses Palles verrichteten 
Arbeit mg 8, vermindert um die an der Maschine geleistete, gleich. 
Daher ist, wie zuvor, die lebendige Kraft zusammen mit dem Enter- 
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schied zwischen der von der Schwere nnd der an der Maschine wakrend 
des Restes des Fallens vemchteten Arbeit constant nnd dem Ueber- 
scbuss der von der Schwere verrichteten Arbeit uber die an der 
Maschine geleistete wahrend des ganzen Abstieges gleich. 

Wir woUen dieses Princip jetzt auf den allgemeinen Fall aus- 
dehnerij in dem ein System von Kdrpern vorliegt^ an welchen ein be- 
liebiges conservatives Biaftesystem angreift. 

§ 359. Man wahle irgend eine Lage des sich bewegenden Systems 
von Korpern als Bezugslage aus. Es kann dies die thatsachliche End- 
lage, in welche das System bei seiner Bewegung kommt, oder eine 
beliebige andere geeignete Lage sein, in welche das System gebracht 
werden kann. Man nehme an, das System gehe von einer Lage, die 
wir A nennen konnen, aus und es nehme zur Zeit t die Lage P ein. 
Aisdann ist zur Zeit t die erzeugte lebendige Kraft der von A bis P 
verrichteten Ai*beit gleich. Daher ist die lebendige Kraft bei P zu- 
sammen mit der Arbeit, die von P bis zur Bezugslage verrichtet werden 
kann, fiir alle Lagen von P constant. 

Um dies auszudriicken, gebraucht man das Wort JEnergie, Die 
lebendige Ejraft heisst in diesem Fall die Jcinetische (Bewegungs-)JEnergie 
des Systems. Die Arbeit, welche die Ehrafte bei der Bewegung des 
Systems von seiner augenblicklichen in seine Bezugslage noch verrichten 
konnen, heisst die potentielle (Krdfte-) Energie des Systems, Das Princip 
der Erhaltung der Energie kann man so aussprechen: 

Wmn sich ein System unfer der Einwirhung cons&rvativer Krdfte 
hewegtj so ist die Summe der Unetischen und potentiellen Energien wahrend 
der Bewegung cmistant 

§360. Den TJnterschied zwischen verrichteter Arbeit und potentieller 
Energie kann man analytisch folgendermassen feststellen. (Die Krafte- 
fimction ist in § 337 als das unbestimmte Integral der virtuellen Arbeit 
der Krafte definirt worden.) Bei der Bewegung des Systems ist die 
verrichtete Arbeit das bestimmte Integral, dessen untere Grrenze durch 
eine Normalbezugslage, die wir C nennen woUen, und dessen obere 
durch die augenbhckliche Lage des Systems bestimmt wird. Die poten- 
tieUe Energie ist das bestimmte Integral, dessen obere Grenze durch 
eine festHegende Bezugslage, die wir D nennen wollen, und dessen 
untere durch die augenbhckliche Lage des Systems bestimmt wird. 
Wenn die beiden festen Bezugslagen, die wir mit C und P bezeichnet 
haben, identisch sind, so ist das Integral der Arbeit dasselbe wie das 
des Potentials und hat nur ein andres Yorzeichen, Dies ist aber im 
Allgemeinen nicht der Fall; jede Bezugslage wahlt man so, dass sie 
fiir das specielle Integral, mit welchem sie in Yerbindung steht, am 
besten passt. 
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§ 361 Beispiele znr potentiellen Energie. Beisp. 1. Ein MassenpimU he- 
sehreibt frei eine Ellipse wn ein in iki'em MiUelpunkt liegendes Kraftcentrum ; 
man finde die game Energie seiner JBewegung 

m sei die Masse des Punktes, r sein Akstand vom Centrum zu einer be- 
liebigen Zeit, ^ir die an dem Pnnkt angreifende bescbleunigende Kraffc. Wenn das 
Zusammenfallen des Massenpunktes mit dem Kraftcentrum als Bezugslage ge- 

nommen wird, so ist die potentielle Energie nacb § 360,^ — m(jL 7 )dr= ^ 
wenn man die G-renzen von r bis 0 nimmt. Bedeutet r' den balben zu r conjugirten 
Durchmesser, so ist die Gescbwindigkeit des Massenpunktes rf/w und die kinetische 
Energie daber ymitir'®. Wenn der Punkt eine Ellipse urn das E^raftecentrum 

bescbreibt, ist die Summe der potentiellen und kinetischen Energie y 
unter a und 6 die Halbaxen der Ellipse verstanden. 

Beisp. 2. Ein Massenpunkt bescbreibt frei eine Ellipse um ein in ibrem 
Mittelpunkt liegendes Kraftcentrum. Man zeige, dass die mittlere kinetiscbe 
Energie wabrend einer vollstandigen TJmdrebung der mittleren potentiellen gleicb 
ist, wenn die Mittel in Bezug auf die Zeit genommen werden 

Beisp 3. Wenn in dem vorigen Beispiel die Mittel in Bezug auf den um 
das Centrum bescbriebenen Winkel genommen werden, so betragt der Unterscbied 

der Mittel (a — 5)®. 

Beisp. 4:. Eine Elussigkeitsmasse M fliesst in einer kreisfSrmigen Einne vom 
Radius a mit der Gescbwmdigkeit u, eine andi*e gleicbe Plussigkeitsmasse in 
einer Einne vom Radius h mit der Gescbwindigkeit v ; man lasst den Radius der 
einen Rinne so lange waebsen und den der andem abnebmen, bis jeder die ur- 
spriinglicbe Grosse des andem bat; man zeige, dass die Arbeit, welcbe dazu ge- 

b6rt, die Aenderung bervorzubringen, y (6® — a^M ist. 

[Matb. Tripos, 1866.] 

§ 362. Yepzeiclmiss dep Kpafte, welcbe zu vepnacblassigen sind. Bei der An- 
wendung des Princips der lebendigen Kraft auf tbatsSicblicbe FSiUe ist es wicbtig, 
von vomberein zu wissen, welcbe Krafte und inneren Reactionen man bei der 
Aufstellung der Gleicbung vemaoblassigen kann Die allgemeine Regel lautet, 
dass alle Krafte ausser Acbt zu lassen sind, die in der Gleicbung der virtueUen 
Arbeit nicbt auftreten. Diese Krafte lassen sicb so zusamm enstellen ; 

A. Reactionen, deren virtuelle Yerscbiebungen Null sind. 

1. Jede Kraft, deren Ricbtungslinie durcb ie Moment anaxe gebt, wie z. B. 
rdUende Beibung^ nicbt aber gleitende Reibung oder der Widerstand eines 
Mittels, 

2. Jede Kraft, deren Ricbtungslinie senkrecbt auf der Bewegungsricbtung des 
Angriffspunktes stebt, wie z. B. die Reaction emer glatten festen Fldche, nicbt 
aber die einer Flacbe, welcbe sicb bewegt 

B. Solcbe Reactionen, deren virtuelle Yerscbiebungen nicbt Null sind und 
die desbalb in der Gleicbung auftreten wurden, wenn sie, mit andem Reactionen 
verbunden, nicbt verscbwanden. 

1. Die Reaction zwiscben zwei Massenpunkten , deren Abstand derselbe 
bleibt, wie die Spannung eims tmausdeJmbaren Fadens, nicbt aber die eines 
elastiscben Fadens. 

2. Die Reaction zwiscben zwei starren KSrpem, Tbeilen desselben Systems, 
welcbe aufeinander roUen. Es ist jedocb nCtbig, beide Kbrper in dieselbe Gleicbung 
der lebendigen Kraft einzuscbliessen. 

Boutn, Dynamib. I, 


21 
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Kapitel YU. Lebendige Kraft 

C. A Up. Spannungen, welche langs unausdekribarer Faden wirken, auch. w&nn 
die Fiiden dadurcb, class sie durch glatte feste Ringe gehen, gebogen werden. 

Derm es moge ein Faden, dessen Spannnng T ist, die MasBenpunkte w, m' 
verbinden und durch einen King gehen, der von den Punkten urn r bez / ab- 
steht. Die virtuelle Arbeit ist offenbar — Tdr — Td/, weil die Spannung langs 
des Fadens wirkt. Da aber der Faden unausdehnbar ist, so muss d?- + d/= 0 
sein; die virtuelle Arbeit ist mithin Null. 


§ 363. Ansdrucke fiir die lebendige Kraft eines in Bewegung 
beflndliclien starren Korpers. Wmn sich ein Korper auf irgmd eine 
Art hewegt, so ist seme lehendige Kraft in jedem AugenUick der lebendigem 
Kraft der gamen in seinem SchwerpunU vereinigten Masse gleich, 0 U- 
sammen mit der lebendigen Krafty welche die Folge der Bewegung um 
den als festen Bmkt betracliteteii SchwerpunU ist; oder 

die lebendige Kraft des Korpers = der lebendigen Kraft in 

Folge der Translation 
-|- der lebendigen Kraft in 
Folge der Rotation. 

X, 2/; 0 seien die Coordinaten eines Punktes, dessen Masse m und 
Gesebwindigkeit v ist und y, die Coordinaten des Schwerpunktes G 
des Eorpers. Es sei x — B y = y + ^ = ^+ 5, dann sind 

nacb einer Eigenschafl des Sciwerpuj^tes = Emri = 0, 

27^5 = 0. DaJher = 27w^==0, Em^ — 0, Die 

lebendige Kraft eines Korpers ist mm 


Setzt man fiir x, 0 ihre Werthe, so wird sie 

i^»[(i)’+ (i)‘+ ©1 + i^»[{§)*+ ©•+ ©1 + 


dx ^ , dy ^ dri . dz df 

dt dt dt dt dt dt 


Die sammtKchen Ausdriicke in der letzten Zeile rerscbwinden, 
wie es naeb § 14 der Fall sein muss. Das erste Glied der ersten 
Zeile ist die lebendige Kraft der ganzen im Scbwerpunkt vereinigten 
Masse Em. Das zweite ist die Folge der Rotation um den Scliwer- 
punkt. 

Man kann diesem Ausdruck far die lebendige Kraft eine bequemere 
Gestalt geben. 


§ 364. TJmformnng des Ansdrucks fiir die lebendige Kraft. 
JErstens: die Bewegung finds in der Ebene statt. Siehe § 139. v sei 
die Gesck'windigkext des Schwerpunktes, $ seine Polarcoordinaten 
auf irgend einen Anfang in der Bewegungsebene bezogen. sei 
der Abstand eines Punktes, dessen Masse m ist; vom Sckwerpunkt; 
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seine Gescbwindigkeit in Bezug auf den Scliwerpunkt. Pemer moge 
CO die Winkelgescbwindigkeit des ganzen Korpers nm den Schwerpunkt 
imd Mh^ das Tragheitsmoment fur denselben Punkt sein. 

Die lebendige Kraft der ganzen in G vereinigten Masse ist 
der man auch die beiden anderen Formen 

iMv’- \ m[Q'+ (f )■] - iif [(S)*+ F-(f)] 

geben kann. 

Die lebendige Kraft um G ist Da sicb aber der Korper 

nm G drebt; so bat man v^ = r^(jo. Daber 

Emv^= co'^ •Emr^= C9^- Mk^. 

Die ganze lebendige Kraft des Korpers ist daber 

Drebt sicb der Korper um eine Momentanaxe, deren Abstand vom 
Scbwerpunkt r ist, so bat man i? = rcj. Daber 

i Emv^— Mco^ (r^ = \ 

wo das Tragbeitsmoment fiir die Momentanaxe ist. 

Zweitens: die JBewegmg gehe in einem Baum von drei Dimensionm 
vor sick. 

V sei die Gescbwindigkeit von G] 9^ ^ seine Polarcoordinaten 
auf irgend einen Anfangspunkt bezogen. Oar, coyj seien die Winkel- 
gescbwindigkeiten des Korpers um beliebige drei sicb in G recbtwinldig 
schneidende Axen, A, C 6ie Tr%beitsmomente des Korpers fiir die 
Axen und rj, § die Coordinaten eines Massenpunktes m in Bezug auf 
diese Axen. 

Die lebendige Kraft der ganzen in G vereinigten Masse ist Mv^, 
die man entweder 



gleicbsetzen kann, je nacbdem man Cartesiscbe oder Polarcoordinaten 
benutzen vrill. 

Die lebendige Kraft in Folge der Bewegung um G ist 
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Kapitel VII. Lebendige Kraffc. 


Es ist aber 

Setzt man diese Werthe ein und bedenkt, dass 

A=2Jm(7l^+t% = C = 

ist, so hat man 

i i [Aw/ + Ba/ + C ra.^] - 

(Zm^r]) (OxCOij — (Zmiijt) OyO, — (Zmt^) o-o* . 

Die lebendige Kraft der Bewegung um G lasst sich auch auf andre Weise 
ennitteln. .G sei die WmkelgesciLwmdigkeit tihl die Momentanaxe , I das Trag- 

heitsmoment far sie Die lebendige Kraffc ist dam offenbar 4- I wurde nun 

2 

m § 16 gefunden und in unsrem Fall ist co^ = Sla, a)^ = Sip, cog = iiy, wenn 
man die Bezeiclmung dieses Paragraphen beibeliSilt. Durcli Elimination von a, ( 3 , y 
kommt man zu demselben Kesultat wie zuvor 

Sind die Coordinatenaxen die Hauptaxen fiir G, so reducirt sich 
der Ausdruct auf 

irmV = I [Aoox^ + Bo/ + Oa,/] ■ 

Rotirt der Korper um einen Puntt 0, welcher fhr den Augenblick 
fest liegt; so lasst sich auf dieselbe Art beweisen, dass die lebendige 
Kraft 

B'o/ + CW] 

ist, wo A\ B'y G' die Haupttragheitsmomente fiir den Punkt 0 und 
G)x, coyj (Dz die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um die Hauptaxen 
fiir 0 sind. 


§ 366, Beispiele znr letendigen Kraft. Beisp. 1 . Ein starrer KSrper von 
der Masse JK bewegt sich auf beliebige Art im Kaum und seine Lage wird durch 
did Coordinaten seines Schwerpunktes und die Winkel d, q), ip besfcimmt, ‘welche 
die Hauptaxen fiir den Schwerpunkt auf die in § 256 erkl^rte Art mit irgend 
welchen festliegenden Axen machen. Man zeige, dass seine doppelte lebendige 
Kraffc durch 


+§)’+ (?,)■]+ “«)■+ 

(A sin* (p + B cos* qj) + sin* 6 {A cos* qp + sm® 9 ) + 


2 (B — A) sin 0 sin qp cos Ip ^ 

w* 

gegeben ist. 

Man zeige auch, dass, wenn zwei Hauptmomente A und B gleich sind der 
Ausdruck die einfachere Gestalt ’ 
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anninimt. Man wird spater after Gelegenheit haben, von diesen Fonneln Gebrauch 
zu macben 

Beisp 2. Ein Eorper, welcber sicb frei um einen festen Punlrt bewegt, 
debnt sich unter dem Einfluss der Wanne so aus, dass er seiner Structur und 
Gestalt nach immer sicb selbst abnlicb bleibt Wenn fur die Ausdebnung das 
Gesetz gilt, dass der Abstand zwiscben zwei beliebigen Massenpunkten bei der 
Temperatur 6 ibrem Abstand bei der Temperatur Kull mit f{&) multiplicirt gleicb 
sei, zu zeigen, dass die doppelte lebendige Kraft des KSrpers 

= B + Cffl/ +L^a + B + C) 

ist, worm A, J?, C die Hauptmomente fur den festen Punkt bedenten. 

Beisp. 3. Ein Korper bewegt sicb nm einen festen Punkt und seine lebendige 
Kraft ist durcb die Gleicbung gegeben 

2 aj*2 y'S-* U ^ s X X y 

Kaa zeige, daas die WiiLkelbeweguiigsgrSssen nm die Aseit 

ZT ZT ZT 

sind. 

Der Korper bewege sicb fcei, und sei die lebendige Kraft der Translation, 
y, z seien die Coordinaten des Scbwerpunktes in Bezug auf beliebige, recbt- 
winklige festliegende oder sicb um einen festen Punkt bewegende Axen; man be- 
weise, weim Accente die Differentialquotienten nach der Zeit bezeiobnen, dass 

dT^ dT^ 

Zaf ' Zy’ ' Z^ 

die linearen BewegungsgrSssen parallel zu den Axen sind. 

Beisp. 4. Die elliptiscben Coordinaten eines Massenpunktes sind I, fir, v und 
^ die Halbaxen der beiden focalen Kegels cbnitte; man beweise, dass 

(p — -t- -r 

die doppelte lebendige Kraft ist. 

Man beacbte, dass die Glieder mit den Producten von ft', v feblen Das 
Resultat ergibt sicb aus dem in Salmon’s Bolidi, Geometry^ Art. 410 in elliptiscben 
Coordinaten gegebenen Ausdruck fur (ds)\ 

% 366. Probleme zum Princip der lebeudigen Kraft. Beisp. 1. Em hreis- 
fomiiger Drdht Icmn sick frei um emen verticalen Durchmesser aJs feste Axe dreJien 
wnd ein Kugelchen Tcarm tmter der Wvrlcung der Schwere frei auf {hm gleiten. Das 
gcmze System wird um die verticale Axe m Botation gesetzt; mam finds die nach^ 
folgende B&uoegwng, 

M und m seien die Massen des Drabtes und des Kugelcbens, © ibre gemein- 
scbaftlicbe Winkelgescbwindigkeit um die Verticale, a sei der Radius des Drabtes, 

sein Tragbeitsmoment fOr den Durcbmesser. Der Mittelpunkt des Drabtes 
werde zum Coordinatenanfang genommen und die y-Axe sei vertical ab warts 
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gerichtet. 6 S6i der Winkel, den die y-AxB nut dem vom Centruin des Dralites nach 
dem Kiigelohen gezogenen Radius maclit. 

Da die Schwere in verticaler Richtung wirkt und alle Reactionen an der 
festen Axe dureh die Axe gehen miissen, so ist offenbar das Moment aller Kirafte 
um den verticalen Durchmesser NuU. Man hat daher, wenii man die Momente 
um die Verticale nimmt, 

Mk^co -f wia®co sin^d = h 
und nach dem Princip der lebendigen Eraffc 

+ m Fa* (^)*+ sin* e<D*1 = C + ^mga cob 0 . 


Diese beiden Grleichungen reichen zur Bestiimnung von — 
sie auf, so erhalt man 


und <0 Lin. Lost man 


sin® 0 


( dQ\^ 

—j = C + ^7ngacos 6, 


Diese Gleichung lasst sich nicht integriren und 6 kann daher nicht durch t 
ausgedriickt werden Zur Bestinnnung der Constanten h und G muss man die 
Anfangsbedingungen der Bewegung zu Hilfe nehmen. Nimmt man an, 0 sei an- 

j 

fanglioh — 7t und ^ o = a , so ist h=Mk^ci und C= 

Siehe § 352. 

Beisp. 2. Eiae Lamelle von beliebiger Gestalt rollt auf einer vollkommen 
rauhen Geraden unter dem Einfluss keiner KrS,fbe; man beweise, dass die Ge- 

schvnndigkeit v des Schwerpunktes G durch = c® gegeben ist, worm 

T den Abstand des Beruhrungspunktes von G, k den TrSgheitsradius der Lamelle 
fur erne durch G gehende und auf hirer Ebene senkrechte Axe und c eine Con- 
stante bedeutet. 

Beisp. 3. Zwei gleiche BaJken, die sich xun einen durch ihre Schwerpunkte 
gehenden glatten Bolzen drehen konnen und die Gestalt eines X haben, werden 
symmetiisch auf zwei glatte Pfldcke gesetzt, welche in derselben horizontalen 
Linie liegen und deren Abstand 5 ist. Im A nfang der Bewegung sind die Balken 
senkrecht zu einander; man zeige, dass die Geschwindigkeit ihres Schwerpunktes, 

wenn er die Verbindungslinie der Pfldcke erreicht, y ist, worin ^ den 

Tragheitsradius eines jeden Balkens fur eine durch seinen Schwerpunkt gehende 
auf ihm senkrechte Linie bedeutet. 


Beisp. 4. Ein gleichfSrmiger Stab bewegt sich auf einem hoiizontalen Tisch 
um sein eines Ende und treibt einen Massenpunkt vor sich her, dessen Masse 
seiner eigenen gleich ist und der vom Zustand der Ruhe und von einer Lage, die 
dem festliegenden Ende unbegrenzt nahe ist, ausgeht. Man zeige, dass, wenn der 
Punkt die Strecke r langs des Stabes durchlaufen hat, seine Bewegungsrichtung 

ist. 

[Christ’s Coll.] 

Beisp. 6. Eine dunne gleichfbxmige glatte RShre balancirt horizontal um 
ihren Mittelprmkt, welcher festliegt; ein gleichfdrmiger Stab, welcher grade in die 
HOhlua^ der Rdbre passt, wird in eine grade Linie mit der Eshre gebracht, so 
dass die beiden Enden widereinander liegen und alsdann mit solcher horizontaler 
Geschwindigkeit in sie gestossen, dass sein Mittelpunkt nur grade den Mittelpunkt 
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der Rohre erreicbt; man finde unter der Annahme, die Wurfgeschwmdigkeit sei 
bekannt, die Winkelgescb'windigkeit der Rohre and des Stakes in dem Moment, 
in welchem ihre Mittelpunkte zusammenfallen [Matb. "Tnpos ] 


Re suit at. 1st m die Masse des Stakes, m' der Rohre, 2 a kez. 2 a' ibre 
Langen, v die Gescbmndigkeit , mit welcber der Stak gew-orfen wird, ca die ge- 

sucbte Winkelgescbwindigkeit, so ist eo* = 

^ ^ ’ wa®+ma® 


Beisp. 6. Ein elastiscber Faden, der in seinem naturlicben Zustand ekenso 
lang wie ein gleicbfbrmiger Stak ist, wird mit seinen keiden Enden an die Enden 
des Stakes kefestigt und in seinem Mittelpunkt aufgebangt; man keweise mit 
Hulfe der lekendigen Kraft, dass der Stak so lange sinkt, kis die keiden Tbeile 
des Fadens mit dem Horizont einen Winkel 6 macben, welcber der Gleicbung 


0 0 

cotg® — — cotg — — 2w = 0 geniigt, wokei die Spannung des Fadens, wenn er anf 
2 2 

das Doppelte seiner L^ge ausgedebnt wird, n mal so gross, als das Gewicbt ist. 

[Math. Tripos.] 


Beisp. 7. Der Mittelpunkt C eines kreisfkrmigen Rades liegt fest und der 
Rand wird gezwungen, gleicbfSrmig auf einer vollkommen rauben borizontalen 
Ekene so zu rollen, dass die Ekene des Rades mit der Verticalen den constanten 
Winkel a macbt Langs des Umfangs ist ein gleicbformiger glatter Kanal von 
sebr kleinem Querscbnitt eingescbnitten und ein scbwerer Massenpunkt, welcber 
genau in den Kanal passt, kann unter der Wirkung der Scbwere frei in ibm 
gleiten m sei der Massenpunkt, B der Berubrungspunkt des Rades und der 
Ekene; 6 = n die Winkelgesobwindigkeit, mit welcber B die Kreislinie 

auf der borizontalen Ekene kescbreikt; man keweise, dass 

^ cos a cos 0 — -w® cos® a cos® B + Const. 

\dtJ a 

ist, worin a den Radius des Rades kezeicbnet. Annales de Gergonne, Tome XIX, 1860. 

Beisp. 8. Ein regelm*assiges bomogenes Prisma, dessen Normalscbnitt ein 
regebnassiges Polygon von n Seiten ist, roUt eine vollkommen raube schiefe 
Ekene hinak, die mit dem Horizont den Winkel a macbt. Wbd der Radius des 
dem Polygon umscbriekenen Kreises mit a und die Winkelgeschwindigkeit, grade 
ebe die Kante zur Momentanaxe wird, mit oa^ kezeicbnet, so ist 


8 + cos 




gamcc 

asm — 6+^cos — 
n n 


« I « » 

2H-7C0S — 
n 

8 _U cos — 



n—1 


Q I 27r^ 

8 + cos — 
g sm a n 


a sin — 6 4- 4 cos — 
w n 


Das Princip der Aelmliclikeit. 

§ 367. TJnter weleben Bedingungen sind zwei Systeme you Massen- 
punkten, welcte Aufangs geometriscb ahulich sind^ eiuander auch 
mechaniseh. abnlicb, d. h, unter welchen Bedingungen sind die relativen 
Lagen' der Massenpunkte in dem einen System nacb der Zeit t den 
relativen Lagen in dem andem System nacli einer anderen Zeit f stets 
fl bnlip.bj wenn zu ^ in constantem Verhaltniss stebt? 

Mit andern Worten: man mackt ein Modell von einer Masdiine 
und findetj dass es zur Zufriedenheit arbeitet; unter welchen Be^ 
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Kapitel VIE. Lebendige Eraffc. 

dingungen wird eiiie nacli dem. Modell ausgefdhrte Maschine ^bsnso 
zufriedenstellend arbeiten? 

Das Princip der Aebnlichkeit mirde zuerst von N ewton in Prop. 32, 
Sect. Vn des zweiten Bucbes seiner Princijpia aufgestellt^). Der Be- 
Tveis wurde jedocb durch Bertrand in Cabier XXXTI des JbuTHdl 
de V Ecole ^olytecJmiquej 1848 wesentlich verbessert. Er leitet das Tbeorem 
aus dem Princip der virtuellen Arbeit ab nnd vermeidet so die Ein- 
fiiTim-ng der unbekannten Reactionen, mit welcben andre Arten der 
Beweisfuhrung bescbwert sind. Da alle Bewegungsgleichungen sicb 
aus dem allgemeinen Princip der virtuellen Arbeit ableiten lassen, so 
scbeint es am einfacbsten, mit seiner Hiilfe jedes allgemeine Tbeorem 
in der Dynamik zu bebandeln. 

§ 368. (x^ y, z) seien die Coordinaten eines Punktes von der 
Masse m in einem %stem, Welches auf beliebige recbtwinkbge im 
Raum festliegende Axen bezogen wird, und (X, F, Z) die Compo- 
nenten der gegebenen 'bmegmdm Erafte, die an diesem Massenpunkt 
angreifeD. Die entsprecbenden Grossen in dem andem System seien 
durcb dieselben Bucbstaben mit einem Stricb bezeicbnet. 

Das Princip der virtuellen Arbeit liefert daim die folgenden beiden 
Gleichungen 

2 ' 

Offenbar gebt die eine dieser Gleichungen in die andre iiber, 
wenn man X'= jPZ, Y =FYy etc., x' = Ix^ y' = ly, etc., = 
etc., f = ztf etc. setzt, unter 1^ t Constante verst eht und voraus- 
setzt, dass (il = Fz^ ist. In mei geometrisch ahnlichm Systemen 
Jidben wir nur ein AehnlicJikeitsverMliTniss, ndmlidh das der Unearen 
Piniensionen , in swei meckanisch dJmlicJien dagegen noch d/rei weitere 
Verlidlinisse, ndmlidh das der Massm der PimUe, das der Krdfte, 
welche an ihnen angreifen und das der Zeiten, m welchen die Systme 
verglichen werden. Es leudhtet ein^ doss, wenn die dben angegebene 
Bezielmng zwisdlien den vier AehnlichJceitsverJidUnissen hesfeht, die Be- 
wegungen der ieiden Syste^ne dhnlidh sein rmssen. 

Nimmt man also an, die beiden Systeme seien Anfangs einander 
geometrisch ahnlich, die Massen der entsprecbenden Punkte seien 

1) Schon Galilei wirft in seinen Dialogen die Frage auf, wie es komme, 
dass zwei ahuhch construirte Maschinen nicht auch immer ^hnliclie Bewegungen 
zeigen, dass oft eine Maschine im Modell sehr gut ist, wahrend sie im grossen 
Massstab ausgefuhrt, nicht das Gewiinschte leistet. Br findet die Schmerigkeit 
in der YerscMedenheit der Widerstande, welche in beiden Maschinen auftreten. 
(Schell, Mechanik 1870, S. 883.) 
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einander proportional und sie begannen sich in parallelen Ricbtungen 
mit abnlichen Bewegungen und in proportionalen Zeiten zu bewegen, 
so werden sie fortfahren, sich mit abnlichen Bewegungen und in pro- 
portionalen Zeiten zu bewegen, wenn die ausseren bewegenden Krafte 
in jedem System sich verhalten wie 


das Verhaltniss der Massen X dem Verhaltniss der linearen Dimensionen 
(Yerhaltniss der Zeiten)^ 

Da die Componenten der Geschwindigkeit eines jeden Punktes etc. 

sind, so mtissen offenbar in zwei abnlichen Systemen die Geschwindig- 
keiten der entsprechenden Punkte in den entsprechenden Zeiten sich 
das Verhaltniss der linearen Dimensionen 


verhalten wie 


Eliminirt man 


Verhaltniss der Zeiten 
die Zeit aus diesen beiden Beziehungen, so findet man als Bedingung 
der Aehnlichkeit zweier Systems, dass die bewegenden Krafte sich ver- 
halten miissen, wie 

das Verhaltniss der Massen X (dem Verb, der Geschwindigk)^ 
Verhaltniss der linearen Dimensionen 


§ 369- Ueber Modelle. Bertrand bemerkt, dass man beimVer- 
gleichen der Arbeit eines ModeUs mit der einer grossen Maschine 
dafiir sorgen muss, dass alle Krafte im richtigen Verhaltniss stehen. 
Die Gewichte der verschiedenen Theile variiren wie ihre Massen. Daraus 
folgt, dass die Geschwindigkeit, mit der man das Modell gehen lasst, 
der Quadratwurzel aus seinen linearen Dimensionen proportional sein 
muss. Auch die Zeiten, in denen entsprechende Bogen beschrieben 
werden, mussen in demselben Verhaltniss stehen. 

Stehen der Gang des ModeUs und der grossen Maschine in einer 
solchen Beziehung, so gebraucht man auch wohl den Ausdruek ^^mt- 
^echende Geschwindigkeitm“. 

Wirken auch noch andre Krafte ausser der Schwere auf das Mo- 
deU, so miissen sie zu den entsprechenden Kraften der Maschine in 
demselben Verhaltniss stehen, wenn das ModeU der Maschine ahulich 
sein soU. Wenn das ModeU aus demselben Material wie die Maschine 
hergesteUt wird, so variiren die Gewichte der verschiedenen Theile, 
wie die dritten Potenzen der linearen Dimensionen. Die gegebenen 
Krafte mussen daher in demselben Verhaltniss wie die Kuben der 
linearen Dimensionen stehen. Liegt z. B. das ModeU einer Dampf- 
maschine vor, so variirt der Dampfdrack auf den Kolben wie das Pro- 
duct aus dem Flacheninhalt des Kolbens und dem Dampfdruck. Der 
Dampfdrack muss daher bei beiden in demselben Verhaltniss stehen, 
wie die linearen Dimensionen des ModeUs zu dem der Maschine. 

Wenn nun die gegebenen Krafte in den beiden Systemen in dem 
richtigen Verhaltniss zu einander stehen, so nehmen die gegenseitigen 
Reactionen zwischen den TheUen der Systeme von selbst das namliche 
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Verhaltniss an. Denn gibt man dem Princip der virtuellen Arbeit gemass 
die geeigneten VerscMebungen und bildet auf diese Art die Bewegungs- 
gleichungen zur Ermittlung dieser Keactionen, so siebt man leicht, 
dass sie sicb wie die Krafte zu einander verhalten. Da die gleitende 
Reibung wie der Normaldruct yariirt und von den sich beriibrenden 
Flachen unabbangig ist, so steLen diese Reibungskrafte an der Mascbine 
und dem Modell im ricbtigen Verhaltniss. Nicht so verbalt es sicb 
mit der roUenden Reibung. Nacb § 164 variirt die roUende Reibung 
umgekebrt wie der Durcbmesser des Rades und stebt daber bei dem 
Modell in einem grosseren Verhaltniss zu den andem ErafleU; als bei 
der Mascbine. Wenn der Widerstand der Luft dem Product aus dem 
Inbalt der ibm ausgesetzten Macbe und dem Quadrat der Gesebwindig- 
keit proportional ist, so steben diese Widerstande bei dem Modell und 
der Mascbine im ricbtigen Verhaltniss. 

§ 370. Beispiele. Als Beispiel wollen wir das Princip auf den Fall eines 
starren Korpere anwenden, welclier unter dem Einfluss der Schwere um eine feste 
Axe sch-wingt. SoUen die Bewegungen zweier Pendel ahnlicli sein, so miissen sie 
gleiehe Winkel beschreiben; die entsprecbenden Zeiten sind daber den Scbwin- 
gungszeiten proportional. Da die Krafte wie das Product aus Masse und Scbwere 
variiren, so fol^, dass das Quadrat der Scbwingungszeit, wenn ein Pendel einen 
gegebenen Winkel durcbschwingt, variiren muss, wie das Verhaltniss der linearen 
Dimensionen zur Schwere. 

Femer nebme man den Fall eines Massenpunktes, der eine Bahn um ein 
Attractionscentrum beschreibt, dessen Kraft dem Product aus dem reciproken 
Quadrat seines Abstandes und eiaer Constanten ^ gleicb ist. Aus dem Princip 
geht Bofort bervor, dass das Quadrat der Zeitperiode direct wie der Kubus des 
Abstandes und umgekebrt wie ^ variiren muss. Es ist dies das dritte Kepler’scbe 
G-esetz. 

Beisp. Man soil die Durcbbiegung einer Brucke von 15 m Lange und 
100 Tonnen (a 1000 kg) Gewicbt, wenn eine Mascbine, die 20 Toimen wiegt, mit 
der Gescbwindigkeit von 64 km in der Stunde uber sie fabrt, durcb Experimente 
feststellen, welcbe an einem Modell der Brucke gemacbt werden, das 1,6 m lang 
ist und 2,8 kg wiegt. Man finde das Gewicbt des Modells der Mascbine und 
nebme an, das Modell der Brucke sei so steif, dass die statiscbe Durcbbiegung in 
der Mitte unter dem Modell der Mascbine ein Zebntel derjenigen der Brucke 
unter der Mascbine selbst betragt und zeige, dass dann die Gescbwindigkeit des 
Modells der Mascbine etwa 5,6 m in der Secunde sein muss. [CoU. Exam. 1887.] 

§ 371, Fronde’s Theorem. Froude benutzte bei seinen Versucben zur Be- 
stimmung des Widerstandes, den die Scbifte finden, kleine Modelle und bediente 
sicb dabei der folgenden Regel; Wenn die linearen Dimensionen ernes ScMffes 
fhmal so gross als die des Modells sind, die mittleren Dichtiglceiten dagegen gleich 
und der hei der GreschwindigJceit V gemessene, dem ModeU geleistete Widerstand B 
istj dawn fmdeb bei der entsjprechenden Geschwindiglceit, ndmlich VYn, das Schiff 
den Widerstand Bn^. 

Da Scbiff und Modell Ubnlicb und von gleicher mittlerer Diobtigkeit sind, so 
Bind die linearen Dimensionen der untergetaucbten Tbeile wie n zu 1 Die Wider- 
stSnde, welcbe abnlicbe KOrper in tiefem Wasser finden, variiren, wie man ge- 
funden bat, nabezu wie die Quadrate der Gescbwindigkeiten, multiplicirt mit dem 
Inbalt der benetzten FlS.chen, d, b. wenn die Gescbwindigkeit des Schiffes w"-mal 
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so gross als die des Modells ist, so atekeii die Widerstande in dem Yerhaltniss 

: 1. Die Widerstande mussen nun in demselben Yerhaltniss stehen, wie die 
iibrigen sioh entsprechenden Krafte, d. h es muss sein nach § 369. 

Mithin ist n' = f/w und verhalten sich die Widerstande wie zu 1. 

Der Widerstand wird hauptsachlich dadurch hervorgerufen , dass das Schrff 
Wellen erzeugt, die sich bestandig von dem Schiff wegbewegen Weniger Wider- 
stand erzeugt die Reibung zwischen Schiff und Wasser Beide sind hier in grober 
Annaherung zusammengefasst , mdem das Gesetz benutzt wurde, wie es sich aus 
den Yersuchen ergibt. Yergl. White, Manual of Nau Architectwi e , III Aufl , 
London 1894; libersetzt von Schlick und von Hiillen, Leipzig, 1879 


§ 372. Savart’s Theorem. In dem 29. Band der Annales de Chimie 
(Paris, 1825) beschreibt Savart zahlreiche Yersuche, die er mit ahnlichen, Luft 
enthaltenden G-efassen anstellte, die T5ne von verschiedener Hbhenlage erzeugten. 
Er leitete aus ihnen das folgende allgemeine Gesetz ab: 

W&m, Luffmassen in zwei ahnlichen Gefdssen enthalten sind, so ist die Ansahl 


der Schwingungen in einer gegehenen Zeit fd.h die Sohe des erzeugten Tones) den 
linearen Dimensionen des Gefdsses umgekehrt proportional 

Dieses Savart ’sohe Theorem ergibt sich unmittelbar aus dem Princip der 
Aehnlichkeit. Theilt man die ahnlichen Gefasse in sich entsprechende Elemente, 
so sind die Bewegungen dieser Elemente einander ahnhch, wenn die Exafbe 
Yerhaltniss der Masse x Yerhaltnisse der linearen Dimensionen 


varuren wie 


(Yerhaltnisse der Zeiten)® 


Nach dem Mariotte’schen Gesetz variirt aber die Kraft zwischen zwei Elementen, 


wie das Product aus der Beruhrungsflache imd der Dichtigkeit Die Schwingungs- 
zeiten der entsprechenden Luftmassenpunkte mussen daher variiren wie die linearen 
Dimensionen des Gefasses. 


Der Erste, der eine Erklainmg des Savart’ schen Gesetzes gab, war Cauchy. 
Er zeigte in einem an die Academie der Wissenschaften im Jahre 1829 geriohteten 
M^moire, dass es sich aus der linearen Eigenschaft der Bewegungsgleichungen 
ergebe. Er verweist auf die allgemeinen Bewegungsgleichangen der elastischen 
KSrper, deren Massenpunkte nur wenig verriickt werden, auch wenn die Elasticitat 
in verschiedenen Richtungen verschieden ist Diese Gleichungen, die dazu dienen, 
die Yerruckungen (|, tj, f) eines Massenpunktes durch die Zeit t und die Coordi- 
naten (ic, z) auszudrucken, sind von zweierlei Art. Die erne bezieht sich auf 
alle Punkte im Innem des elastischen KSrpers, die andre auf alle Punkte seiner 
Oberfl'^ohe. Man findet sie in jedem Lehrbuch der Elasticitatstheorie. Aus den 
Gleichungen ergibt sich, dass sie auch dann noch gelten, wenn man 17 , f, a;, y, z^ t 
durch ^1, hri, hS, kx, ky, kz, kt ersetzt, unter k eine Constants verstanden, 
vorausgesetzt, dass man auch die besehleunigenden Krafte im Yerhaltniss von k 
zu 1 verandert. Sind daher die besehleunigenden Krafte Null, so reicht es aus, 
die Dimensionen des elastischen KSrpers und die Anfangswerthe der Yerruckungen 
in dem Yerhaltniss von 1 : ^ zu vergrSssem, damit auch die allgemeinen Werthe 
von 1, 97 , £ und die Schwingungszeiten in demselben Yerhaltniss variiren. Daraus 
leiten wir Cauchy’s YeraUgemeinerung des Savart’ schen Gesetzes ab, namlich: 

Weim wir die Sohe des von einem Kdrper, einer Platte oder einem elastischen 


Stab ausgehenden Tones durch die AnzaM der m de/r Zeitemheit hervorgebrachten 
Schwmgimgen messen, so variirt die Sohe umgekehrt wie die linearen Dimensionen 
des Korpers, der Platte oder des States, vorausgesetzt^ dass seine sdmmtlichen Dimen- 
sionen in einem gegebenen VerMltniss geandert werden. 


§ 373. Imaginare Zeit. Die Bewegungsgleichungen eines Systems werden 
in die eines ahnlichen Systems durch MultipIiGation der Krafte, Langen, Massen 
und Zeiten mit den Constanten JP, Z, ft, r und dadurch iibergefflhrt, dass man 
g>l = setzt. Es ist jedoch mbglich, dass die Systeme nur eine analytische 
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Aelmlicblieit bieten, deim ist F negativ und I positiv, so wird das YerLaltaiiss 
der entsprechenden Zeiten imaginar. Der Wechsel des Vorzeicbens von F ist 
selbstverstcindlich. der Umbehrung der Biclitimg aller gegebenen Kraffce aq^uivalent. 

Man nekme zum Beispiel die Bewegnng eines einfacben Pendels, welckes von 
der Rube ausgebt Der Wmkel, den der Faden zur Zeit^ mit der Yerticalen macbt, 
kann durch ein elliptiscbes Integral ansgedriickt werden, welcbes zweiPerioden 4^ und 
4 1^' i/— i hat , von denen die zweite wahrend der Bewegung keine Bedeutung 
hat. Setzt man t' = i]/— 1, so gibt die letztere die Periode von t' an, namlicb 
die des Pendels, wenn die Schwere aufwSrts gericbtet an ibm angriffe. Appell, 
vber eine Interpretation der maginaren Wertke der Zeity Comptes Bendus, 1878, 
Bd, 87, S. 1074. Painleve, Legons etc., d%ff. de la Mecanigue, 1896, S 226. 


§ 374. Die Theorie der Dimensioneii. Man kann diese Resxdtate 
auch aus der Theorie der Dimensionen ableiten. Legt man die Be- 

-rr d/^ (Xj 

zeichnimg des § 332 zu Grrande, so wird die Kraft F duroL. m 

gemessen. Wir konnen daker den allgemeinen Satz aufstellen, dcuss 
die dynamischen Grleichungen derart sein mitssen, doss in alien GUedem 
der Raum in derselben Potent auftreten muss, ebenso die Zeit und die 
Masssj wenn man annimmt, die Dimensionen der Eiraft seien 

Masse X Baum 

Um zn zeigen, wie sich der Satz gekrauchen lasst, wollen wir ika 
auf ein einfaclies Pendel von der Lange I anwenden, das imter dem 
Einfluss der Sckwere stekt und dessen Sckwingungen die Amplitude cc 
kaken. m sei die Masse des Massenpunktes, F die bewegende Erafb 
der Sckwere; dann kann die Sckwingungsdauer x nur eine Function 
von F^ I, m und a sein. Diese Function werde in eine Reike von 
Potenzen von F, I und m entwiekelt, so dass 

X *= FAFPUm^ 


ist, worin A, als eine Function von cc allein, eine Zakl bedeutet. Da 
t im Raum keine Dimensionen kat, so ist ^ + S = 0? 't ist femer 
in der Zeit von einer Dimension, daker — 2p = I 5 sckkesslick ist x 
von keiner Dimension in der Masse, also jp -f- = 0 . Daraus folgt 

jp — — q _i ujii (Ja sowohl p als als y nur einen Wertk 


kaben, so kat die Reike nur ein Glied. Daraus folgt, dass bei einem 
eiafacken Pendel x = A“y^ ist, worin A eine unbestimmte Zakl 


bedeutet. Sieke auck § 370. 


Beisp. 1. Ein Massenpunkt bewegt sich in einem Mittel, dessen Wider- 
stand vrie die Oeschwindigkeit variirt, vom Zustand der Ruke aus naob einem 
Kraffccentrum kia, dessen Anziehung dem Abstand proportional ist^ man zeige 
mit Hiilfe der Tbeorie der Dimensionen, dass die Zeit, die er gebrauokt, um das 
Kraftcentrum zu erreichen, von seiner Anfangslage unabbSngig ist. 
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Beisp. 2 Ein Massenpunkt bewegt sich von der Eulie aus in luffcleerem 
Raum nacli einem Kraffccentrum kin, dessen Anziehung nmgekekrt wie die Potenz 
des Abstandes variirt; man zeige, dass die Zeit, die er gebrauckt, mn das Eraffc- 

centrum zu erreicken, wie die ?“ te Potenz des Anfangsabstandes des Massen- 
punkfces variirt. ^ 


Die Clansitts’sclie Theorie der stationS-ren Bewegung. 

§ 376. Man bestimme die mittlere lebendige Kraft eines Systems materieller 
Fmikte, das sick in staUondrer Bewegung befindet. Clausius, Fogg. Anncdm, 
141, 1870. 

Stationar wird Mer jede Bewegong genannt, bei welcher sick nickt die Punkfce 
von ikrer urspriinglichen Lage inuner weiter entfemen und die Geschwindigkeiten 
sick nickt bestandig in derselben Ricktung andem, sondem bei der sick die Punkte 
in einem begrenzten Raum bewegen und die Gesckwindigkeiten nur innerhalb 
bestimmter Grenzen fluctuiren. Yon dieser Art sind alle periodiscken Bewegungen, 
wie die der Planeten um die Sonne, die Sckwingungen elastiscker KOiper und 
femer jene unregelmassigen Bewegungen, wie sie den Atomen und Molekulen 
eines Kbrpers zur Erklarung seiner Warme zugesckrieben werden. 

seien die Coordinaten eines Punktes in dem System und seine Masse 
sei m; X, T, Z seien die Componenten der an dem Punkt angreifenden Krafte. 
di^x 

Es ist dann m = X Durck einfacke Differentiation erkalt naan (§ 286, 
Beisp. 4) ^ 


und daker 


+"*-3r 

m (dxY _ 1 ^ , w 


Man integrire diese Gleickung iu Bezug auf die Zeit von 0 bis t und dividire das 
Integral durck es wird dann 

fi/b'"— {^- [^D • 

0 0 

wobei der Index 0 an einer Grosse bedeutet, dass ikr Anfangswertk zu nekmen ist. 
Die linke Seite und das erste GKed auf der reckten Seite der Gleickung 

sind offenbar die mittleren Wertke von ^ (^) wakxend der Zeit t 

Bei periodiscken Bewegungen kann die Zeit t als Dauer einer Periode angenommen 
werden, bei unregeknassigen Bewegungen dagegen (und wenn man will auok bei 
periodiscken) kat man nur zu beackten, dass die Zeit t im Yerkaltniss zu den 
Zeiten, wSkrend welcker sick der Punkt in derselben Ricktung in Bezug auf 
irgend eine der Ricktungen der Coordinaten bewegt, sekr gross ist, so dass im 
Yerlauf der Zeit t viele Aenderungen der Bewegung vorgekommen und die obigen 
Ausdrucke fur die mittleren Wertke kinreickend constant geworden sind. Das 
letzte Glied auf der reckten Seite wird, weim die Bewegung periodisck ist, am 
Ende jeder Periode Null. Ist dagegen die Bewegung nickt periodisck, sondem 
Sndert sick unregelmEssig, so wird der in der Klammer eingescklossene Pactor 
nickt so regelm^ssig Null; jedock kann sein Wertk mit der Zeit nickt bestSndig 
wacksen, sondem nur zwiscken gewissen Grenzen fluctuiren und der Divisor 
mit dem das Glied bekaffcet ist, muss es dementspreckend fur sekr grosse Wertke 
yon t versckwindend Hein macken. Dasselbe gilt ftir Bewegungen, die den andem 



334 Kapitel Vn. Lebendige Kraft 

Coordinaten parallel sind Addirt man daher die Kesultate far jeden Punkt, so 
erhklt man, wenn » die Geschwindigkeit des Massenpuntbes m bedeutet, 

der mittlere "Werth von j Smv^ mittlerem Wertb von jS{Xx-\-Yy->r Zz) 

Der Mittelvrerth von - ^ Z{Xx-\- Ty + Zz) ist von Clausius das Final des 

Systems genannt worden Danach lS.sst siob sein Theorem so aussprecben: Die 
miHiere lebendige Kraft des Systems ist seinem Vtrkd gleich. 


§ 376 Der Anwendung des Satzes auf die meokajiisohe Warmetheorie scMcken 
w voraus, dass jeder Kdrper als ein System sich bewegender Massenpunkte an- 
zusehen ist. So weit es unsem Satz angeM, konnen die Massenpunkte durcnaus 
belielDige Bahnen besckreiben und jeder kann an dem andem beUebig nake vorbei- 
<rehen. Da aber Uer Zusammenstdsse nicht in Eecbnung gezogen sind, so muss 
man entweder annehmen, die Punkte wden von einer thatsacblichen Bertihrung 
durch Starke Abstossungskrafle bei grosser Annaberung zuruckgebalten, oder, was 
auf dasselbe binauskommt, sie seien voUstSndig elastiseh, so da^s die gesammte 
lebendige Kraft durch Zusammenstosse nicht alterirt wird 

Die an dem System angreifenden Krafte bestehen im AUgemeinen aus zwei 
Theilen. An erster Stelle iiben die Blemente des KBipers Anziehungs- oder 
Abstossungskrafte aufeinander aus imd dann konnen auch Eififbe von aussen her 
angreifen. Das Tirial besteht daher aus zwei Theilen, welehe das im^e und 
dmsere Final heissen. Eben ist gezeigt worden, dass die mitthre lebendige Kraft 
der Summe der beiden Theile gleich ist. 

Ist (p (r) das Abstossungsgesetz zwisohen zwei Punkten, deren Massen m und 


sind, so hat man 

Xa - 1 - X’x' = — qp(r) _~ x ■ 


, ^ X — x' , , N (*’ — 

TjW -7— ^ — r 


und, wenn man fttr die beiden andem Coordinaten die entsprechenden Gleichungen 
bildet, so wird das innere Virial — ^ Z{Xx -j- Yy -f- Zz) = — »' 9 > W > 'worin 

2 die Summirung fdr die zu je zweien zusammengenommenen Massenpunkte 

angibt _ _ . 

Das Yolumen vergrSssere sick und das System bleibe dabei sick selbst akulick. 
Jedes r wird jetzt so yergrSssert, dass dT = ist, wobei ^ eine unendlick kleine 
GrSsse bedeutet. let W die Arbeit der inneren Abstossungen, so kat man 
£g3(r)pr. Ist V das Volumen des Kfirpers, so wird dF= 3 j 3 F. Baker 

— 2?lr9(r) = —~Y einen andem Ausdruck fiir das innere 

Virial, wenn man unter W die miMlere Arbeit yerstekt. 

Was die ilusseren Krafte angekt, so kommt am kaufigsten der Fall vor, 
dass auf den Kbrper ein gleickmassiger Drnck normal zu seiner Oberflacke wirkt. 
Bedeutet 53 diesen Brack, da ein Element der OberflSicke, I den Cosinns des 
Winkels, den die iN’onnale mit der a; -Axe macht, so ist 


xplda = vdydz. 


Verstekt man unter F das Yolumen des KOrpers, so ist dies dasselbe wie yj^F 
und daker das ganze tosere Virial yi^F. 

Nekmen wir an, ein Gas sei aus Massenpunkten zusammengesetzt, wie wir 
sie hier besckrieben kaben, von denen sich jeder in Bewegung befindet, die aber 
nickt auf einander einwirken und die in dem umscbliessenden GefSiSS gleickmSiSsig 
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verfcheilt sind. Aus iinserm Satz folgt — Der resultirende stetige 

Druck "welcber durch den Anstoss der Molekule an die umscliliessende Ober- 
flacbe bervorgebracbt wd, ist daber, auf die Flacbeneinbeit bezogen, ein Drittel 
der lebendigen Xraffc der Massenpimkte, welcbe eine Volumeneinbeit einnebmen 

Der Leser, welcber sicb fur den Gegenstand interessirt, wird anf die Applir- 
cations of dynamics to physics and chemistry von Prof. J J. Thomson, 1888 
verwiesen (Deutscb erscbienen im Jabr 1890, Leipzig.) 

Beisp. 1 Man zeige, dass das Virial eines Krafbesystems von dem Coordi- 
natenanfang iind der Ricbtung der Axen, die recbtwinklig vorausgesetzt werden, 
unabbangig ist. 

Der Beweis der ersten Bebauptnng ergibt sicb daraus, dass bei stationarer 
Bewegung = 0, etc Der fcir die zweite folgt aus der Gleicbung 

-|“ Yy Zz = It Q j 

worin It die Eesultante von X, Y, Z und g die Projection des Radius vector auf 
die Ricbtung von B bedeutet. 

Allgemeine Satze ttber Momentankrafte. 

§ 377. Die allgemeine Gleichnng der virtuellen Arbeit y, z) 
seien die Coordinaten eines Massenpunktes m und (X, F, Z) die 
Componenten der auf ikn einwirkenden Momentankraffce in der Ricbtung 
der Axen. {u, w') seien die Componenten der Q-escbwindig- 

keit des Massenpunktes in denselben Eicbtungen grade vor und grade 
nach dem Stoss. 

Werden die Bewegungsgrossen m{u' — u), m{v' — m{ui — w) 
fiir jeden Massenpunkt umgekebrt^ so steben sie im Gleicbgewicbt mit 
den Momentankraffcen Mitbin erbalt man nacb dem Princip der vir- 
tuellen Arbeit 

Xm{(u' — u)dx-\- {v' — v) Sy -f- (w' — w) dz] = Z{Xdx + YSy + 

worin 8x, 8y^ 8z kleine willkurlicbe Verscbiebungen des Massen- 
punktes m sind, die sicb mit den geometrischen Bedingungen des 
Systems vereinigen lassen. 

Dies ist die allgemeine Gleicbung der virtuellen Arbeit; wir werden 
weiter unten seben, dass sicb die auf den Stoss folgende Bewegung 
des Systems aus ibr ableiten lasst. Fiir den Augenblick bescbaftigen 
wir uns nur mit solcben allgemeinen Eigenscbaften der Bewegung, die 
sicb aus dieser Gleicbung durcb geeignete Wabl der willkiirlicben 
Verscbiebung ergeben. 

§ 378. Carnot’s erstes Theorem^), Wir woUenzuerst annebmen, 
es seien nur solcbe Momentankraffce vorbanden, die durcb die Actionen 
und Reactionen der Korper, welcbe das System bilden, bervorgerufen 
werden. (Es mogen z. B. zwei Korper widereinander stossen oder zwei 
Punkte plotzlicb durcb einen unelastiseben Faden verbunden werden.) 
Dann befinden sicb diese gegenseitigen Actionen und Reactionen im 

1) C2i>xuot^Pnn(dpesfondaimntaitxdeV4guilihreetdumom€mevi!t. Paris, 1803. 
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Gleiclige-wiclit und die Summe ilirer Tirtuellen Arbeiten ist fOr alle 
Yerriickungen, welcbe den Abstand zwischen den Massenpunkten, die 
aufeinander wirken, nicht andem, gleicb Null. Nimnat man an, die auf- 
einanderstossenden Korper seien unelastiscb, so haben grade nach dem 
Zusammenstoss die Punkte der beiden Korper, die aufemander treffen, 
keine Trennungsgeschwindigkeit normal zur gemeinschaftlicben Flacne 
der Korper. Nebmen wir daher als wiUkiirlicbe Yerruckung die 
tbatsacblicbe Yerruckung des Systems wabrend der Zeit dt grade nacb 
dem Zusammenstoss, so wird die Summe der virtuellen Arbeiten 
der Momentankrafbe Null. Setzt man daber dx = u'dt, dy = v St, 
Sg = w8t, so ist 

r «»[(«' — «) m' + (v' — »)«'-{- — w)uf\ = 0. 

-h w'^) = Zmiuv! + 

Oder in anderer Grestalt 

w^) — Zm(u^ = 

_ — Um[{u' — uY + ip — — ^)^- 

MitUn geht hei dem Zusammenstoss unelastischer Korper stets lehendige 
Kraft verlore^i. Dies ist der erste Theil von Carnot^s aUgemeinem 
Theorem. 


§ 379. Verallgememernng des CarKot^schen Theorems. Man 
beachte, dass Carnot’s Beweis nicht ausschliesslieh fiir Zusammen- 
stosse ^t, sondem fiir alle Momentankrafte; die in der Gleichung der 
virtuellen Arbeit, als auf die folgende Yerruckung verwendet, nicht 
auftreten. JEin System Icann sich auf beliebige Art bewegen und mm 
Tzann pWtdich 7 zem Zwangsbedingwngen oder geometrische Beziehmgen 
einfilhren, durcli welche einige Massenpunkte ge^wungen werden, eine neue 
Bahn eimuschlagen. Die Momentankrafte, welche diese Aenderung der 
Bewegung hervorrufen, besitzen die IsTatur von Reactionen und bei 
der folgenden Bewegung sind ihre virtuellen Arbeiten Null. Es ergibt 
sich daher, dass ld>endige Kraft verloren geht und dass der Betrag der 
verlormen lebendigen Kraft der lebendigen Kraft der relatives Bewegung 
ghichkommt Dies wird auch zuweilen das Bertrand’sche Theorem 
genazmt. 


§ 380. Carnot’s zweites Theorem. Wir woUen weiter annehmen^ 
eine Explosion fande in einem Korper des Systems statt. Dann be- 
wegen sich irgend zwei Massenpunkte, welche im BegrijBf sind sich zu 
trennen, grade vor dem Stoss so, dass die virtuellen Arbeiten ihrer gegen- 
seitigen Actionen gleich und entgegengesetzt sind, grade nach der 
Explosion braucht dies aber nicht der Pall zu sein. Wir setzen daher 
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jetet 8x = udt, 8y = v8t, S^ = w8t und erhalten aus der Gleichung 
der virtuellen Momente 

Sm\(u' — u)u (v — v)v (w' — w)w] = 0^ 

Oder in anderer Form 

Um(u^ + + ^"0 — 2m(u^ + = 

Zm[{u' — uy + (v — vf + (^' — wf\ 

Daher wird im Fall einer Explosion stets lehendige Kraft geivonnen. 
Dies ist der zweite Theil des Carnot’schen Theorems. 

Carnot’s drittes Theorem. DieKorper des Systems sind Tollkommen 
elastisch. Stossen zwei elastische Korper aufeinander, so besteht die ganze 
Wirkung aus zwei Theilen^ einer Compressionskraft, als ob die Korper 
unelastisch waren, und einer Restitutionskraft von der Natur einer 
^Explosion. Die Umstande der beiden K!rafte sind gleich imd einander 
entgegengesetzt. Daher wird die bei der Compression verlorene lebendige 
Kraft genau durch die bei der Restitution gewonnene aufgewogen. Dies 
ist der letzte Theil des Carnot’schen Theorems. 

§ 381. Als ein Beispiel zu dem Carnot’schen Theorem wollen wir das 
Problem des ballistischen Pendels, das schon in § 124 besprochen wurde, anfuhren. 

Vor dem Zusammenstoss ist das Pendel in Rube und hat die Kugel die Ge- 
schwindigkeit die lebendige Kraft ist daher ywi?®. Nach dem Zusammenstoss be- 

wegen sioh Kugel und Pendel zusammen und ist die lebendige ELraft —(Af w^*) o*. 

Um die lebendige Kraft der relativen Bewegung zu finden, bemerke man, dass 
(1) die Geschwindigkeit der Kugel von vm im iibergegangen ist und ihre Richtung 
um den Winkel ^ sich gedreht hat; die lebendige Kraft seiner relativen Bewegung 
ist daher Y CO* 4“ — 2 i co cos p); dass (2) die Winkelgeschwindigkeit des 

Pendels sich von 0 in oo verwandelt hat und daher die lebendige Kraft der rela- 
tiven Bewegung ist. Man erhalt nach dem Carnot’schen Satz 

mv^ — (ArZ;'*4- mi*) o* == m(i*o*-|"^* — 2ia)t?cosp) -j- MJc^m^ 

Oder reducirt mvi cos § = + ^*) co , 

womit die Anfangsbewegung nach dem Stoss gefunden ist. Verschiedene Beispiele 
for die Anwendung des Carnot’schen Theorems findet man in Appell’s Cows 
de M6camgue^ II, Paris, 1896, S. 496. 

§ 382. Drei Fomen der Gleichnng der virtnellen ijbeit. Wir 
woUen jetzt die allgemeine Gleiehung der virtueUen Arbeit fiir ein 
unter der Wirkung beliebiger Momentankrafte sich bewegendes System 
wieder aufuehmen. Wir haben eben gesehen, dass es zwei Verriickungen 
gibt, die man mit Vortheil als willkurhche Verruckung wahlen kann. 
Die eine fallt mit der Bewegung grade vor, die andre mit der grade 
nach der Wirkung der Momentankrafte zusammen. Die Gleichungen 
kann man schreiben 

Em\{u' — w)w — w^w"] = E(Xu Yv -\~Zw), 

— w) w + ip' — ( 3 ^' — = E(Xu' + Ky'-f* ZiF). 

Bouth, DTnamik. I. 22 
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Ausserdem gibt 6s aber noch Tiele Terschiedene Bewegungen, 
welche geometrisch. moglich sind. (u", v", w") seien die Componenten 
der Geseliwiiidigteit des typischen Massenpunktes m fiir irgend erne 
dieser mogliehen Bewegungen. Man kann dann setzen dx = u 8t, 
8y = v"8t, 8s = w"8t und erkalt 

2:,n [(«' _ m) u" (v — v) v" + (w' — w) «c"] = ^(Zm" -f Tv" + Zw"). 

Diese Gleichung enthalt die beiden firdberen Palle als Specialfalle. 

Diese moglicbe Bewegung batte man von dem Anfangszustand 
aus durcb die Anbringung geeigneter Momentankrafte erzeugen konnen. 
Die letzteren mogen durcb X', T, Z' dargesteUt werden. Alsdann -wird 
mittelst dieser Ejraffce der Zustand , v") w ) die tbatsacblicbe folgende Be- 
wegung und unsre friibere folgende Bewegung wird eine blosse Variation 
derselben. Bs lassen sicb auf diese Art drei weitere Gleicbungen auf- 
stellen, die man durcb Vertauscbung von (u, v , w') mit (m", v' , w"\ 
und von (X, T, Z) mit {X\ T, Z') aus den friiberen erbalt. 

Aus diesen Gleicbungen ergeben sicb versobiedene allgemeine Satze. 
Urn jedocb die analytiscbe Untersucbung moglicbst einfacb zu gestalten, 
woUen wir eiue einfacbe Bezeicbnungsweise einfiibren. 

§ 383. Eine geeignete Bezeicbnungsweise. T sei die an^nglicbe lebendige 
Kiaft des Systems. T' sei die lebendige Kraft nacb der Anbringung einer Gruppe 
von MomentankrSiften, die wir als die Gruppe A bezeichnen wollen und ^e 
resultirende Bewegung moge die Bewegung A beissen, T sei die lebendige 
Kraft irgend einer mSglicben Variation dieser Bewegung, welcbe wir die Bewegung 
B nennen wollen, und die ErUfte, welcbe sie erzeugen, seien die Krafte B. Wir 
baben auch die lebendige Kraft der relativen Bewegung irgend zweier von ihnen 
nBthig. Ninunt man z. B. die beiden ersten und drbckt die lebendige Kraft der 
relativen Bewegung durcb aus, so ist 

2i?„ = — «)* + (o' — o)* + (w' - w)*] = 

2 T' -f 2T — + vv' + wto'), 

daher 

4" 4- 'iow') = T T' — i?oi - 

Ebenso ergibt sicb^ wemi man die lebendigen B^rafte der librigen relativen Be- 
wegnngen und R^^ nennt, 

4" 4“ = T T*' — Rq^^ 

4" ”i" w'w") = ^^^*4" . 

Die Accente der T auf der recEten Seite und die Indices der R entsprechen 
daiier in alien drei Gleicbungen den Accenten auf der linlcen Seite. 

Die drei Gleicbungen, 'welcbe in § 382 aus dem Princip der TirtueUen Arbeit 
abgeleitet vnirden, lassen sicb daber sobreiben 

T'— T—R^i = virfc. Arb. der Kraffce A bei der anfeiglicb gegebenen Bewegung, 
X ' — jT + — virt. Arb. der Erafbe A bei der Bewegung J., 

T — T — 4- JSoa = Eraffce A bei der Bewegung B, 

wobei der Divisor dt auf der recbten Seite der Eurze balber weggelassen wurde. Man 
kann statt dessen auch sagen, die recbten Seiten driickten die Gescbwindigkeit aus, 
mit welcber die Er3ifce A bei den bezuglicben Bewegungen Arbeit verricbten oder 
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aucb die rechten Seiten dmckten die Sununen der Producte, die man dnrcli 
Multiplication einer jeden E^raft mit der Componenten der Geschwindigkeit ilires 
Angriffspunktes in der Riclitung der Kraft erhalt, fiir die betreffende specielle 
Bewegung aus 

§ 384. Die dnrci Momentankrafte erzengte Aenderung der lefeendigeu 
Kraft. Durch Addition der beiden Gleiclmngen des § 382 

2m(u — u)u ‘ = ZXu + ■ • ' ; 

Zm{u — w) = XXu' 

erhalt man 

2m(u^ — ‘ = I]X(tt "|- ^t) 4“ * ‘ • • 

Da die linke Seite die Differenz zwischen der lebendigen Eraft vor 
und nach der Wirkung der Stosskraffce ist, so gelangen wir zu dem 
folgenden Theorem: Wenn Momentankrafte auf ein sicli h&wegmdes 
System wirken, so ist die Aenderung der lebendigen Kraft der Summe 
der Producte gleich, welche man durch Multiplication einer jeden Momentan- 
kraft mit dem miUleren Werth der Componenten der Oeschwindigkeiten 
iJires Angriffspunktes grade vor und grade nach der Wirk/ung der Momentan- 
kraft in der Bicktung dieser Kraft erhalt Ein anderer Beweis dieses 
Theorems fiir den Fall eines eimelnen Korpers ist in § 346 gegeben 
worden. 

§ 385. Die lebendige Kraft der relativen Bewegung. Durch 
Subtraction erhalt man aus den beiden Gleichungen des § 382, namlich 

Xm{u' — u)u = XXu + ■ • • , 

2]m(u' — u)u ‘ = SXu' 
die Gleichung 

Xm{y( — -[-••• = XX{^ — w) + • ■ • • 

Wenn daher Momentcmkrdfte auf ein sich ieuoegendes System wirken, so 
ist die lebendige Kraft der relativen Bewegung der Summe der Producte 
gleich, welche mom durch Multiplication einer jeden Momentankraft mit 
dem halben Ueberschuss der Componente der Geschwindigkeit ihres Angriffs- 
punktes grade nach iiber die grade vor der Wirkung der Momentankraft 
in der Bichtung dieser Kraft erhalt, 

§ 386. Zwei verschiedene Arten von Stossen lassen sich vorstellen; 
(1) kann man sich denken, gewisse Punkte des Systems wiirden plotzlich 
ergriffen und gezwungen, sich mit gegebener Geschwindigkeit in einer 
vorgesehriebenen Art zu bewegen, wie in § 288; (2) kann man an- 
nehmen, gegebene Momentankrafte wirkten auf gewisse Punkte wie in 
§ 306. In dem ersten Fall sind die resultirenden Verschiebungen der 
Angriffspuntte der Momentankrafte X, Y, Z gegeben, die Momentan- 
kraffce selbst dagegen unbekannt. In dem letzteren sind die Momentan- 

22 * 
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kraffce Xj Z gegeben, dagegen die Verschiebungen der Angrififs- 
punkte nicbt bekanat. Oder aucb im ersten Fall ist der Zwang ge- 
geben^ im zweiten die Momentankraffce. Wir ■wollen sie nacbeiaander 
untersucben. 

Der Zwang sei gegeben. Dem System mogen zwei Terscbiedene 
yirtuelle Yerscbiebungen gegeben werden, welcbe sicb beide mit den vor- 
gescbriebenen Bedingimgen vertragen. Die eine von ihnen babe die 
Eiicbtung der tbatsacbbcben Bewegung; es ist dann 

Xm(u' — w) w' + • • • = XXu + ■ • • ; 

worin auf der recbten Seite u', v, V) den vorgescbriebenen Ver- 
scbiebimgen der Angriffspunkte der Momentankraffce proportional sind 
und auf der linken Uj w den tbatsacbbcben Yerscbiebungen des 
Massenpunktes m. 

Die zweite Yerscbiebung moge die Ricbtung irgend einer geo- 
metriscb mogbcben Bewegung des Systems baben; dann ist 

2m(u — u)u' -f- • . • = ZXv! + • • •, 

worin w' die Componenten der Gescbvrindigkeit des Punktes m 

bei dieser bypotbetiscben Bewegung, die Factoren von X, Yy Z auf 
der Recbten aber die narobcben wie zuvor sind, weil die Bewegungen 
der Angriffspunkte vorgescbrieben sind. Man erb^t daber 

Xm(u' — ««) w' + ■ • • — I]m(u' — u)u" • 

und daraus 

-j- • • • + Xm{u' — u'y -!-•.• = Zm(u" — -f- • • • . 

Jede dieser Summen ist die doppelte lebendige Kraffc einer relativen 
Bewegung. Stellt man sie durcb dar (§ 383), so 

ergibt sicb 

-®01 " f ” -^2 = -^02 • 

Daraus folgt, dass B^ grosser als B^^ ist. Wenn daher Momentan- 
Icrdfte atif ein sicli hewegmdes System wirken und die Verschiebungen der 
Angriffspunkte in der Zeit dt vorgescbrieben sind, so ist die thatsdcMiche 
Bewegung derart, dass die lebendige Kraft der relativen Bewegung vor- 
her und nachher hleiner isty als wenn das System irgend emen ande/m 
Weg nahme. 

§ 387, Kelvin’s Theorem. Gebt das System vom Zustand der 
Rube aus, so sind die durcb Uy Vy w dargestellten Gescbwindigkeiten 
Null. Ma n erbalt dann, wie in dem letzten Paragrapben, 

Xmu'^ = Xmuu" -4- . - . ; 

daber 

Xmu'^ [- 2m{u" — u')^ — Emu!'^ + • - • . 

Bezeicbnet man, wie in § 283, die lebendige Knaft der tbatsacbbcben 
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Bewegung nach dem Stoss mit T\ die der hypothetischen Bewegung 
mit T\ der relativen mit so wird die Grleichung 

Befindet sich mitliin ein System in Eiilie nnd wird diirch Stosse 
Oder Schldge auf gegeh&ne Punlcte so in Bewegung gesetst, dass die Be- 
wegungen dieser Punkte vorgeschrielen sind, dann ist die lebendige Kraft 
der nun folgenchn Bewegung geringer^ als die jeder andem hjjpothetischen 
Bewegung des Systems, hei welcher diese Punlcte die vorgescliriehene Be- 
wegung hahen. Natural Philosophy von Thomson und Tait Art. 312. 

§ 388. Die Momentanfcrafte seien gegeben. Man betrachte zwei 
geometrisch mogUche Bewegimgen des Systems. Die eine sei die that- 
sachliclLe Bewegung, bei welcher u, v, w die Componenten der Ge- 
schwindigkeit des Massenpunktes m sind, und die zweite sei irgend eine 
andre Bewegung derart, dass wir das System durch Einfiilmmg des 
richtigen Zwangs ohne Reibung nothigen konnen diese Bewegung an- 
zunehmen. Jeder Punkt moge z. B. dadurch, dass man ihn, wie ein 
Kiigelchen, an einen glatten Draht befestigt, gezwungen werden, sich 
in einer geometrisch moglichen Richtung zu bewegen. u!% t?", soUen 
die Componenten der Geschwindigkeit des Massenpunktes m bei dieser 
Bewegung darstellen. 

Gibt man dem System unter der Annahme, es besitze die erste 
Bewegung, eine virtueUe Verrtiekung in der Richtung der zweiten, so ist 

Bm(u — ii)u' = 2Xu" + • • . 

Nimmt man nun an, das System babe die zweite Bewegung und 
beachtet, dass die Arbeit der Zwangsreactionen Null ist, (§ 362), so 
erhalt man 

Bm (u'^ — w) u “1“ • • • = 2 Xu" -j- • • * j 

daher 

Em{u' — u)u" — Em{u" — -m) + * • ■ 

und 

2m(u' — u")^ 4" * * ■ + = Zmu'^ + • • • . 

Bezeichnet man mit T' die lebendige Kraft der thatsachlichen Be- 
wegung nach dem Stoss, mit T" die der hypothetischen, und mit 
die der relativen, so gibt diese Gleichung 

R,g + T" = r . 

Daraus folgt, dass T grosser ist als T\ Angenommmi also, es tvirjcten 
auf ein in Bewegung lefndliches System irgend tvelche Momentankrdfte, 
so ist die lebendige Kraft der nun folgenden Bewegung grosser, als wenn 
das System ^usatdichen Zwangsbedmgiingen unterworfen und von den- 
seTben Momentanlcrdften angegriffen wwrde. Wir kommen so zu einem 
Theorem von Lagrange, das zuerst von Delaunay in LiouvUle^'s 
Journal, Vol. V und spater von Bertrand in seinen Noten zur Me'cmique 
analytique verallgemeinert wurde. Siehe § 379. 
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Vergleicht man die Theoreme Kelvin’s und Bertrand’s, so ist 
ersichtlicli, dass man bei gegebener Bewegimg der Angrififspunkte 
der Momentankraffce die folgende Bewegimg dadurcb finden kann, dass 
man die lebendige Kraft zu einem Minimum, bei gegebenen Momentan- 
kraften dagegen dadurcb, dass man Zwangsbedingungen einfuhrt und 
die lebendige Kraft zu einem Maximum macbt. 

Beispiele. Zum tessem VerstS<ndniss der l)eiden Satze woUen wir ibre An- 
wendung auf einige einfacbe Falle der Bewegimg imtersuchen 

Beisp. 1. Em in Euhe iefindlicher Kdrper, von welchem dn PunU 0 fest- 
liegt, uird von einer gegebenen Momentankmft getrojfen; man finde die resultirende 
Bewegung. Siehe §§ 308, 310 

L, M, E seien die gegebenen Componenten der Momentankraft inn die 
Hauptaxen fiir 0 Wenn sicb nim der Korper um eine im Baum festliegende Axe, 
deren Richtnngscosmusse (2, m, n) sind, zn drehen beginnt, so findet man nach 
§ 89 die Winkelgeschwindigkeit a ans 

(AP+Bm^+ Cn^a> = Ll + Mm + En. 

Um die Axen zu finden ^ um welcbe sick der Kdrper, werm er frei ist, zu 
drehen beginnt, muss man nack dem Lagrange’scken Tkeorem die lebendige 
Kraft zu einem Maximum macken. Man setze also 

(Al^ + Bm^ + Gn^ co® = Maximum, 

wobei nock die Bedingung bestekt Z* + — 1 . Bekandelt man die drei 

Gleichungen auf die gewohnliche aus der Differentiabeclmxmg bekannte Art, so 
ergibt sick 

Al Bm Cn 

~L 

Biese Gleichungen bestimmen die Bdchtungscosinusse der Axe, um die der 
Korper sick zu drehen beginnt. 

Beisp, 2. Yier gleicke Stake, die sick in Ruke befinden, sind durck glatte 
Gelenke so miteinander verbunden, dass sie einen Rhombus ABCD bilden, dessen 
Winkel bei -A, 60® betragt. Man keweise mittelst des Kelvin’scken Satzes, dass 
die Anfangswinkelgesckwindigkeit eines jeden Stabes, wenn die Ecke A plStzlick 
mit der Gesckwindigkeit V in der Ricktung der Diagonale QA bewegt wird, 
3F 

— ist, unter 2 a die Lange eines Stabes verstanden. 

Bedeutet 20 den Winkel bei A und at die Winkelgeschwindigkeit eines 
Stabes, so ist die lebendige Kraft 

Y F® + 4:Fa CO sin 0 -|- sin* 0 + a*®*cos*0 -j- fc®co®; 

setzt man ikren Differentialquotienten in Bezug auf co gleick Null, er erkalt man 
den Anfangswertk von co, der das gesuckte Resultat liefert, wenn 20 — 60® ist. 

Beisp, 3. Ein KOrper, von dem ein Punkt 0 im Raum festliegt, befindet 
sick in Bewegung. PlOtzlick wird eine im KOrper festliegende Gerade OG ge- 
zwungen, sick um 0 auf gegebene Art zu drehen; man finde die Bewegung; 
§ 293. 

Bie augenblicklicke Lage von OG sei die a- Axe, Bie vorkergekende Be- 
wegung des KSrpers sei durck die Winkelgesckwindigkeiten coj, cog, cog gegeben 
und die vorgesckriebene Bewegung von OC durck die Winkelgesckwindigkeiten 
0, 9 um die x~ und y-Axe. sei die gesuckte Winkelgeschwindigkeit des Kbrpers 
um Oz, Bie doppelte lebendige Kraft der relativen Bewegung vorker undnaokher ist 
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A (6— co^y +B{cp — dj)* + C(a — iB,)^ — 2 Z) (9 — dj) (a — ds) — 

2S(d — cOj) (iSi — ©g) — 2F(d — ©j) (qp — ©g) . 

Sie ist nach § 386 zu emem Minimum zu machen. Durch Differentiation in Bezug 
auf SI erhalt man 

— ©s) — Z)(qp— ©g) — — ©J = 0, 

wodurch ausgedriickt wild, dass die Winkelbewegungagrosse um OG unverandert 
bleibt. 

Beisp 4. Einen in Rube befindlicben Stab AB trifffc eine Stosskraft F 
senkrecbt zu seiner Lange auf das Ende J., welches sich mit der Geschwindigkeit 
f zu bewegen beginnt Man finde den Punk£ 0 in J.B, um welchen der Stab zu 
rotiren beginnt, ( 1 ) wenn F^ ( 2 ) wenn f gegeben ist. Man setze AO = x und 
zeige, dass sowohl nach Kelvin’s wie nach Lagrange’s oder Bertrand’s 
Theorem dieselbe Function von x zu einem Minimum gemacht werden muss. 

Beisp 5 Ein System bewegt sich auf beliebige Art Ein Stoss wii-d einem 
Punkt seiirecht zu der Bewegungsrichtung des Punktes gegeben Man beweise, 
dass die lebendige Kraft wachst. 

Dies folgt aus der ersten der Gleichungen in § 383 ; derm die virtuelle Arbeit 
dieser Kraft (dort A genannt) verschwindet bei der Anfangsbewegung. Da her ist 

r = r+J2oi- 

Beisp. 6 . Wenn auf ein in Ruhe befindliches System zwei verschiedene 
Gruppen von Momentankraften wirken, die A und B heissen mSgen, so wird es 
zwei verschiedene Bewegungen annehmen 

Man beweise, dass die Summe der virtuellen Arbeiten der Krafte A in Be- 
zug auf Verriickungen, die durch die Geschwindigkeiten bei der Bewegung B 
dargestellt werden, der Summe der virtuellen Arbeiten der Krafte B fur Ver- 
riickungen, die durch die Geschwindigkeiten bei der Bewegung A dargestellt 
werden, gleich ist 

Da r=0, F = -Roi undr"= ergibt sich die Antwort durch die 

Zusammenstellung der dritten Gleichungen in den §§ 383 und 388. 

§ 389. UnvoUkoinmen elastische und ranhe Korper. Stossen zwei Korper 
eines unvollkommen elastischen und rauhen Systems widereinander, so lassen sich 
aus den Gleichungen des § 382 einige Ausdehnungen des Carnot’schen Theorems 
ableiten. 

(u, V, w), v\ w'), v", w") seien die Componenten der Geschwindig- 

keit eines Massenpunktes m, grade ehe der Stoss beginnt, in dem Moment der 
grossten Compression und grade nach dem Ende des Stosses. Die lebendige Kraft 
des Systems moge in jedem dieser Augenblicke mit T, T% T” bezeichnet werden 
und die lebendige Kraft der relativen Bewegung fur je zwei solche Augenblicke 

mit B/q-^ , *^12 J *®02 ■ 

Wmn d%e aufeinander stossenden Korjper vollJcommm glatt sindf so erhalt man 


auf dieselbe Art wie in den §§ 378, 380 

( 1 ), 

-|-etc.] = 0 ( 2 ). 


Da der ganze Zusammenstoss der beiden Korper zu dem Zusammenstoss bis 
zur Zeit der starksten Compression in dem Verhaltniss von 1 -|- e zu 1 steht, so 
lassen sich aus § 382 die beiden folgenden Gleichungen ableiten 

-fete.] «=(l-fc)-Sm — + etc.] . . . (3), 

Bm[{u''--u)u''+eio.]=^{t + e)Sm[{u ' ... (4), 
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Die linke Seite einer jeden dieser Gleicb.ungen ist, ■wenn man sie mit dt 
multiplicirt, der virtuellen Arbeit der ganzen Stosskrafb gleich und die rechte 
nacb Multiplication nut dt der virtuellen Albeit des Compressionsstosses. Sie sind 
auf dieselbe Verriickang bezogen und steben daber in dem Verbaltniss l + 

In der ersten Gleicbung ist die gewablte Verrtickung die tbatsaoblicbe Yerriickung 
grade vor, in der zweiten die grade nacb dem Zusammentreffen. Beide sind mit 
den geometriscben Bedingungen vereinbar. 

Den obigen vier Gleicbungen kann man die passende Gestalt geben 


( 6 ), 

( 6 ), 

T'^r(l + e) + eT^B,,-^il + e)B,, (7). 

r'- r{l + e) + eT^eE,,^{l + e)B,, (8) . 

Eliminirt rnan die B aus diesen Gleicbungen, so ergibt sicb 

T"—r=-^e^(r^T) (9). 


Der Gewinn an lebendiger Kraft in Folge der Bestitution isft daher dem Ver- 
lust an soldier in Folge der Compression, mit c* multiplicirt, gleich. 

Durcb Elimination der T findet man die Gleicbungen 


und 


iZoi — 


durcb Elimination von T\ Bq^, 


{1+ey 

B,, 



( 10 ) 


( 11 ). 

welcbe man als eine Ausdebnung des dritten Carnot’scben Tbeorems in § 380 
anseben kann. 

Wir wollen mm weiter annehmen, die aufeincmder stossenden Korper seien 
rauh, glitten wS^brend des ganzen Zusammenstosses aufeinander und die Reibung 
bebielte dabei stets dieselbe Eicbtung bei. Die Reibung atebt dann wabrend des 
ganzen Zusammenstosses in einem constanten Yerbaltniss zum Normaldruck. Die 
Gleicbungen (3) und (4) gelten 'wie zuvor, dagegen verlieren die getrennten Glei- 
cbungen (1) und (2) ibre Gultigkeit und statt ibrer lasst sicb die einzelne auf- 
stellen 

Sm [(w''— • u) u' + etc.] = (1 + c) 2m {{u' — w) w' + etc.] ■ • • (12) , 


wenn man so verfabrt wie bei den Gleicbungen (3) und (4). Die Gleicbung (12) 
kann man in der Form ausdrticken 


X” — T' (1 + e) -[" eT= + eB^^ (13) . 

Yereinigt man (13) mit (7) und (8), so bat man drei Gleicbungen zwiscben den 
secbs GrOssen T, T\ T', B^i, . Man findet leicbt 


72 __ _ ^2. r'-^r(l + e)+eT 

(l+c)*~ e(l + e) 


(1^). 


Aus diesen Gleicbungen lasst sicb der folgende Satz ableiten: 

Wenn em Korper eines Systems wieder einen andern stdsst, so stehen die drei 
Stadien der Bmegwng (ndmlich das grade vor, das grade nach dem Zusammentoss 
und das im Moment der stdrlcsten Compression) in einer solchen Besielmng zu- 
einander, doss die lebendige Kraft der relativen Bewegimg irgend zweier zu der 
lebendige^i Kraft der relativen Beuoegung zweier anderer ein Verhdltniss hat, das 
nur von dem J^asticdtatscoeffcienten abhdngt. 



Allgemeine Satze iiber Momentankraffce (§ 389 — 391). 
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Man nehme an, auf das System wirke eine Momentankraffc, deren Richtung 
im Raum wahrend ihrer Wirkungszeit unverandert bleibt. Ein dem obigen abn- 
licber Satz gilt dann for beHebige drei Momente der Wirkungszeit dieser 
Momentankraffc, Torausgesetzt, dass diese Momente derart sind, dass die ganze in 
dem Intervall zwischen dem ersten und zweiten Moment ausgeubte Stosskraffc in 
einem bekannten Verbaltniss (z. B. 1 : e) zu der ganzen in dem Intervall zwischen 
dem zweiten und dritten Moment ausgeiibten Stosskraffc steht. 

Bezeichnet man die lebendigen ErEfte des Systems in den drei Momenten 
mit T, T\ T” wie zuvor und die lebendigen Kraffce der relativen Bewegungen 
mit , Eog , , so gelten die Gleichungen (3), (4) und (12) for die Bewegungen 

des Systems in den drei Momenten. Die Gleichung (14) lieferfc daher dieselben 
Beziehungen, wie vorher, zwischen den seeks Grossen T, T\ T\ B^^, B^^, . 

Einen leichten Beweis dieses Satzes erh§,lt man durch Combination der Re- 
sultate der §§ 386, 386 mit § 313. X sei eine Stosskraffc, die Axe der x laufe 
ihrer Richtung parallel. Nach § 385 ist die lebendige Kraft der relativen Be- 
wegung vor und nach dem Stoss X{u — u) proportional Nach § 313 ist aber 
u — u eine Hneare Function von X und verschwindet mit X. u — u ist daher X 
proportional. Die lebendige Kraft der relativen Bewegung ist daher X® propor- 
tional. Daraus folgt unmittelbar, dass B ^^ , B^^ , B^^ proportional zu 1, (1 + e)®, e® sind 

Der Rest des Satzes geht aus § 386 hervor. Stellt jetzt X den Stoss von 
dem ersten bis zum zweiten Moment dar, so hat man 

T—T=\X (w'— u ) , T'— T= Xe(M"— m') . 

Es folgt leicht 

T"— r— e (r- T) = ixe (m"— u). 

Da die rechte Seite dieser Gleichung nach § 385 gleich ■®08 j-— ist, so 
ware damit auoh der Rest der Gl. (14) bewiesen. 

Wenn zwei elastische Systeme aufeinander stossen, so gelten die in Gleichung 
(14) enthaltenen Satze fiir den Stoss auf jedes System. Man erhalt sie daher 
durch einfache Addition fur die beiden zusammenstossenden Systeme, wenn man 
sie als ein einziges System betrachtet. 

§ 390. Das Gauss’sehe Maass fur den „Zwang“. Den in den vorstehenden 
Paragraphen B genannten Ausdruck, welcher die lebendige Srafb der relativen 
Bewegung darstellt, hat Gauss auf andre Art interpretirt. Die Massenpunkte 
Wg, etc. eines Systems mSgen grade vor der Wirkung behebiger Momentan- 
kraffce Lagen einnehtnen, die wir etc. nennen woUen Wir woUen an- 

nehmen, die Massenpunkte wiirden, wenn sie frei sind, unter der Einwirkung 
dieser Momentankraffce und ihrer fruheren BewegungsgrOssen solche Geschwindig- 
keiten erlangen, dass sie in der Zeit dt, welche auf den Stoss folgt, die kleinen 
Strecken p^q_^^ jPsSsj beschreiben warden. Wenn die Massenpunkte aber auf 
irgend eine Art, die sich mit den grade vor der Wirkung der Momentankraffce 
geltenden geometrischen Bedingungen vertmgt, einem Zwang unterliegen, so mogen 
sie in Folge derselben Momentankraffce und ihrer fruheren BewegungsgrQssen in der 
auf den Stoss folgenden Zeit dt die kleinen Strecken p^r^f ®tc. beschreiben. 
Die Strecken , etc. kann man dann die Deviationen von der freien Be- 

wegung in Folge des Zwanges nennen. Die Summe Sm (gr)* heisst der „Zwang“. 

§ 391. Man kann den Zwang auch durch das Yerhaitniss dieser Summe zu 
{dty messen. Alsdann stellen , etc., etc. nicht die Verschiebungen in 
der Zeit dt dar, sondem die Geschwindigkeiten der Massenpunkte grade nach der 
Wirkung der Krafte in den beiden Fallen, in welchen die Punkte frei oder ge- 
zwungen sind. In Bezug auf das D^Alembert’sche Princip § 67 ist ersichtlich, 
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dass ^<2 Resultante der fruheren Geschwindigkeit und derjenigen ist, welcbe 
durch die gegebene an dem typischen Massenptmkt tn angreifende Kraft erzeugt 
■wird, wahrend qr die durch Molekularkrafte erzeugte Geschwindigkeit dar- 
stellt 

Nimmt man an, die Langen pg;, pr, etc stellten Geschwindigkeiten und 
nicht Yerschiebungen dar und sind v, w) die Componenten von pg[ bei irgend 
einer Bewegung und (u\ v\ w') die Componenten von pr bei einer andem Be- 
wegung, so misst 

2m(qry — Sm[(u — uy + (v' — vy + (w' — wy] 

den „Z'wang“ von der einen Bewegung zur andem Dies ist genau dasselbe, was 
wir mit 2 H unter Beiftigimg von Indices zur Bezeichnung der beiden verglichenen 
Bewegungen dargestellt haben 

§ 392 Das Ganss’sche Princip des kleinsten Zwanges. Auf ein System von 
Massenpunkten , die aich in Bewegung befinden und irgend einem gegebenen 
Zwang unterliegen, m6ge eine gegebene Reihe von Momentankrilften wirken und 
T' sei die lebendige Kraft der folgenden Bewegung. Dies ist die thatsachliche 
Bewegung, welche das System macht. Nehmen wir weiter an, die Massenpunkte 
warden durch Einfahrung weiteren Zwanges genothigt, eine hypothetische mit den 
geometrischen Bedingungen vertragliche Bewegung auszufiihren und T'" sei die 
folgende lebendige Kraft bei dieser hypothetischen Bewegung. Drittens wollen 
wir annehmen, jeder Zwang wurde entfemt und auf die Massenpunkte wirkte 
lediglich das gegebene System von Momentankraften T" sei die folgende 
lebendige Kraft bei dieser freien Bewegung T sei die anfSngliche alien drei Be- 
wegungen gemeinschaftliche lebendige Kraft. , Egg seien die lebendigen 
KrSfte der relativen Bewegungen der ersten, zweiten und dritten folgenden Be- 
wegungen, wie die Indices angeben. 

Nach Bertrand’s Satz ist, weil die hypothetische Bewegung grSsserem 
Zwang, aJs die thatsachliche, unterUegt, 

Da femer diese beiden mehr Zwang erleiden, als die freie Bewegung, 

woraus man JUj, = Rj, -f JKjg erhalt. 


1) Gauss beweist das Princip etwa so: Nach demD’Alembert’schen Princip 
wnrden die Massenpunkte m^, etc., in die Lagen rj, etc. gebracbt, unter 
der Wirkung dieser Molekularkrafte allein sich im Gleichgewicht befinden. Man 
wende das Princip der virtuellen Arbeit an und gebe dem System eine solche 
Lagenanderung, dass der typische Massenpunkt m die Strecke rg besohreibt, 
welche den Winkel g? mit der Eichtung rq der an m angreifenden Molekularkraft 
macht. Da nun das Product m{rg) die Molekularkraft an m misst, so erhalt man 


Es ist aber 


2m (rg cos 9) = 0 . 


= — 2^r-rg cos 9 , 

woraus sich leicht ergibt 

27n(qgy== 2m(qry + 2m(rgy . 


Bei der thateachlichen Bewegung kommen die Massenpunkte von p ^ , etc. nach 
etc. und der „Zwang“ ist 2m(ig[ry. Waren die Massenpunkte gezwungen 
worden, eine andre hypothetische Bahn eiuzuschlagen, welche sie an die Oriie 
Pi, etc. geffilirt hatte, so wiirde der „Zwang“ 2m(qQy gewesen sein. Das Gauss- 
sche Princip atellt fest, dass der erstere immer kleiner als der letztere ist. 



Das Gauss’sche Princip des kleinsten Zwanges (§ 391 — 394) 
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i2g3 ist also immer grosser als . Daraus folgt, dass die Bewegung, 
welche das System thatsaclilicli ausfiLbrt, wenn irgend welche Momentankrafte 
auf dasselbe wirken, derart ist, dass der „Zwaiig‘\ der es aus der freien Bewegung 
wegleitet, kleiner ist, als wenn das System irgend eine andre mit den geometrischen 
Bedingungen vertragliche Bewegung macbte. Dieser Satz gilt fiir jede Eichtung, 
in welcher der „Zwang“ gemessen wird. 

§ 393. Nimmt man an, auf das System wirke eine continuirliche Reihe von 
unbegrenzt kleinen Momentankraften, so kann man diese als endlicbe Krafbe an- 
sehen und kommt so zu dem folgenden Theorem, das man das G-auss^sche TrUicip 
des Icleinsten Zwanges zu neimen pflegt. 

Die Bewegwng eines Systems mateneller durch irgend welche geometrischen 
JBeziehungen verbumdener Funkte erfolgt stets in moglichster JJebereinstimmnng ynit 
der freien Bewegtmg, d. h wenn de/r Zwang wdJvrend der Zeit dt durch die Summe 
der Producte gemessen wi/rdj welche man durch Multiplication der Masse eines jeden 
Punktes rmt dem Quadrat seines Abstandes am Ende dieser Zeit mn der Lage, 
welche er bei freier Bewegumg emgemmmen hdtte, erhalt, alsdann ist die thatsdch- 
liche Bewegung wdhrend der Zeit dt immer sOj dass der Zwang kleiner ist, als wenn 
die Massenpunkte in irgend eine andre Page gekommen waren. 

Gauss bemerkt, dass die freien Bewegungen der Massenpunkte, wenn sie mit 
den geometrischen Bedingungen des Systems nicht zu vereinigen sind, in genau der- 
selben Weise geandert werden, wie man in der praktischen Geometrie die durch 
Beobachtungen erhaltenen Resultate mittelst der Methode der kleinsten Quadrate 
so modificire, dass sie mit den geometrischen Beziehungen der Messung im Ein- 
klang standen. M obi us hat, wohl in Folge dieser Bemerkung, den Satz das 
Princip der kleinsten Quadrate genannt ^). 

§ 394. Beisp. Auf eine Anzahl von Massenpvmkten n\, % , c^c. wirken be- 
liebige Krdfte, deren Componenten m^X^, ^ Coordinaten 

^13 ^3 3 Vi 3 ^%3 PunMe smd durch eine Beziehvng wie q>{Xj^,etc)=0 

miteinander verbunden (So kdnnen z. B die Massenpunkte Kiigelchen sei/n, welche 
auf ei/nen Faden von gegebener Lange und mit zusammengeknitpften Fnden auf- 
gereiht sind.J Man soli die Bewegungsgleichimgen bilden 

CT, F, W seien die Componenten der Geschwindigkeit des typischen Massen- 
punktes m zur Zeit t; u, v^ w die Componenten der Geschwindigkeit grade nach 
der Wirkung der Stosskraffc, deren Componenten mX dt, mY dt, mZ dt sind, 
unter der Voraussetzung, dass der Massenpunkt voUkommen frei ist. Weil aber 
der typische Massenpunkt nicht voUkommen frei ist, so mSgen u*, v', w' die 
Componenten seiuer thatsachlichen Geschwindigkeit in demselben Augenblick sein. 
Um nun u\ v', w' zu finden, mache man 

— uY 4- — «?)*] = Minimum, 

worin S die Summirung ftir aUe Massenpunkte angibt. Diese GrSsse muss ein 
T\ii-ni-mnTn sein fiir aUe Variationen von u\ v\ w', welche der Bedingung unter- 
liegen 

-S == 0 , 

worin X wieder die Summirung for aUe Indices angibt. 

Damit ein Minimum wird, nehmen wir das totale Differenzial einer 
jeden dieser GrSssen in Bezug auf aUe accentuirten Buchstaben als Variable, 


1) Siehe Gauss, Ueber ein neues aUgemeines Grundgesetz der Mechanik 
(Crelle’s Joum. Bd. 4, S. 232, 1829); Scheffler, Deber das Gauss’sche Grund- 
gesetz der Mechanik (Sehlbmilch’s Zeitschrift fur Math. u. Phys. 3. Jahrg. 1868. 

s OF 
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multipliciTGn die zweite mit einem. unbestiTninteii Factor Z und addiren die Hesultate. 
Setzt man die Coefficienten yon du, etc. gleich Nnll, so erhalt man die drei 
typiscben Gleicbnngen 

7n(u' — u)-j-Zq>^ = 0, + m(w' — w) + Zg)^^0. 

Bringt Indices an, so reichen die Gleichnngen aus, um Z und die (u\ v\ w) 
eines jeden Massenpunktes zu finden 

Man kann diesen Gleicbungen eine andre Gestalt geben. Da TJ und w' zwei 
in dem Intervall dt aufeinander folgende Werthe derselben GrOsse bei der stetigen 

d TJ 

bier in Betracbt gezogenen Bewegung sind , so lasst sich setzen u — TJ = d t . 

Da w die Componente der Gescbwindigkeit nacb dem Stoss bei freier Bewegung 
des Punktes ist, so bat man u — TJ=X.dt Die Gleicbungen werden daber 

— ^) + f‘9>* = 0i etc, 


worin ybdt statt Z gescbrieben worden ist. 

Die Gleicbungen in dieser Gestalt batte man direct aus dem Princip der 
virtuellen Arbeit ableiten konnen. Nacb diesem Pnncip ist 


mit der Bedingung 


2m 




=-0 


2[qpa.da; + etc ] == 0 . 


Multiplicirt man die zweite Gleicbung mit einem unbestimmten Factor ft, 
addirt und setzt die Coefficienten Yon daj, etc. gleicb NuU, so erhalt man das- 
selbe Reaultat me zuvor. 


Beispiele zma Princip der lebendigen Kraft. 

(Mit Ausnahme der beiden letzten den Examination Papers entnommen, die auf 
der Uniyersitat und den Colleges gegeben wurden) 

1 Eine Archimediscbe Scbraube kann sicb frei um ibre Axe dreben, welcbe 
in verticaler Lage festliegt; ein scbwerer Punkt wird in den bocbsten Punkt 
der Robre gelegt und lauffc in derselben berab; man bestimme die ganze der 
Scbraube mitgetbeilte Winkelgescbwindigkeit 

Resultat. n sei das Yerb^tniss der Masse der Scbraube zu der des Massen- 
punkfces, a der Winkel, den die Tangente an die Scbraube mit dem Horizont 
macbt, Ji die Hohe, um welcbe der Massenpunkt sicb gesenkt bat , a der Radius. 
Man beweise, dass a>*a®(w + l)(w sin^ a) = 2gh cos® a ist, unter o die er- 
zeugte Winkelgescbwindigkeit yerstanden. 

2. Eine dunne kreisfdrmige Robre, in welcber sicb ein scbwerer Punkt be- 
findet, wird um einen yerticalen Durcbmesser in Rotation gesetzt. Man zeige, 
dass der Dnterscbied der Quadrate der absoluten Gescbwindigkeiten des Massen- 
punktes an irgend zwei gegebenen Punkten der R6bre, die gleicben Abstand yon 
der Axe baben, fur alle Anfangsgescbwindigkeiten des Massenpunktes und der 
Rdbre derselbe ist. 

3. Ein kreisfbrmiger Ring von Drabt, welcber eine Heine Kugel tragt, liegt 
auf einem glatten borizontalen Tisch; ein elastiscber Faden, der in natciliobem 
Zustand kurzer als der Durcbmesser des Ringes ist, wird mit seinem einen Ende 
an die Kugel und dem andem an einen Punkt des Drabtes befestigt; die Kugel 
wird anfAnglicb so placirfc, dass der Faden nahezu mit einem Durcbmesser des 
Ringes zusammenfaQt; man finde die lebendige Kraft des Systems, wenn sicb der 
Faden auf seine ureprungbcbe Lange zusammengezogen bat. § 343. 



Beispiele (§ 394), 
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4. Eine grade E/5hre von gegebener Lange kann sick in einer horizontalen 
Ebene frei um ibr eines Ende dreben 5 zwei gleicbe Massenpunkte werden an ver- 
scbiedenen Stellen im Zustand der Rube in sie gelegt; dem System wird nun 
eine Winkelgescbwindigkeit gegeben; man bestimme die Gescbwindigkeit eines 
jeden Massenpunktes beim Verlassen der Robre. 

5. In eine glatte kreisibrmige Robre von der Masse M werden zwei gleicbe 
Punkte von der Masse m gelegt, die durcb einen elastiscben Eaden miteinander 

verbunden sind, dessen naturlicbe Lange y des Umfanges betragt. Der Faden 

wird ausgedebnt, bis sicb die Massenpunkte berubren, wobei die R6bre flacb auf 
einem borizontalen glatten Tiscb liegt, und das System sicb selbst uberlassen. 
Man zeige, dass, wenn der Faden seine naturlicbe Lange wieder erreicbt, die 
tbatsacblicbe Energie der beiden Massenpunkte sicb zu der beim Ausdehnen des 
Fadens verricbteten Arbeit verbalt wie 

2 (AT® Mm + m^) : (M + 2m) m) . 

6 Eine endlose, biegsame und unausdebnbare Kette, deren Masse pro 
Langeneinbeit fur die eine stetige Halfte /a, fur die andre ist, wird iiber zwei 
gleicbe voUkommen raube gleicbformige l^eisscbeiben (Radius a, Masse M) ge- 
spannt, welcbe sicb frei um ibre im Abstand b in derselben Verticalen begende 
Mittelpunkte dreben k5nnen Man beweiae, dass die Zeit einer kleinen Scbwingung 
der Kette unter dem Einfluss der Scbwere 


2 ^1 / ^ + ft") 


ist. 

7. Zwei Punkte von den Massen m, m' sind durcb eiuen unelastiscben Faden 
von der L’ange a verbunden. Der erste wird in eine glatte, grade Rinne gelegt 
und der letzte in einer Ricbtung senkrecbt zur Rinne mit der Gescbwindigkeit 

V fortgescbleudert. Man beweise, dass der Massenpunkt w eine Strecke ~ — i- ; 

m m 

durcbscbwingt und die Scbwingungsdauer nabezu betr§gft, wenn 

m im Yergleiob zu m' gross ist. 

8. Eine raube Ebene rotirt mit gleicbf5rmiger Winkelgescbwindigkeit n um 
eine borizontale Axe, die ibr parallel ist, aber niebt in ihr liegt. Eine scbwere 
Kugel vom Radius a wird auf die Ebene gelegt, wenn sie sicb in borizontaler 
Lage befindet und roUt unter dem Einfluss der Scbwere die Ebene binab. Wenn 
der Mittelpunkt der Kugel sicb ursprunglicb in der Ebene befindet, welcbe die 
feste Axe entbalt und senkrecbt auf der sicb bewegenden Ebene stebt, und wenn 
X sein Abstand von dieser Ebene zu einer folgenden Zeit f ist, ebe die Kugel die 
Ebene verlasst, so ist 


24 1/35 




Bmnt^ 


unter c den Abstand der Axe von der Ebene verstanden, die positive Ricbtung 
naob oben genommen. 

9. Die Enden eines gleicbfSrmigen scbweren Balkens von der Lange 2 a 
gleiten auf einem glatten Drabt, welcber die Gestalt einer Curve bat, deren Glei- 
cbung r = a(l — cos 6) ist, wobei der Anfangsradius vertical stebt und der 
Scbeitel der Curve abwarts Hegt. Der Balken wird vertical aufgericbtet und mit 
einer Gescbwindigkeit in Bewegung gesetzt, die grade ausreicbt, ibn in bonzontale 


Lage zu bringen; man beweise, dass tg$= 
den Winkel bedeutet, um den sicb der Stab in der Zeit t gedrebt bat. 


e' 2a — e ^ 2a I 


worin Q 
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10. Ein starrer KOrper, -welclier fur den Schwerpunkt G den Tr'agbeitsradiiis 
Jc hat, mrd mittelst eines an einem Punkt A seiner Oberfliiche befestigten Strickes 
mit einem festen Pnnkt C verbunden. (7-i(=&) und AG{^a) befinden sich 
anfangs in einer Geraden und G wd die Geschwindigkeit V senkrecht zu 
dieser Geraden gegeben. Es wird angenommen, dass keine gegebenen &affce an- 
greifen und der Strick ist so befestigt, dass er stets in grader Linie bleibt 6 sei 
der Winkel zwischen AG und AC zur 2eit t; man zeige, dass 


idt) 6® P-|-a®Bin®0 


und dass, wenn die Amplitude von 0, d. h. 2 arc sin 


Periode 


27cbk 

Y-\/a(a + h) 


betr^gt. 



sehr klein ist, die 


11. Em diinner gewichtaloser Paden, der einen Massenpunkt an seinem einen 
Ende hat, ist theilweise urn emen Reifen gerollt, welcher auf einer glatten hori- 
zontalen Ebene liegt und im Stande ist, sich um eine feste, durch seinen Mittel- 
punkt gehende verticale Axe zu bewegen. Wenn der Reif sich anfangs in Ruhe 
befindet und der Massenpunkt senkrecht zur LSnge des Eadens -weggeworfen "wird 
und wenn s der zu irgend einer Zeit t nicht aufgewundene Theil des Eadens ist, 
so lasst sich beweisen, dass 

s>—b^= ~ 7*J* + 2Fai, 

+ ft 


woiin 6 der Anfangswerth von a, m und (i die Massen des Reifen und des Massen- 
punktes, a der Radius des Reifen und F die Wurfgeschwindigkeit ist. 


12. Ein Quadrat, das aus vier ’almlichen gleichfdrmigen St§,ben besteht, die 
an ihren Enden durch Gelenke frei verbunden sind, wird auf einen glatten hori- 
zontalen Tisch gelegt und einer seiner Eckpunkte befestigt. Den beiden Seiten, 
die in diesem Eckpunkt zusammenlaufen, werden die Winkelgeschwindigkeiten 
CO, 0 ?' in der Ebene des Tisches gegeben; man zeige, dass der grOsste Werth des 
Winkela (2 a), den diese Seiten miteinander machen, durch die Gleiohung 


gegeben ist 


cos 2 a 


5(a) — o')® 
6(cb*+ o'®) 


IS. Zwei Punkte von den Massen m, m' liegen auf einem glatten, horizontalen 
Tisch und sind durch einen unelastischen Eaden, der in seiner voUen Lange aus- 
gestreckt ist und durch einen kleinen Ring auf dem Tisch geht, miteinander ver- 
bunden. Die Punkte haben die Abst’ande a' von dem Ring und erhalten die 
Gesehwindigkeiten v, v rechtwinklig zu dem Eaden. Man beweise, dass, wenn 
= ® ist, die Abstande vom Ring a' bez. a sein werden, wenn beide 

Gesehwindigkeiten wieder auf dem Eaden senkrecht stehen. 


14. Ein gleiehfBnniger diinner Stab FQ bewegt sich in Eolge der Wirkung 
einer Anfangsmomentankraft zwischen zwei glatten Curven in derselben Ebene; 
man beweise, dass das Quadrat der Winkelgescbwindigkeit umgekehrt wie die 
Differenz zwischen der Somme der Quadrate der Normalen OF, OQ za den 
Curven in den Endpunkten des Stakes und einem Drittel des Quadrates der ganzen 
L9nge des Stakes variirt. 


15. Nimmt man an, die Muskelkrafb oder bewegende Erafb eines Thieres 
variire wie der Inhalt des Querschnittes seiner Glieder und sein Gewicht variire 
wie sein Yolumen, so lasst sich beweisen, dass zwei Thiere von ahnlicher Ge- 



Beispiele. (§ 394). 
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stalt, aber Terschiedenen Dimensionen, Sprunge von genan derselben Hohe machen 
konnen, vorausgesetzt , dass unter HSbe die verticale Strecke verstanden wird, 
die der Scbwerpunkt, nachdem das Thier den Boden verlassen hat, zurucklegt. 


16 Die Enden eines gleichfdnnigen Balkens von der Lange 2 a gleiten auf 
zwei dhnnen Staben ohne Tragheit; die Ebene der Stabe ist vertical; ihr Durch- 

schnittspimkt liegt fest und die Stabe haben gegen den Horizont die Neignng ^ 

und — ^ • Das System ward um die durch den Durchschnittspunkt der Stabe 

gehende Verticale mit der Winkelgeschwindigkeit co in dotation gesetzt. 6 sei 
die Neigung des Balkens gegen die Verticale zur Zeit t nnd a der Anfangswerth 
von 0; man beweise, dass 


4 



(3 cos® a -f- sin* a)* g 
3 cos® 0 sin® 0 ^ 


= (3 cos® a -f- sin® a) o® + (sin a — sin 0) . 


17. Eine vollkommen rauhe Kngel vom Radius a wird dicht an den Durch- 
schnittspunkt der beiden hochsten Erzeugenden zweier fester gleicher horizontaler 
Cylinder vom Radius c, deren Azen den Winkel 2 a miteinander machen, gelegt 
und zwischen ihnen herabroUen lasseru Man beweise, dass die verticale Ge- 
schwindigkeit ihres Mittelpunktes in jeder Lage 


sin a cos (p 


£ 

riO ff(a-fc)(l~siny) -| ^ 
L 7 — 5 cos® 9 cos® a J 


ist, worin 9 die Neigung des Radius nach jedem Beruhnmgspunkt gegen den 
Horizont bedeutet. 


d®£C dT 

18. Ein vollstandiges Integral der Gleichung welcher T eine 

Function von x ist, sei x — X und X sei eine bekannte Function von a und i, 
zweier willkurlicher Constanten und von t. Die Auflosung der Gleichung 


d^x dT . dR 

dt^ ' da? ’ 


worin It eine Function von x ist, kaim ebenfaRs durch x = X dargestellt werden, 
vorausgesetzt, dass a und b variable, durch die Gleichungen 

da j dM dh - dB 

bestimmte GrSssen sind und dass dabei h eine Function von n und h ist, welche 
die Zeit nicht explicite enthalt. 


19. Ein als MassenpunM betrachteter SatelHt rotirt um seinen Hauptplaneten 
mit der Winkelgeschwindigkeit SI und der Hauptplanet dreht sich um eine Axe, 
die senkrecht auf der Ebene der Bahn des SateUiten steht, mit der Winkel- 
geschwindigkeit n. Man zeige, dass die Winkelbewegungsgrhsse h des Systems 
um seinen Schwexpunkt und die Energie JEj durch 

— i. i. 

h=.Cn-{-DSl 3 ^ 2E^Cn^-‘BSl^ 

gegeben sind, worin C das Tragheitsmoment des Hauptplaneten um die Rotations- 
axe und D eine GrSsse bedeutet, die von den Massen der KSrpell: abhangt. 

Man zeichne die Curven auf, deren Ordinaten Ji und JE und deren Abscissen 

DSl 3 sind. Man zeige, dass die zweite Curve der einen oder andem von 
zwei Arten angehSrt, je nachdem eine Maximal- und Minimalordinate existirt 
Oder nicht, d. h. je nachdem die biquadratische Gleichung 
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zwei reelle Wurzeln hat oder keine, Man zeige auch, dass die reellen Wurzeln 
dem Tall entsprechen, in dem der Hauptplanet dem Satelliten imner dieselbe 
Seite zTiwendet. 

20 Man hestimme anf Grand der Resnltate des vorigen Beispiels die Wirkung, 
“welche ein bestSndiger Verlust an Energie (durch Fluthreibung oder irgend eine 
andre Ursache hervorgerufen) anf die Bewegung hat, wenn dabei die Winkel- 
bewegungsgrosse h constant bleibt. Man zeige, dass, wenn das System eine 
solche Beschaffenheit hat, dass die Energiecurve von der zweiten Art ist, der 
Satellit schliesslich in den Planeten fallen muss. Ist dagegen die Energiecurve 
von der ersten Art, so lasst sich zeigen, dass je nach dem Anfangswerth von £l 
der Satellit entweder in den Planeten fallt oder sich ihm bis auf einen gewissen 
Abstand n^hert, in welchem dann beide bleiben und sich wie ein einzelner starrer 
KOiper drehen. 

Urn diese Resultate zu erhalten, denke man sich zwei Punkte von derselben 
Abscisse, den einen auf die Linie der BewegungsgrSsse, den andem auf die 
Energiecurve gesetzt und nehme an, der auf der Energiecurve fuhre den andern 
Da die Energie abnimmt, so muss offenbar, wie man auch die beiden Punkte an- 
fangs setzt, der auf der Energiecurve stets hinabgleiten und dabei den andern 
mit sich fihren. Die Endlagen der Punkte hangen daher davon ab, ob eine 
Minimalordinate der Energiecurve existixt oder nicht. Siehe eine Abhandlung von 
G. H. Darwin uber die secularen Wirkungen der Fluthreibung in den Proceedings 
of the Boyal Society, Juni 1879 oder Thomson und T ait’s Treatise on Na- 
tural Philosophy, Vol I, Part. 11. Appendix, G. b. 



Kapitel VIH. 

Die Lagrange’schen Gleiclmngen. 

§ 395. Zwei Vortheile dep Lagrange'schen Gleiclmiigeii. In 
diesem Abschnitt ist es unsre Aufgabe, die aUgemeinen Bewegiings- 
gleichungen eines dynamiscben Systems so aufzustellen, class sie frei 
von alien unbekannten Beactionen sind und ihnen^ so wait moglich, he- 
Uehige Coordinat&ii, wie sie filr das hefraclitete Froilem am vortheilhaftesfen 
sind, m Grunde liegen. 

Znr Elimination der Reactionen werden wir das Princip der 
virtnellen Arbeit benntzen. Dieses Princip bat scbon bei der Auf- 
stellung der Gleicbung der lebendigen Kraft Anwendung gefunden, 
indem dem System jene specieUe Verriickung gegeben wurde^ welcbe 
es ausgesucbt batte, wenn es sicb selbst iiberiassen worden ware. 
Weil aber nacb dem D’Alembert’scben Princip jedes dynamiscbe 
Problem auf ein statiscbes reducirt werden kann, so miissen wir 
offenbar durcb geeignete Wabl der Verrfickungen des Systems nicbt 
nur im Stands sein die Gleicbung der lebendigen Kraft, sondem, wie 
in § 357, alle Bewegungsgleicbungen abzuleiten. 

§ 396. Die Coordinaten irgend eines Massenpunktes m des Systems, 
auf irgend welcbe feste recbtwinklige Axen bezogen, mogen (x, y, z) 
sein, Sie sind nicbt unabb^gig von einander, da sie durcb die 
geometriscben Beziebungen des Systems verbunden sind. Man kann 
sie aber durcb eine gewisse Anzabl unabbangiger Variablen ausdriicken, 
deren Wertbe die Lage des Systems zu jeder Zeit bestimmen. Indem 
wir die Definition in § 73 ausdebnen, woUen wir sie die Cocn'dinatefn 
des Systems nennen. Sie mogen 0, 9 , etc. beissen. Alsdann sind 
X, y, etc, Functionen von B, 9 , etc. Es sei 

X = f{t, 6, (p, etc.) (1) 

und abnbche Gleicbungen mogen fiir y und ^ gelten. Man beacbte, 
dass diese Gleicbungen etc. nicbt entbalten. Fie unab- 

Juingigm Variables, dwrch welche dieJBewegung ausgedrilcld werden soil, sind 
ubrigens durchaus und unterliegen nur der EinschrdnJcung, dass 

die Coordifiaten eines jeden Massenpariktes des Systems sich, wenn nothig, 
durch sie mit ESilfe von Gleichungen, die irgendwelche Fifferenticdr 
quotienten nach der ZeiH nicht enthcdten, mUssen ausdriicken IcLSScn. 

Bouth, Bynainik 1 2B 
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Die Anzahl der unabhangigen Coordinaten, aiif welcbe Lage 
ernes Systems durch seme geometriscben Beziehimgen reducirt wird, 
beisst mgne.bmal auch die Amahl der Freiheitsgrade des Systems. Man 
beziebt sicli zu-weilen aucb auf sie als die Amahl der unahhmgigen 
Seicec/iingen , welclie das System zulasst. 

In diesem Kapitel wollen wir die totdlen Differentialquotienten nacli 
der Zeit im Allgemeinen mit Accenfen bezeichnen. So soli z. B. im 

Allgemeineu — in der Form x' und in der Form x" geschrieben 

v^^erden* 

Bedeutet T die lebendige Kraft des Systems, so ist 

2T= + s'^) ( 2 ) 


und, dn die geometrisclie^i Qleiclmngen 6', ip', etc. meht enthalten, 


, CX , vx r I . 


( 3 ) 


und abnlicb fur y' und s. 

Substituirt man diese Ausdriicke in Gl. (2), so erbalt 22’ die 
Gestalt 

27= -{ h + ^29 H f- (4)» 

worin die Coefadenten etc., 3^, etc., C Functionen von t, 6, (p, etc. 
sind. Die Glieder von zwei Dimensionen, d. b. diejenigen, welcbe die 
Quadrate und Produote von 9’, (p\ etc. entbalten, rUbren von der 
Substitution aller Gbeder mit Ausnabme des in den Ausdriicken fiir 
x' y', / an erster Stelle stebenden ber. Wenn die geometriscben 
Gleicbungen die Zeit explicits nicbt entbalten, so tritt t in den 
Gleicbungen (1) nicbt auf, ebenso feblt das erste Gbed in (3) und der 
Ausdruck fiir 27 reducirt sich auf die Glieder von zwei Dimensionen 
nllAiTi Die Gleicbung (4) kann man kurz in der Form scbreiben 

27= jF'(#, 0, gj, etc., 0', 9 p', etc.) (5). 

Wenn das System von Korpem gegeben ist, so ist die Form von 
F bekannt. Wir werden gleicb seben, dass die EffeeHvh-dfte nwr durch 
die Form von F von der Bescliaffenheit der beirachteten Kdrper ahhdngen 
und dass dalier swei dynamische Systeme, welche dassMe F haben, 
dyncmiisdi dquivalent sind. 

Man beacJite, dass in dieser Function Tceine hoheren Potemen von 
9', <p’, etc. vorlcommen dls die eweite und dass sie, wenn die geometrischen 
Gldchungen die Zeit nicht exjpUcite enthedten, eine homogene Function 
sweiten Grades von 9', q/, etc. ist. 


§ 397. Die virtnelle Arbeit der EffeetivkrSfte. Man soli das 
rirtiieUe Moment der Betoegungsgrossen eines Systems und auch das der 
Effectivhriifie finden, welches einer durch Verdnderung einer eingigen 
Coordinate erzengten Yerriicku/ng entspricht. 



Die virtuolle Arbeit (§ 39G — 398). 
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Diese Coordinate sei G und die Bezeichnung^ die eben erlzlart 
wurde, werde beibebalten. Die mit Accenten bezeicbneten Bucbstaben 
geben die totalen Dififerentialquotienten nach der Zeit an. Da x\ y, / 
die Componenten der Geschwindigkeit sind, so ist das virtuelle Moment 
der Bewegnngsgrossen Em{x dx y dy worin dx, dy^ ds 
die kleinen Aenderungen sind^ welche die Coordinaten des Massen- 
punktes m dnrcb eine Vai'iation 60 von 0 erleiden. Es ist dies das 
Namlicbe wie 






Ist T die durcb Gl. (2) im letzten Paragraplien gegebene lebendige 
Kraft, so hat man 


cd' 




Dififerentiirt man aber (3) partieU nach G'y so sieht man, dass 
3 3 cc 3 T 

^ = Daher ist ^^0 dem virtueUen Moment der Bewegungs- 
grossen gleich. 


§ 398. 


Die virtuelle Arbeit der EfPectivkrafte ist 


ic-» / rr 0 X I ff I 



Lasst man den Factor 86 weg, so kann man diesem Ansdruck die 


Gestalt geben 

i (*' ^ £ If + • 


Wir haben schon bewiesen, dass das erste dieser beiden Glieder 
di 3T 

di ^ hleibt noch das zweite als Differentialquotient von T 

auszudriicken. DijSerentiirt man den Ausdruck fiir 2T partieU nach 0, 
so ist 

und durch Differentiation des Ausdrucks fur x nach 6 


dx' 

le 


C^X r I 

’ 3ddt 


. _ . a^9>' + etc. 

3£C 

Dies ist aber dasselbe wie ^ ; das zweite Glied kann daher auch 


o m 

geschrieben werden und die virtuelle Arbeit der Eflfectivkraffce ist 

Wir wollen versuchen die Saehe deutlicher zu machen. Die virtueUe 
Arbeit der Eflfectivkraffce ist oflfenbar das Verhaltniss des Unterschiedes 
zwischen den virtueUen Momenten der Bewegnngsgrossen der Massen- 
punkte des Systems zu den Zeiten dt und t zu dt^ da die Ver- 

23* 
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riickungeiL zu beiden Zeiten die gleichen sind. Das virtuelle Moment 
der Bewegungsgrossen zur Zeit t ist, wie zuerst gezeigt wnrde, dO. 

Daher ist ^ virtuelle Moment der Bewegungs- 

grossen zur Zeit t + welches einer mit den Lagen der Massen- 
punkte zu dieser Zeit vereinbaren Verriickung dd entspricbt, Um die 
VerriickuDgeiL gleich zu macheU; miissen wir davon das virtuelle Moment 
der Bewegungsgrossen fur eine Verriickung, welche der Unterscbied 
der beiden Verruckungen zu den Zeiten t und t dt ist, abziehen. 

Da dx = ^ d6j so betragt dieser TJnterscbied fiir die Variable x 
die Grosse Es ist daher im Ganzen 

d T 

abzuziehen, und dies ist, wie gezeigt wurde, -^dtdd. 

§ 399. Die Lagrange’schen Gleichungen fir endliche Krafte^). 

Man leite die aUgemeinm Bewegungsgleichungen, aufieliebige Goordinaten 
lezogen^ db. 

U sei die Kraftefanction und daber eine Function von 0, 9 ?, etc. 
und i Die virtuelle Arbeit der gegebenen Kraffce, welche einer durch 
Variation von 6 allein hervorgerufenen Verriickung entspricht, ist 
d TJ 

-^86. Sie muss aber nach D^ Alembert’s Princip dieselbe, wie die 

virtuelle Arbeit der Effectivkrafte sein. Daher ist 

d dT dT _dU 
dtde' de ~ de 

und ahnlich 

dt dtp' dtp d(p ’ 
etc. == etc. 

Man kann nock bemerken, dass man, wenn V die potentieUe 
Energie ist, — V far U setzen muss, Man erhalt dann 

dtdS' 30 +* de ~ 
und ahnliche Gleichungen fQr 9 , etc. 

Wir woUen Z = T ^ U setzen, so dass also L der Unterschied 
^wischen der fcinetisdhen und potentieUen Energie ist Man kann alsdann, 
da U keine Function von 0 ', <p, etc, ist, den Lagrange’schen Glei- 
ehungen die typische Form geben 

dtde' 

1) VergL Appell, M4camque raticnneJle, Paris, 1896, Bd 2, S. 600 u. ff. 
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Daraus ergibt sich, dass man, wenn die eine Function L bekannt ist, 
alle Dififerentialgleichungen der Bewegung durch einfacbe partielle Diffe- 
rentiationen ableiten kann. Die Function L heisst die Lagrange' sche 
Function. 

Die Gleicliimgen -werden die Lagrange’schen allgemeinen Bewegungsglei- 
chungen genannt Lagrange betracMet nur den Fall, in welchem die geo- 
metrischen GleicLungen die Zeit nicbt explicite enthalten, Yieille bat aber in 
Liouville’s Journal, 1849 gezeigt, dass die Gleichungen aucb dann noch gelten, 
wenn diese EinscbrS-nbung beseitigt wird In dem oben gegebenen Beweis baben 
wir Yieille’ sYerallgemeinerung eingescblossen, sind ubrigens zum Tbeil SirW.Ha- 
nailton’s Yerfabren gefolgt, Phil. Trans, 1834 Der Beweis unterscbeidet sicb 
von dem Lagrange’scben in zwei Hinsicbten; erstens lasst Lagrange die will- 
kurlicbe Yerruckung so vor sicb geben, dass nur eine Coordinate zu einer be- 
stimmten Zeit variirt und dann operirt er direct mit T anstatt mit 2mx^. 

Beisp. 1. Wenn man die Coordinaten 6, qp, etc. in Lagrange’s Gleicbungen 
mit beliebigen anderen ic, y, etc. vertauscbt, die mit 0, qp, etc. durch Gleicbungen 
verbunden sind, welcbe Differentialquotienten nacb der Zeit nicbt enthalten, so 
zeige man durch analytische Transformation, dass die Gestalt der Lagrange’scben 
Gleicbungen sicb nicbt andert, d. b. dass die umgeformten Gleicbungen sicb von 
den urspriinglicben nur dadurcb unterscbeiden, dass x, y, etc. fur 0, go, etc steben. 
Dies ist natiirlicb vermbge der dynamischen Bedeutung selbstverstandlicb. 

Durch DijBPerentiation von L ergibt sicb 

dx dt dx' ~ dt 36/ dx ' \Sqp dt dtp') dx'^^ 

Da nun jedes Glied auf der recbten Seite INull ist, so muss aucb die Hnke veir- 
scbwinden. 

Eine YeraUgemeinerung dieses Satzes auf den Fall, wenn D aucb etc. 

(p'\ etc. entbalt, findet man in Kap. X des IE. Bandes. 

Beisp 2. Zwei Seiten &, c und der eingescblossene Winkel A eines Dreiecks 
werden zu Coordinaten 0, qp, yj genommen; man beweise, dass den Lagrange’scben 
Gleicbungen durch L = B' genugt wird. 

Es folgt dies leicbt aus dem vorigen Beispiel, wenn man die Coordinaten 
vertauscbt. 


Beisp. 3. Man zeige, dass die Lagrange’scben Gleicbungen unabbangig von 
einander sind, so dass sicb keine aus den anderen ableiten lEsst. 

Die aUgemeine Gleicbung (4) in § 396 fur 2 T lasst sicb aucb kurz scbreiben 
r — Tj -j- Tj -1- To , worin T^ eine bomogene Function Grades von 0 \ tp', etc. 
ist. Die Lagrange’scben Gleicbungen nebmen dann die Gestalt an 

0" + As 9^' 4“ * ■ ’ — » -^2 ”1" -^2 qp" + • • ' = , etc. = etc. , 

worin Wi, tOg, etc. gewisse Functionen von 0, qp, etc., 0', qp', etc. sind. Liesse 
sicb irgend eine dieser Gleicbungen aus den anderen ableiten, so konnte man 
durch Benutzung derselben Multiplicatoren eine der Gleicbungen 

J,, 0' + Aa + ■ — 0, 0' + As 9 + 0, etc. := 0 


aus den ubrigen berleiten. Diesen letzteren Gleicbungen kann man sammtlicb 
genilgen, aucb wenn qp', etc, von Null verschiedene Wertbe baben. Da diese 
dT dT 

, -5—7, ^tc. sind, so folgt aus Euler’s Theorem tlber bomogene Functionen, 
dO o(p 

dass Tg for dieselben Wertbe der Gescbwindigkeiten 0', qp', etc. NuU sein muss. 
Tjj ist aber dadurcb erbalten worden, dass man in Gl. (2) des § 396 gewisse Wertbe 
von £c', g', die nicbt sammtlich Null sind, substituirte, ist daber eine wesentlicb 
positive Function und kann nicbt verscbwinden. 
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Daraiis folgt, dass die Eliminationsdetermmante der obigen Gleichungen, 
d li die Disci immante von Tg , nicht Null sein kann Es lasst sich auch be- 
weisea, dass diese Discriminante positiv ist; denn gibt man den Coordinaten 
0, cp, etc. ibre augenblicMichen Wertbe, so sind die Geschwindigkeiten d\ (p\ etc. 
•sviJlkurlich To ist daher eine quadratische Eunction von d\ (p', etc, welche 
ibrem Wesen nach positiv ist. Aus der Lebre von den quadratiscben Functionen 
folgt also, dass ihre Discriminante positiv ist. Siebe aucb Band II, am Ende, 
<lie Note zu § 60 


§ 400. UiilbestiDiiiite Multiplicatoren. Urn die Lagrange’schen 
Gleichungen benutzen zu konuen, muss man die Function L durch 
die unabhangigen Variablen des Systems ausdriicken. Sind die geo- 
metriscben Bedingungen etwas verwickelt, so kann dies sehr langwierig 
werden. Manchmal ist es von Vortheil^ L als Function einer grbsseren 
Anzahl Coordinaten als nothig auszudrucken und geometriscbe Be- 
ziehungen zu haben, die sie verbinden. Man nebme an, L sei als 
Function der Coordinaten d, (p, etc., 0", 9 ', etc. ausgedriickt 
und es bestanden zwei geometrisclie Gleichungen, welcbe diese Coordi- 
naten verbinden, namlich. 

f{d, 9, etc.) = 0 , F{6, (p, etc.) = 0 . . . . (1). 

Urn das Verfahren zu vereinfacken, nebmen wir an, es gebe nur 
s:icei geometrisclie Gleichungen; man wird aber seken, dass unsre Ent- 
wicklung durckaus allgemein ist imd sick auf jede Anzakl von Be- 
dingungen anwenden lasst. 

Nack dem Princip der virtuellen Arbeit ist 


[d_^^ 

\dtbd' 

ebenso 


und 


+ + ■ ■ ( 2 ). 


' ' ■ ' ■ ' 

+ If » 


Da (lie Coordinaten 5 , 9 ?, etc. durck zwei geonaetriscke Gleickungen 
verbunden sind, so sind zwei von iknen abkangige Variable; es mogen 
dies 9 und 93 sein. Nack dem aus der Differentialrecknung bekannten 
Verfakren multipliciren wir (3) und (4) mit zwei keliebigen Grossen 
Z und II und addiren die Producte zu (2). Alsdann wahlen wir X 
und [I so, dass die Coefficient en von d 0 , dgo Null werden. Da die tibrig 
bleibenden Coordinaten etc. unabhangig von einander sind, so miissen 
auck die Coefficienten von etc. versckwinden. Man erkalt auf 
diese Art 


a/ , dF_ 
dtde' de de ^ Id ~ 
^ dF_ 
dtdqf d<p~^ ^ ^ d(p~ 


etc. = 0 


• • ( 5 ), 



UnLesfcimmte Multiplicaioren 390— iOl). 
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ebensoviel Gleichungen als Coordinaten vorhandeu sind. Nimrafc man 
noch die Gleicliungen (1) liinzu, so hat man genug Grleicliungeiij um 
alle Coordinaten und die beiden Multiplicatoren I und [i zu finden. 

Diesen Gleichungen kann man eine einfaehere Gestalt geben. Man 
beachte, dass die geometrischen Fnnetionen f und F die Differential- 
quotienten d\ (p\ etc. nicht enthalten. (Vergl. auch § 39d.) Wir 
woUen nun 

L, = L + Xf+fiF (6) 

setzen und so bebandeln, als ob es die Lagrange’sche Function 
ware. Substituirt man den Wertb von in die typisclie Gleicliimg 


cL^ cL^ 

dt cB' 36 


(V, 


worin 0 eine jede der Coordinaten reprasentiren mag und vereinfacht 
die Resultate, indem man bedenkt, dass /’=0, F—0 ist, so er- 
balt man der Reihe nach sammtliche Gleichungen (5). Dasselbe Ver- 
fahren liefert auch die geometrischen Gleichungen (1), wenn man A 
und fz unter die Coordinaten einschliesst. Da z. B. kein A' enthalt, 

so ist = 0 und die Gleichung (7) gibt daher, wenn man A fiir 0 
schreibt, f=0. 

Wenn die geometrischen Gleichungen (1) die Zeit t enthalten, so 
bleiben die Entwicklung und das Resultat die gleichen, denn die will- 
kiirlichen Variationen dq? miissen (wie in § 351) mit den geo- 
metrischen Gleichungen, welche zur Zeit t gelten, vereinbar sein. 


Beisp Ein Massenpunkt, auf welchen keine gegebenen Xraite wirkcn, wirtl 
gezwungen auf dem sich bewegenden Xreis y'^ zu bleibeu; man 

zeige, dass a? = ai [^1 -f cos + y)J » y at sin [b ^ ist, worin A 
und B Integrationsconstante sind. 


§ 401. Die Lagrange’schen Gleichungen fiir Momentankrafte. Mmi 

soli die allge'iimn&ii Bewegungsgleicimngen fur Momentanhrdfte alleiten. 

Es sei S das virtuelle Moment der Momentankrafte, welches 
durch eine allgemeine Verrtickung des Systems erzeugt wird. Man 
kann ihm mittelst der geometrischen Bedingungen des Systems die 
Gestalt geben 

dU^:=FSe + Q8<p-\ . 

Das virtuelle Moment der Bewegungsgrossen, welche den Massen- 
punkten gegeben werden, ist 

— <) 8x + (y^' — y^') 8y + (%' — V) , 
worm «, y^, s^), (a;/, i//, V) Werthe Ton (a/, y\ /) grade vor 
imd grade nach der Wirkung der Momentankrafte sind. 

6q, (p^, etc., 6^, (pi, etc. seien die Werthe von S', f', etc. grade vor und 
grade nach den Stossen und To, Ti dieWerthe von T, wenn man fiir fl',g>',etc., 
bez. 6q, g)Q, etc. und 0/, gj/ etc. substituirt. Das virtuelle Moment der Be- 
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( O JT ^ \ 

DieLagrange- 

scten Gleichungen der Momentankraffce kann man daher sclireiben 

0 T\ 3 Tq -p 

und ahnlich fur % etc. Man gibt ihnen manchmal die passende Form 



worin die jede Grosse einschliessenden Klammern angeben, dass diese 
Grosse zwiscben den erwahnten Grenzen zu nehmen ist. Manchmal, 
wenn kein Iirthum in Bezug auf die speciellen Grenzen, die man meint, 
entstehen kann, lasst man diese weg und beh'alt nur die Kla mm ern 
vielleicht mit einem TJnterscheidungszeichen bei. 

Wenn die in den Klammern stehenden Grossen, wie in unserm 
Fall, lineare Functionen der Variablen 6 ', 9 ', etc. sind, kann man die 
Ausdrlicke auch anders auslegen. Es lasst sich dann sagen, die Klammern 
gahen an, dass man nach AusfUhnmg alter anderen in den Klammern 
angegelenen Operaiionen — 6q, (pi — (Pq\ etc. statt d\ 9 ', etc. 
sclireiben soil. 


§ 402. Interpretirt man die Gleichungen nach den allgenaeinen 
Principien in § 283, namlich danach, dojSS die Bewegungsgrossm der 
MassenpunMe grade nach einem Stoss msammen mit den umgedreliten 
BeKegungsgrossen grade vorher der Momentanhraft dguivalent sind, so 

o m 

sdieint es woM passend zu sein, die Grosse die allgemeine Compo- 


nente der Bewegungsgrossen in Bezug auf d zu nennen, wie in 
Thomson und Tait’s Natural Philosophy Torgeschlagen wird. Kiirzer 
noch kdnnte man sagen, sie sei die 0 -Componente der Bewegungs- 
grosse. Ebenso liesse sicb die 0-Componente der EfPectiTkrafte als 


d dT dT . n • 

TtW-Je 


Man nehme z. B. an, die Variation dO einer Coordinate hatte die 
Wirkung, das System als Ganzes um eine Gerade den Winkel dd be- 

O m 

scbreiben zu lassen; alsdann ist der Winkelbewegungsgrosse um 

diese Gerade gleicb. Wenn aber die Yariation das System als 
Ganzes parallel zu einer Geraden um die Strecke 86 fortbewegt, so 

ist die TranslationsbewegungsgrSsse parallel zu dieser Geraden. 
Siebe die §§ 306, 308. 

Es ergil)t sioh. dies auch unmittelbar aus dem allgemeinen Ausdruck 



in § 397.^ Die gegebene Gerade nehme man zur «-Axe. Im ersten Eall ist 

»'= — 2 / 0 ', y'=xQ', /= 0 ; der Ausdruck reducirt sich daher auf 2 jn(—a;' 2 /+y't;), 



Momentankrafte (§ 401 — 403). 
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welcher die Winkelbewegungsgrosse darstellt. Im zweiten Pall ist ^' = 0, 
z'=6\ der Auadnick wd daher Smz\ welches die lineare BewegTingsgrSsse isfc. 

Die Gleichungen fur Momentaiikrafte hat Lagrange nicht gegeben Wie 
es scheint, hat sie zuerst Prof Niven aus der Lagrange’ schen Gleichung 


d dT cT dU 

abgeleitet. _ ~ 

Man kann namlich eine Momentankraft als die Grenze einer sehr grossen 
Kraft, die sehr Inirze Zeit wirkt, ansehen Es seien tQ , die Zeiten des Beginns 
und des Endes der Wirkung der Kraft. Integrirt man nun die Gleichung zwischen 
den Grenzen t = % und t ^ so erhalt man als Integral des ersten Gliedes 


. welches der Unterschied des Anfangs- und Endwerthes von ist 

cd 


\de'Jto 


Das 


dT . 


Integral des zweiten Gliedes ist Null; denn ist eine Function von 0, q?, etc., 


gj'j etc , die, obgleich variabel, wahrend der Zeit — to endlich bleibt. Wenn 
A ihren grSssten Werth im Verlauf dieser Zeit angibt, so ist das Integral kleiner 
als A(t^ — ^o), ein Ausdruck, der zuletzt verschwindet DieL agrange’ scheGleichung 

( d T\ h dTI 

Siehe die Abhandlung im Mathematical Messenger^ 

Mai 1867. 


§ 403. Plotzliche Festlegungen. Ein System von Korpern heioegt sich auf 
gegebene Art; plotzlich loerden hestimmte Piinkte ergriffen und gezvoungen sich unter 
neuen Bedingungen zu bewegen, Man finde die folgende Bewegwng. 

TJm die Sache zu vereinfachen, m6ge das System vier Coordinaten 0, g?, ip, x 
haben und zwei Punkte A, B plStzlich genSthigt werden, auf zwei Ebenen zu 
bleiben, welche sich parallel zu sich selbst mit gegebenen Geschwindigkeiten a 
und p bewegen, wobei die Bewegungen der Punkte auf den Ebenen voUkommen 
frei und zwanglos sind. Fallen z. B. A und B zusammen und findet die Bewegung 
in der Ebene statt, so ist dies dasselbe, als wenn man sagt, dass man den Punkt 
A sich plotzlich in gegebener Richtung mit gegebener G^schwindigkeit bewegen 
lasse. § 171, 

Es seien p, g die Abstande (oder beliebige geeignete Functionen der Ab- 
stande) der Punkte A, B von zwei festen den sich bewegenden paraUelen Ebenen; 
es sind dann p, g bekannte Functionen von 0, g>, ip, % ^ 6as System werden 

dadurch zwei geometrische Gleichungen von der Form 

= /(0, 9, 1/1, X) = a + ai, Q = F(fi, %) = b + pi ■ • • W 
eingefuhrt. Durch den nun eintretenden Zwang werden die Variablen p, g be- 
stimmte GrOssen und das System hat nur zwei Freiheitsgrade. Wir betraohten 
jedoch das System, als habe es vier Freiheitsgrade und zwei Stosskrafte wirkten 
derart auf dasselbe ein, dass die folgende Bewegung den Gleichungen (1) gentigt 

Die LOsung der Aufgabe wird sehr vereinfacht, wenn man die Coordinaten 
von Anfang an so wShlt, dass zwei von ihnen p und g sind, wahrend die beiden 
anderen, sagen wir 0, cp, unabhangige GrOssen bleiben. Hat man diese Wahl nicht 
getrofPen, so kann man analytisch den Wechsel der Coordinaten von 0, qp, ip, % 
in B, cp, p, g dadurch bewirken, dass man die aus (1) folgenden Werthe von 
Ip, x^ durch 0, g>,p, g ausdruckt und in alle mit dem Problem verbundenen Gleichungen 
einsetzt. Man kann 6, cp die Coordinaten der relaUven Bezoegtmg nennen, weil, 
(wShrend p, g die durch (1) gegebenen Werthe in Ausdriicken von t haben), ihre 
willkurlichen Variationen das System in alle mit den Zwangsbedingungen ver- 
tragliche Lagen bringen; p und g kann man dagegen den Namen Coordinaten des 
Zwanges beilegen, weil i^e willl^liohen Variationen den Bedingungen des Zwanges 
widersprechen. Diese Wahl der Coordinaten ist genau dieselbe wie in § 293. 
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Kapilel VIII Die Lagrange’schon Gleichungen. 

Da die Stosskraffce normal zu den sich bewegenden Ebenen wirken, so ist 

worin Pund § als dieMaasse der Stosskraffce angesehen werden DieLagrange’scben 
Gleicbnngen sind daher 



Nut die beiden ersten sind noting, um die Aenderung der Bewegung zu finden; 
man kann sie in den folgenden Satz zusammenfassen : Die aUgem&inen Compo- 
nenten der Bewegiingsgrossen in Besug auf die Coordinaten der relatwen Bewegung 
werden diirch die Momentanlcrafte nicht geandert. Es ist die Yerallgemeinerung 
des Satzes in § 288. Man erlteymi auch^ dass man, icenn nur die fdlgende Be- 
ivegung gesucht wird^ die Kraftefunction U mcTit zu berechnen brauckty es vielmeJir 
ausreichtj wenn man die Form von T hennt. 

Wenn es daranf ankommt, die Coordinaten 0, qp, t/;, % zu benutzen, also 
nicbt die des Zwanges und der relativen Bewegung, so andert man das Verfahren 
etwas ab. Man scbreibt jetzt 


8U^P(f^8e + f^^8cp + ' + + 

worin die Indices, wie gewOlmlicb, die partiellen Differentialquotienten angeben. 
Die Lagrange’scken Gleicbungen werden dann 



Diese vier Beziebungen, in Verbindung mit denen unter (1), reichen bin, die 
folgenden Wertbe Ton qp', i/;', % und wenn erforderlicb, aucb der G^rSssen P, Q 
zu ermitteln. 


Beisp. Der Punkfc 0 einer Scbeibe, die sicb in Bewegung befindet, muss 
sich pldtzlicb mit einer Gescbwindigkeit bewegen, deren Componenten a und p 
parallel zu den Axen gegeben sind Man sucbe die folgende Bewegung. Dasselbe 
Problem wurde scbon in § 171 gelQst. 

Es seien p, g; die Abstande des Punktes 0 von den Axen; die Gleicbungen 
des Zwanges sind p = at ^ g=. pt. Femer sei 0 der Winkel, den OG mit der 
a: -Axe macbt und OG^r. Alsdann ist 

2 r = (p' — r sin 00 ')® + cos 00 ')® + 

und da die relative Bewegung bier nur eine Coordinate, n'amlicb 0, bat, 
c T 

— — (p' — r Bin00')r sin0 -)- -j- r cos00')r co 3 0 + fc*0'. 

Wenn, wie in § 171, u,v die Componenten der Gescbwindigkeit des Scbwerpunktes 
G sind und co die Wmkelgescbwindigkeit vor dem Stoss, so ist — r sin 0 Q) = u, 
^ 0 ^ + r cos 0CO = V , 6q' = 00 grade vor dem Stoss und grade nacbber = «, 

B T 

= p. Substituirt man diese Wertbe in den Ausdruck for nnd setzt die 

Oo 

Eesultate gleicb, so erbSlt man den Wertb von 0 ' grade naob dem Stoss. Er 
stimmt mit dem in § 171 fur a gegebenen tiberein. 

§ 404 Wevm zwei glaMe elastische Systeme in einem Bvmlct aufeinander stosseny 
so tbeilen wir die Dauer des Stosses in die zwei Perioden der Compression und der 
Restitution, wie in §§ 179, 186 etc. Es seien 0 ^', qdq', etc.; 0 ^', 9 /, etc.; 0 ^', qp^', 
etc. die Wertbe der Gescbwindigkeiten der Coordinaten grade ebe der Zu- 
sammenstoss beginnt, im Moment der starksten Compression bez. im Moment der 
Trennung. Ist die Arbeit des Compressionsstosses , so bat das Maass 
dieses Stosses als einen Factor, wabrend die ubrigen Factoren aus der geo- 



Plotzlicho Festlegungen (§ 403—4:05). 
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metrisclien BeschafFenheit fler Figur bekannt smcl Ferner ist U^e die Arbeit des 
Bestitutionsstoases Man erhalt so zwei Reihen von Grleicliungen von dem Typns 


'oTy^cU^ 

oB 



cJJ^ 

cd 


(1 + ^) 


und abnliche Gleicbungen fiir qp, t/j, etc. Yerbindet man nun die erste Reibe von 
Gleicbungen mit der geometnscben Bedingung, welcbe ausdriickt, dasa die nomalen 
Gescbwindigkeiten der Berubrungspunkte gleicb sind, § 183, so erbalt man cine 
binreicbende Anzabl von Gleicbungen, um 6/, etc und den Compressionsstoss zu 
finden. Substituirt man den Werth dieses Stosses in die z’w^eite Reibe, so bat 
man so viele Gleicbungen, als Coordinaten zur Eimittlung von etc vor- 

banden sind. 

Da beide Reiben von Gleicbungen linear sind und auf ibren linken Seiten 
dieselben Coefficienten haben, so mussen die Werthe von — 6o', etc., die man 
auB den ersten findet, den aus den zweiten sicb ergebendenWertben von 6 ^' — 6^^ etc. 
proportional sein, d b 

0j' — 0o' = (! + «) (®i' — ^o'), %' — %' = (! + «) (Vi — Vo') , etc. 

Wenn man daher die Auflosung fur den Fall, dass das System unelastisch ist, 
Tcewntj so lasst sich die Bewegimg fur ein elastisches System umiittelbar daraus a6- 
leiten. 

Zu demselben BesuUat Icommt man auch oJine Benutsung der Lagrange’sclien 
Gleichungen. Man nebme an, ein System von K8i*pem (wie die Stabe in § 176) 
sei du/rcli GelenTte verhunden^ stosse in einem beliebigen Punkt A gegen ein glattes 
Hindemiss und die Bewegung gebe in der Ebene vor sicb. B sei der Stoss bei A, 
von dem Anfang des Zusammenstosses an bis zu einer Zeit t gemessen, die kiirzer 
ist, als die des Stosses. Die Ricbtung von B bleibe femer -wabrend des Stosses 
unverandert. seien die Componenten der Gescbwindigkeit des Scbwer- 

punktes eines der ESrper und m die Winkelgescbwindigkeiten beim Beginn 
des Stosses bez. zur Zeit t. Die dynamiscben Gleicbungen, welcbe die Effectiv- 
krafte m{u — Uq)^ 7n(v — Vq) und die Paare wfc^(co — coo), durob das ganze System 
genommen, mit dem Stoss JR verbinden, sind bekanntlicb linear (§ 169) Auch die 
Gleicbungen, welcbe die Identitat der Gescbwindigkeiten der Gelenkpunkte aus- 
driicken, sind lineare Functionen der Gescbwindigkeiten u, v, w. Nimmt man 
an, e$ werde dwch den Stoss Icein GeJenk gebrochen, so gelten diese Gleicbungen 
aucb fiir die Differenzen u — -Wq , ® daber nur lineare 

Gleicbungen zu losen; fiir jedenKdrper ist daber u — Uq = aB^ v — v^ — bB^ etc., 
worin a, 6, etc. von den geometriscben Beziebungen des Systems abb^ngen. Sind 
also ^^ 0 ? ^17 ^2 Wertbe irgend einer Componente der Bewegung beim Beginn 
des Stosses, im Moment der st^rksten Compression und bei der Beendigung des 
Zusammenstosses , so ist = (Ui — u^) (1 + e). 


§ 406. Beispiele zu den Lagrange’schen Oleielinngen, Fin Korper, dessen 
zwei JSauptmomente fur den Schicerpunht gleich sind, dreht sick tmter der Wirkung 
der ScTbwere um einen festen Punkt 0, d&r in der Axe des ungldchen Momentes liegt. 
Man bestimme die Bedingu/ngen ^ unter welchen ein eanf aches gleickwerthiges Pendel 
existirt. 

Definition. Wenn ein KSrper an einem festen Punkt 0 unter dem Einfluss 
der Scbwere bangt und wenn die Winkelbewegung der Geraden, die 0 mit seinem 
Scbwerpunkt verbindet^ dieselbe ist, wie die eines Fadens von der LSnge Z, an 
dessen Ende ein scbwerer Punkt befestigt ist, so beisst I die Lange des einfachen, 
gleichioerthigen Pendels. Es ist dies eine Ausdebnung der Definition in § 92. 

Es seien 00 die Axe des ungleicben Momentes; A, A, C die Hauptmomente 
fiir den festen Punkt und die ubrige Bezeiobnung sei dieselbe wie in §366, Beisp.l. 
Es ist dann 
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Kapitel Ym. Die Lagrangeschen G-leiciiuiigen 


2T= ui + + C7(9?' + cos 0)®, 

Zf mg h cos 6 Constante, 

worm h den Abstand des Sobwerpunktea von dem festen Punkt bedentet und 
vorausgesetzt wird, dass die Scbwere in der positiven Richtimg der z-Ajlq wirkt. 
Die Lagrange’soben Grleiohungen werden, wie man findet, 

— (A6') A sin $ cos + G'lp' (tp' + 'ifj' cos d) sin 0 = — Mgh sin 6 , 
dt 

A[cr(9,' + ip'cose)] = 0, 

•4 [C (gj' + '>P' cos 6) cos 0 + ji sin* Si/)'] = 0 
€tt 

Durcb Integration der zweiten Dleicbung erbalt man 
cp' -|- 'ip' cos 0 = w , 

worin n eine Constants ist, welche die Winkelgesobwindigkeit um die Axe des 
ungleicben Momentes ausdriickt (siebe § 256), nnd wenn man die dritte integrirt 

On cos 0 + A sin^ S'lp" = cc , 

worin a eine zweite Constante bedentet, die das Moment der BewegungsgrQsse 
um die Verticale durcb 0 darstellt. (Siebe §§264, 266 und aucb 403.) 

Bei der Benutzung der L agrange’scben Gleicbungen muss man sicb vor ge- 
wissen Feblem biiten, die man leiobt macben kann Bezeicbnet cog die Winkel- 
gescbwindigkeit um DC, so ist, wie man aus den Euler’scben Grleicbungen, § 251, 
weiss, cog constant, Ist n diese Constante, so kann man durcbaus correct der 
doppelten lebendigen Kraft dee KSrpers die Gestalt 

2r =: A (O'* + sin* + Cw* 

geben. 

Wollte man aber diesen Wertb von if in die Lagrange’scben Gleicbungen 
einsetzen, so wfirde man durcbaus falscbe Resultate erbalten Der Grund liegt 
darin, dass in den Lagrange’scben Gleicbungen alle Differentialquotienten, mit 
Ausnahme desjenigen nacb der Zeit, partiell sind. Obgleicb constant und 
daber sein totaler Differentialquotient nacb t ITuU ist, so sind doob seine partiellen 
Differentialquotienten nacb 0, qp, etc. nicbt Null. Deberdies entbait die Gleicbung 
die Gescbwindigkeiten 9', !/>'(§ 256); wir kOnnen sie also nicbt, wie in 
§ 396 erkiart wurde, als eine geometriscbe Gleicbung zur Reduction der unab- 
bangigen Coordinaten benutzen. 

An Stelle der ersten Gleicbung kann man die Gleicbung der lebendigen 
Kraft benutzen; man findet 

A (sin* 01/;'* + 0'*) « p + 2 Mgh cos 0 . 

Dm die willkiirlicben Constanten cc und j3 zu ermitteln, muss man die An- 
fangswertbe von 0 und 'ip zu Hillfe nebmen. Sind 0^ , i/»o , die Anfangs- 

wertbe von 0, 'V'; ^ j ^ ? so werden die obigen Gleicbungen 

Lost man diese Gleicbungen auf, so erbS-lt man 0 und 1/; als Punctionen von t, 
womit die Bewegung der Linie OG bestimmt ist. Die entsprecbenden Gleicbungen 




Beispiele (§ 405—406) 
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fiir die Bewegung des einfachen gleicliwertliigen Pendels OL ergeben sicb, Trenn 
man (7=0, -4. = Z® nnd Ji = Z setzt, unter Z die Lange des Pendels verstanden 
Die Gleiclmngen (1) werden dann 



sin® 00 


dt 


sin® 0 




+ 2 (cos 0 — cos 0o) 


( 2 ). 


SoUen die beiden Linien OG nnd OL dieselben Bewegungen machen, so 
miissen die beiden Gleicbimgen (1) und (2) identiscb sein. Dieser Pall tritt ein, 
wenn entweder Cn = 0 oder 0 = 0^ ist In dem ersten Fall muss entweder = 0 
Oder C = 0 sein, so dass also entweder der Korper keine Rotation um 0 G haben 
darf Oder ein Stab ohne Dicke sein muss In dem zweiten Fall miissen 0 und t/?' 
wahrend der Bewegung constant bleiben, so dass sich also der Korper stationar be- 
wegt und dabei emen constanten Winkel mit der Verticalen macht. In beiden 
Fallen sind die zwei Reihen von Gleicbungen identiscb, wenn Mhl = A ist. Dies 
ist dieselbe Formel wie in § 92. 


§ 406. Beisp. 1. Man zeige , njoie sich die JEuler^schen Gleichungen, §261, 
am den Lagrange^schen ableiten lassen. Nimmt man die Hauptaxen fiir den festen 
Punkt zu Bezugsaxen, so ist 

2r=.Affl,® + Ba)g®+(7a)3®. 

Man kann (oi , coj , coj) nicbt zu unabhangigen Yariablen nebmen, weil die Coor- 
dinaten eines jeden Massenpunktes des KOrpers sicb nicbt durcb sie ausdriioken 
lassen, obne Differentialquotienten nacb der Zeit in die geometriscben Gleicbungen 
einzufiibren (Siebe § 396.) Wir wollen daber cb^ , cdj , Oj durcb 0, 9 , i/; aus- 
driicken. Nacb § 266 bat man 

co^ = 0' sin gj — sin 0 cos qp \ 
ooj = $' cos 9 + 1^' sin 0 sin 9 > • 
oflg ^ qp' -|- T/j' cos 0 ) 

Da, wenn man eine der Euler’scben Gleicbungen aufgestellt bat, die iibrigen 
nacb den Gesetzen der Symmetric daraus folgen, so brauchen wir nur eine der 
L agr an ge’scben Gleicbungen zu benutzen und nebmen diejenige, die das einfacbste 
Verfabren verspricbt. 9' tritt in den Ausdriicken fur Oi , Og nicbt auf; wir be- 
nutzen daber die Gleicbung 

d dT dT ^dU 
Nun ist dt dcp dtp dtp 


dT ^ ^ dT . dooi , _ d(o^ , ^ 

wie man findet, wenn die Ausdrucke fiir cb^, 00 ^ differenzirt werden. Pemer ist 

dTJ 

nacb § 340, wenn "N das Moment der Kraffce um die Axe von G bedeutet, ^ = JY. 

d 

Durcb Substitution erbalt man (Geog) — (A — B) co^ ca^ — N", die typiscbe 

at 


Gestalt der Euler’scben Gleicbungen. 

Beisp. 2. Ein KSiper drebt sicb um einen festen Punkt und seine lebendige 
Kraft ist durcb 


T = Goj®— — ^Fco^co^] 

gegeben. Man zeige, dass sicb die Euler’scben Bewegungsgleicbungen, wenn die 
Axen in dem KSrper festliegen, aber nicbt notbwendiger Weise Hauptaxen sein 
mussen, in der Form scbreiben lassen 
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Kapitel YIII Die Lagrange’ sclien Glcicliungen 


d dT dT , dT j. 

dt dcOj^ 0(0^ OCO^ 

mit zwei ahnlichen Gleichungen Dieses Resizltat nihrt von Lagrange her 


§ 407 Beisp 1 Man leite die Gle%chung der lehendigen Kraft aus den La- 
graoige^schen Gleichungen db. 

Mnltiplicirt man jede der m der typischen Form 


dt d&' de do 


enthaltenen Gleichungen mit der entsprechenden Geschwindigkeit 6' nnd addirt, 


so ergibt sich 





de ’ 


worin K die Summirung fur alle Coordinaten angibt. Wenn nun die geometrischen 
Gleichungen die Zeit nicht explicite enthalten, so ist T eine homogene Function 
zweiten Grades von 0', go', etc (§ 396). Ebenso sind T und TJ Functionen von 
0, g?, etc., aber nicht von t. Daher ist 






0T , _ dT\ dU _ 

Te^^ W}' U ^ de 


und durch Substitution in die obige Gleichung 


2 


dU 

dt 


dt dt ’ 


foigiich r=fr+(7, 


worin C eine willkurliehe Constante ist, die man zuweilen auch die ConstaMe 
der lehendigen Kraft nennt. 


Beisp. 2. Man finde die Gleichung, -w-elche derjenigen der lehendigen Kraft ent- 
spricht, wenn Tund 17 behebige Functionen der Variablen 0, qp, etc. der Lagrange- 
Bchen Gleichungen sind, T auch eine Function von 0', gp", etc. ist, die nicht dadurch 
eingeschr’Ankt wird, dass sie vom zweiten Grad sein muss, uiid auch nicht noth- 
wendiger Weise homogen ist. 

Setzt man — 1- 7^ , worin eine homogene Function 

wteii Grades von 0', g?', etc. bedeutet, so findet man durch ein ahnliches Ver- 
fahren, wie vorher 

(n-l)T„ + {n-i)T„_^ + ... + T,-T, = U+C, 


wobei zu beachten ist, dass das Glied verschwonden ist. Siehe Band II, § 44. 
Sind T und U auch explicite Fimctionen der Zeit t, so ist auf der linken 


Seite 


'J dt 


dt zu addiren, wobei jL== T+ ist. 


Beisp. 3. Lionville’s Integrale. Wenn man die Gleichung der lehendigen 
Kraft in der Form 

= + eto.)= U+C . . . . (1) 

Bchreiben kann, worin F eine Function von 0 allein, Q von qp allein u. s. f. ist, 
wS,hrend M eine Function aller Coordinaten sein kann und wenn ferner 


M(U+C):=^F,(e) + F,(tp)Jt-eto ( 2 ) 

ist, worin F^, F^, etc. beliebige Functionen bezeichnen, dann sind die ersten Inte- 
grale der Lagrange’schen Gleichungen 

|iif*pe'* = p\(e) + «, + etc. . . . (S) 



Beispiele (§ 40 G — 408) 
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und a + p -|- . = 0 Hieraus liisst sich der Werth von — als Function von 6 

ableiten. 

Man beachte, dass die Bedingung (2), wenn die Anfangsbedingungen will- 
kiirlicb sind, C also einen beliebigen Werth haben kann, fordert, dass sowohl 
M qIs MU die Gestalt (6) + F^ (cp) etc haben mussen 

Um diese Integrale zu erhalten, vertanschen wir erstens die Coordinaten und 
setzen P6'^ = £c'®, 2/'®, etc , benntzen alsdann die Lagrange’schen Glei- 

chungen und substituiren in das zweite Glied einer jeden 2(U-\-C)fnr 
Eine jede Gleichung wird dann der Differentialquotient eines der Resultate in 
den G1 (3). 

In § 431 wird bewiesen werden, dass dieses Yerfahren einer Yei*tauschung 
der unabhkngigen Yariablen t mit n gleichkommt, wobei dt~Mdz 1st Liou- 
ville’s Journal, 1846. Bd. XI, XII; 1849, Bd XTV, S. 291. 

Beisp 4. Die elliptischen Coordinaten eines Massenpunktes sind 1, jit, v und 
der Massenpunkt wird gezwungen, sich auf einem festen Ellipsoid X zu bewegen. 
Die Kraftefunction U ist durch 


ili^-v^)U==F,(j,) + F,(v) 


gegeben, man leite aus den Liouville’schen Integralen ab, dass 




= F,(f,) + Cti^+D, 


2(p^— 


F,(v) + Cv^^ + D 


ist, worin h, k die Halbaxen der Focalkegelscbnitte sind. Durch Diyision redu- 
cirt sich die Bestunmung der Bahn anf eine Integration. 

Diese I^dsung findet in den folgenden Fallen Oder beliebigen Combinationen 
derselben Anwendung: (1) wenn die Kraft nach einem Centrum gerichtet ist und 
sich wie der Abstand yerhalt; man hat 20"= r® = ^j-v* — — k\ daher 

Z7(fir® — v^) = F^ (fi) + F 2 (v). (2) wenn die Kraft senkrecht zur yj^-Ebene ge- 

richtet ist und umgekehrt wie die dritte Potenz des Abstandes yon dieser Ebene 


variirt; es ist Xfiv — ^hkcc; daher 


U= 


A 


und (fi® — v^U hat die verlangte 


Form. (3) wenn die Kraft central gerichtet und derart ist, dass U = ' , 

yp® — w* 

worin 9 der Abstand des Massenpunktes yon einem der beiden festen Punkte 


X ^ ± 2 / = 0, = 0 und m*X^ = (i® — A®) (X* — A:®) 

A 


ist. Man bemerke, dass, wenn X = ^ Oder =k^ d. h. wenn das Ellipsoid eine 
Ebene wird, m = 0 ist. 


§ 408. Beispiele zu den Momentankraften. Beisp. 1, Fin Ehombus, der aus mer 
dwrch GelenJce verbwidenen Staben besteht, fdUt vom Zustand der Buhe aus so^ dass eine 
Diagmale vei'iical bleibi, wnd dei' FckpimJct A stosst mit der Geschwindigkeit V gegen 
eine feste horizontale imelastische Fbene. Man finde dte folgende Anfangsbewegung. 
Dies ist dasselbe Problem, das in § 176 gel6st wurde; zum Vergleich geben wir hier 
zwei andre LOsungen, welchen beiden die Lagrange’schen Gleichungen zu Grunde 
liegen. 
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Die Masse eines jeden States sei die Einheit, x die Hete des Schwerpunktes 
des Bhombus, 6 die Neigung eines States gegen die Verticale. Netmen wir x 
und 6 zu Coordinaten des Systems, so ist 

T = 2lx^+(k^ + a^)e'^} 
und, wenn P der Stoss am Punkt A ist, 

SU = P5 (a; — 2a cos 6) = Fdx + 2aP sin 6S6 , 

Die Lagrange’scten Gleichungen sind nach §4=01 

4 (a?/ — Xq') = P, 4 (^*^ + a^) (d/ — ^o') = 2 ctP sin 0. 

Die AnfangS" nnd Endwertte von x' sind £Cq' = — V, a;/ = — 2aa> sin 0, 
die von $' sind 0^' = 0 , 0/ = co. Setzt man dater ~a^ und eliminirtP, so 
3 P* sin 0 

ersibt sict co = ~ — 7 - 7 - .; , “^as mit dem Resultat in § 176 ubereinstimmt. 

® 2 o 1 -|- 3 sin^ 0 ’ 

Bemerhv/ng uber die Wahl der Coordinaten Gegen die eben gegebene LSsung 
lasst sich einwenden, dass man alle Lagrange’scten Gleichungen tat tenutzen 
miissen, obgleict die Momentankraft nictt gefunden werden soil. Will man die 
EinfUhrung der Momentankraft in die Gleichungen vermeiden, so muss man die 
Coordinaten so wdhlen, dass die Variation der einen allem (wahrend die andre con- 
stant bleibtj den Angnffspunkt des Stosses nieht dndert. Wenn man die Coordinaten 
X und 0 benutzt, so andert die Variation emer allem die Lage von A. Nimmt 
man dagegen 0 und die Ordinate y des Punktes J., welcter die Ebene trifPt, zu 
Coordmaten, so andert eine Variation von 0 allein die Lage von A nictt, und das 
virtuelle Moment irgend einer an A angreifenden Kraft tritt in der so gebildeten 
Gleictung nictt auf. Ebenso soUte man , wenn die GrfSsse des Stosses auf A ge- 
funden werden soli, eine Gleictung benutzen, die durct die Variation einer Coor- 
dinate, wie 1 /, welcte die Lage von A im Raum andert, gebildet wird. Die Coor- 
dinaten y tmd 0 sind in § 403 die Coordinaten des Zwanges bezw der relativen 
Bewegung genannt worden. Benutzt man sie, so ist 

2 ( 2 /* — 4ay 0' sin0 + (A;2+ a^+4.a^ sin* 0) 0'*}. 

/d T\ ^ 

Die einzige jetzt ndttige Gleictung ist =0, so dass man also XJ 

nictt zu berectnen brauctt. Die Grenzen von y sind 2 / 0 ' = — 2 /i' = 0; die 

die von 0' sind 0^' = 0 , 0^' = oj Den Werth von co findet man otne Sctwierigkeit 

Wenn der Boden elastisch ist, befolgt man die in § 404 gegebene Regel. 
Da 0 q" = 0 , so findet man die Winkelgeschwindigkeit eines jeden Stabes nact 
dem AbpraU durct Multiplication des eben for unelastiscten Boden gefundenen 
Werttes von co mit (1 + ^)' 

Beisp, 2. Sects gleicte und gleictfSrmige State bilden ein regelmassiges 
Sectseck und sind an den Eckpunkten durct Gelenke lose verbunden. Einer der 
State "wird senkrectt zu seiner Richtung in seinem Mittelpunkt durct einen Stoss 
getroffen; man zeige, dass der gegeniiberliegende Stab sict mit einem Zetntel der 
Gesctwindigkeit des getroffenen Stabes zu bewegen beginnt. 

[Matt. Tripos, 1882.] 

Man nehme zur einen Coordinate den Abstand y des Angriffspunktes des 
Stosses von der x-Axe, welcte parallel zum getroffenen Stab vorausgesetzt wird, 
und zur andem den Winkel 0, den jeder der anliegenden Stabe mit der x~Axe 
macht. Diese Coordinaten sind am vortteiltaftesten, weil eine Aenderung von 0 
allein den Angrifispunkt des Stosses nictt verruckt. Beacttet man^ dass cos 0 Y , 
so ist 

2P= 6/*-f 12a3/'0'-f 4(3a^*+ fc*)0'*, 

worin 2 a die LSnge eines Stabes bedeutet. Die allein erforderlicte Lagrange’scte 
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d T 

Grleicliung driickt aus, dass ^ unverandert Weibt und daber gleich Null ist. Da 

die Geschwindigkeiten der beiden Stabe y' und y 2a6' sind, so ergibt sick 
das Resultat unmittelbar. 


Beisp. 3. Das eine Ende eines Balkens, der sich auf einer glatten bori- 

zontalen Bbene befindet, liegt fest; eine Kugel A yon der Masse wi ist in Be- 

rubnmg mit ibm und bat den Abstand a von dem festliegenden Ende. Man be- 
stimme, in welcbem Abstand h eine andre Eugel B von der Masse y, den Balken 

direct trefPen muss, danait der Eugel A durcb den Stoss die grosstmcJglicbe Ge- 

scbwindigkeit mitgetbeilt wird. Der Balken und die Eugeln sind unelastiscb. 

[Math Tripos, 1844.] 

Es sei 6^ die Winkelgesobwindigkeit des Balkens, y die Gescbwindigkeit 
der Kugel B ; die relative Gescbwindigkeit, mit welcber sicb die Kugel dem Balken 
nabert, ist dann ^ — 60' und — Bdz. Nimmt man 6 und s zni Coordinaten, 


so gibt die eine 


Gleichung 


= 0 die Anfangsbewegung. 


Es wird also 


d T 

durcb den Stoss nicbt verandert 
cu 


Man bat 2 + 


da die Grenzwertbe 0^' « 0 , 0^' — m und == «? , 0 ^' = 0 sind, so erbalt man 


(ma®+ /i6^)a> — ft6«7; daber j[t6®— 

wenn co ein Maximum ist. 


§ 409. Sir W. R. Hamilton hat den allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen eine andere Gestalt gegeben, die zuweilen sich besser dazu 
eignet, die allgemeinen Eigensehaften eines dynamischen Systems zu 
ermitteln. Diese TJmgestaltung kann man aus dem Lemma in § 410 
ableiten. 

In dem Folgenden bescbrSnken wir uns auf die elementaren Eigenscbaften 
der reciproken Beziebungen. Der Gegenstand wird im zweiten Band wieder auf- 
genommen und eingebender bebandelt werden. Sir W. Hamilton’s Beweis seiner 
Gleicbungen fordert, dass T eine bomogene quadratiscbe Function der Ge- 
scbwindigkeiten sei, was in der Dynamik im Allgemeinen ricbtig ist. Die Aus- 
debnung auf den Fall, in welcbem die geometriscben Gleicbungen die Zeit expb- 
cite entbalten, verdanld; man Donkin, Phil Trans, 1864. 

§ 410. Die reciproke Function^). sei eine Function hdieliger 
Qrossen^ welche mm, wie sich gleich mgen wird, am iesten 6', (p, etc, 
nemt. Es sei 


1) Aus diesem Lemma lS,sst sicb die Me&uidej partielle Differentialgleickimgen 
du/rch redproJce Be^iehmgen aufzuldsen, die mancbmal die Legendre’scbe oder 
de Morgan’sche beisst, ableiten. Die partielle DifPerentialgleicbung sei 
(p(x, y, ^11 T, 2 ) = worin p und g die partiellen Differentialquotienten von 
jgf^ nacb X und y sind. Setzt man jer^ =* — + jpa; + ^®t nacb dem Lemma 


X 




^ y = . Daraus folgt die Begel: substituire die Wertbe von x, y, 

aus den Hulfsgleicbungen 


X « 


dj^ 

dp^ 






^1 


dz^ 


dzg 




South, DTnamik. I. 


24 
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|£_., 

cdsdann Idsst sick etc. miUelst dieser Gleichungm dwrch u, v, etc, 

aztsdriieJeen. Es sei ferner 

uff + vq) + etc, 

und Tg sei durcJi v, etc. ausgedrilcktj mcMem die Grdssen 6', (p\ etc, 
eliminirt wurden. Eann wwd 

kann auch eine Function anderer Qrossen sdn, welcke man^ wie 
sicJi gleiclh ^eigoi ^virdy am hesten mU den Euchstdben okne Sinrieh 0, (pj etc. 
he^dclmet. ist dann auck dm Function dieser Grosse^i und man er- 

ST,_ dT, 8T, 8 ^ ^ 

'W~~ dd ’ dep — d<p> 

Um dies zni beweisen, nektne man das to tale Differential von 
man erhalt 

dT^ ^ + u)de'+ 6'du + etc. 

Nacli den Voranssetzungen des Lemmas verschwindet der ein- 
geklammerte Ausdruck. Wird mm Tg als eine Function von dy u, 9 , Vy etc. 
allein und nicht von d, (py etc.^ 6\ qfy etc. ausgedriickt, so ist 

^r, = ^d0 + ^(Z« + etc. 


Setzt man die beideu Ausdriicke fur gleicb, so hat man 


dd ~ de 


und 



Es ergibt sich auf diese Weise eine reeiproke Beziehung zwischen 
den Functionen und T^. Man findet aus durch Elimination 
von d'y qfy etc. mit Hulfe gewisser GHeichungen; man sieht jetzt, dass 
man 2 \ aus durch Elimination von u, Vy etc. mittelst ahnlicher 
Gleichungen ableiten kann. Man nennt daher Tg redproke Function 
von in Bezug auf die accentuirten Buchstaben ffy q/y etc. 


tmd bekandle g[ als Tinabhangige Yariable, Man erhalt so eine neue Differential- 
gleichung, die sich unter Umstanden leichter aiifl?5sen lasst, als die frtlhere. Die 
AnfLSsnng sei *= /'(p, g); alsdann lassen sich mittelst der HUlfsgleichungen as, y 
nnd durch die beiden HdlfegrOssen p und q ausdrucken, welche ausserdem eine 
geometrische Bedeutung haben. Dieses Terfahren lasst sich auf jede AuzahL von 
Variablen und Ordmmgen ausdehnen. Auch kann man, -wie in § 418, die Gleichung 
fftr nur einen Theil der Yariablen nach Belieben modifievren. 

Beisp Die Differentialgleichung sei £Cjp*+ ^2®— man zeige, dass 
” i ^ "w^orans sich x, 2 /, a-ls Functionen der HiilfsgrSssen 

durch Differentiation ennitteln lassen. 
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§ 411, Man beachte: Wenn eine bomogene quadratische Function 
der Buchstaben mit Strich d\ (p\ etc. ist, so erhalt man 

ud' vg)' etc. = 

und mithin T^ — aber in verscMedenm Varidblen misgedriickt Denn 
ist eine Function von d\ (py etc. und rdcht von u, v, etc., wabrend 
Tz eine Function von Uj v, etc. ist und nicbt von d\ 9 ', etc. Man 
bemerke, dass in diesem Fall Tg bomogene qnadratiscbe Function 
von Uy Vy etc. ist 

§ 412. Ist Tj die lebendige Knaft eines dynamiscben Systems, so 
ist dieses Verfabren mit dem TJebergang vom Gebraucb der Compo- 
nenten der Gescbwindigkeit zum Gebraucb der entsprechenden Compo- 
nenten der Momente gleicbbedeutend. Beide Arten lassen sich benutzen, 
um die Bewegung des Systems zu bestimmen; mancbmal bietet die 
eine mebr Vortbeil, mancbmal die andre. 


§ 413. Beispiele zur reciproken Function. Beisp. 1. Die Lage eines KOrpers 
von der Masse M im Ranm ist durcli die recbtwinkligen Coordinaten x, y, z seines 
Schwerpunktes gegeben und die Winkelcoordinaten 6, gj, seiner Hauptaxen for 
den ScHwerpunkt , vrie sie in Kap. Y, § 256 benutzt wurden Unter der Yoraus- 
setzung, dass zwei Haupttraglieitsmomente gleich. und tj, u, w die Com- 
ponenten der Bewegungagrbsse sind, die bez. a;, y, 5r, 6, 9, entsprecben, ist die 
lebendige Kraft Tj in § 366, Beisp. 1 angegeben worden. Man zeige, dass die 
reciproke Function 

or _ + S* , w’* , , (w — cos e)« 

M ^sin*e 

ist. 

Beisp. 2. Ist die lebendige Kraft durcb den allgemeinen Ausdruck 
2rj = ^,e'»+2^,e>' + ... 

gegeben, so lasst sick zeigen, dass naan die reciproke Function von ia der Form 


T, 


0 V, ® . . . 

^ All Aig . . . 

^ Ajj A22 • • • 


scbreiben karm, worin A die Discriminante von bedeutet. Die Coefficienten 
von w®, etc. in sind daber die Dnterdeterminanten der entsprechenden 

Glieder in Ti nach Division durch 2 .A. Siehe auch Kap. I, § 28, Beisp. 3. 


Beisp. 3. I, 7], etc. seien die partiellen Differentialquotienten einer Function 
P von a;, y, etc. in Bezug auf diese Yariablen; man beweise, dass £c, y, etc. auch 
die partiellen Differentialquotienten einer Function Q von |, 77, etc, in Bezug auf 
diese Yariablen sind. Ist JP homogen und von n Dimensionen, so lasst sich be- 
weisen, dass Q = — 1) P ist. P kann z. B. das Potential bei der Attraction 

Oder das Greschvdndigkeit^otential in der Hydrodynamik sein. 


Beisp. 4. Man betrachte als Function von 6\ 9', etc. und J sei die 
Hesse’sche Determinante von Tj, d. h. die Functionaldetenn inante ihrer ersten 

3®P d^T 

Differentialquotienten nach O', 9 , etc, Alsdaam sind 

24 * 
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uoxen der entsprecliendeii Elemente der Detenninante /::/ gleicli, wolDei jede TJnter- 
determinante ihr riclitiges Zeichen erhalten und durch ^ diyidirt "werdeii muss. 
Um dies zu beweisen, nekmen wir die totalen Differentiale der beiden Reilieii 

von Gleicbungen u = etc.; 6' = etc. 

oo ou 

Ans der ersten Reibe ergeben aich dd\ dcp\ etc. als Functionen von du^ 
dv, etc . Substitnirt man in die zweite Reibe, so folgt das Theorem unmittelbar 


§ 414. Die Hamilton^sche Traasformatioii. Man setze L=T-\-TJ, 
so dass L die Different zwischen der kinetisclien und potentiellen 
Bnergie ist. Alsdann heisst wie in § 399 erklart wurde, die La- 
grange'sche Function und die Lagrange’schen Grleiehungen kann man 
in der typischen Form 

dtde'' de 

mit entspreckenden Grleichimgen fur alle Coordinaten schreiben. 

Ist H die reciproke Function von L, so beisst H die Samilton'sche 
Function. Die Transformationsgleichungen sind 

ao' “ der 


mit akolicben Gleichimgen fiir aJle Coordinaten. Nacb dem Satz iiber 

g jgr 

die reciproke Function ist O' = und nach der Lagrange’schen Glei- 

a jT 

und abnlich fiir alle Coordinaten. Auf diese 

Art wd die eine typische Lagrange’scbe Gleichung in der obigen 
Form in die beiden Hamilton’schen 


, , ax 

ehung w = = - 


0' 


dF 
du ^ 



umgewandelt. Selbstverstandlick gelten ahniiche Gleichungen fiir alle 
Coordinaten. 

Wenn die geometriscben Gleidhiimgen die Zeit nicht explicite ent- 
balten; so ist T eine bomogene, quadratiscbe Function von etc.) 

und daher uff V(p etc. = 271 Daraus folgt 

H= — X + t?99'+ etc. = T— Z7. 

Es ist daker XT die Bumm der kinetiseken und potentiellen Bnergie 
und mitkin die gauze Energie des Systems. 


§ 415. Man driidke die Lagrange'schen Gleichungen fwr StossJcrafte 
in der SamUton^schen Form ms. 

Wie aus § 401 ersiektlick ist, lassen sick die Lagrange^scken 
Bewegungsgleickungen in der typiscben Form 


'a7\i 
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schreiben. 1st S die reciproke Function von T und ersetzt man v, etc. 
durch P, Qj etc., so erhalten sie die typiscbe Gestalt 




oF' 


§ 416 Beispiele zn den Haniilton’schen Gleichnngen. Beisp 1. Man leite 
die Gleichnng der lekendigen Kraft aus den Hamilton’sclien Gleichnngen ah 
Da H eine Function von (9, qp, etc), (u, v, etc.) iat, so erhalt man, wenn 
Accente wieder die totalen Differenti^quotienten nach der Zeit bedeuten, 


dt 


do 


O JU. . a JOL ,, dS , . , 

+ + ^M- + etc. = 


dt^ ’ 


so dass also der totale Differentialquotient von H nach t immer dem jmrtiellen 
gleich ist Enthalten die geometrischen Gleichnngen die Zeit nicht explicite, so 
verschwindet der letztere und man hat JET = wenn h eine Constante bezeichnet. 


Beisp. 2. Die Euler’schen Bewegungsgleichungen aus den Hamilton’schen 
Gleichnngen ahzuleiten. 

Wahlt man dieselbe Bezeichnung, vde in dem entsprechenden Satz fur die 
Lagrange'schen Gleichnngen § 406, so erhalt man 


dT A ^ ^ n 

u = = Aco^ sin gj -B cOg cos g> , v = , 

0 T 

w = = ( — Acoj cos gp + Fa>^ sin qp) sin 0 + Goj cos 6 . 


Ehe -wir die Hamilton’schen Gleichnngen benutzen kSnnen, muss nach §411 
die GrCsse T durch (w, v, w) ausgedrnckb werden. Zu dem Zweck iSsen wir die 
vorstehenden Gleichnngen anf, nm cOg, coj als Pnnctionen von w m er- 
halten. Es ergibt sich 

iLoji = w sin qp + (t? COB 0 — w) ■ -T , 


und nach § 414 


BcOg = cos qp — (V COS 0 — w) 


sin qp 
sin 0 


jff = 4 5a),>+ Cco,>) - U. 


Da wir nur eine Euler’sche Gleichnng nbthig haben, so woUen wir 

dH / dH , , , 

— — B3 — V . -?r- — 9 benutzen. 

0qp 'cv 

Die erstere ergibt A od^ ^ 

dasselbe, — = woraus nnmittelbar die 

dritte Euler’sche Gleichnng, § 262, folgt. Die letztere der beiden Hamilton’schen 
Gleichnngen fuhrt zu einer der geometrischen Gleichn^en des § 256. So sind die 
sechs Hamilton’schen Gleichungen den drei dynamischen imd den drei geo- 
metrisohen Enler’schen Squivalent. 


Beisp. 3. Eine Kngel roUt eine rauhe schiefe Ebene hinab , wie in § 144 
besohiieljeii tnirde. Es ist T = imd U = mgaO sia «. Ist es richtig, 

H der Differenz dieser Puaotioiien gleioh zu setzen? Man mache die Probe auf 
die Antwort, indem man die in § 144 gegebenen BeTiregungsgleichungen ableitet. 
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Beisp 4. Bin System wird auf die Hamilton’sclie Art anf Coordinaten 
0, gj, etc. und die entsprechenden Bewegungsgrdssen w, etc. bezogen; man 
mmscbt die Coordinaten mit x, y, etc. zn vertanschen, "wobei 0, go, etc gegebene 
Fimctionen von ic, j/, etc. sind Wenn man unter etc. die entsprecbenden 
BewegimgsgrOssen verstebt, zu zeigen, dass 

g s ud^ “f" “^9^3; "1" ■ ’ ’ V ^ H" "t" ■ ' * » 


worm die Indices, wie gewSbnlicb, partieUeDifferentiationen bezeichnen Man zeige 
femer dnrch eine rein analytiscbe Transformation, dass sich die Hamilton’scben 
Gleicbungen mit 0, w, etc, in die entsprecbenden mit aj, etc. verwandeln. 


Beisp. 5. Die Lagrange’scbe Function ist eine Function von 0, g?, etc. und 
e\ gj', etc. Im Yorstebenden baben wir die reciproke Function mit Bezug auf 
0', gj', etc. genommen; vm* batten sie aber aucb bez. 0, (p, etc nebmen k&nnen. 


Das folgende Beispiel vnrd dies erlautem. 

Es sei Oder L die Lagrange^scbe Function und, um der bisberigen Be- 


0T 

zeicbnungsweise moglicbst nabe zu kommen, sei U = , V =* , etc. Ist 


i^flTTn die reciproke Function von so fubrt die der Hamilton’soben ent- 
sprecbende Transformation zu den typiscben Gleicbungen 

^ jj d dT, 

dU' dtd&‘ 


0 = 


Um sicb davon zu uberzeugen, reicbt es bin, wenn man beacbtet, dass 
= -|- U'0 + Fgj + • ■ • ist. Nacb dem Lemma in § 410 bat man dann 

7* T ^ T 0 37 

und 0, woraus sicb die Eesultate mittelst der Lagrange- 

Cv cu oU 

scben Gleicbungen unmittelbar ergeben. 


§ 417. Die Analogic mit reciproken Bezieknngen derGeometrie. DieHamilton- 
sobe Umformung der Lagrange’scben Gleicbungen bat eine bemerkenswertbe 
Analogic mit der Aufgabe der Geometrie, zu einer Fl^cbe ibre reciproke zu sucben. 
Man nebme z. B. an, das System babe drei Coordinaten 0, gj, und die lebendige 
Kraft Tj sei eine bomogene quadratiscbe Function der Gescbwindigkeiten O', g>', <tp\ 
Man kann O', g?', 'ip* als Cartesiscbe Coordinaten eines darstellenden Punktes P 
betracbten, dessen Lage und Babn dem Auge die momentane Bewegung des 
Systems vorfCibrt. Diese Coordinaten von P lassen sicb aus den Lagrange’scben 
Gleicbungen ermitteln Auf gleicbe Weise kann man die H a m i 1 1 o n’scben 
Yariablen w, w als Cartesiscbe Coordinaten eines andem Punktes Q betracbten, 
dessen Lage und Babn die augenblicklicbe Bewegung des Systems ebenfalls dar- 
stellt. 

Nimmt man irgend welcbe momentanenWertbe O', g?', so liegt der Punkt 
P irgendwo auf der Flacbe zweiten Grades = Z7, wenn U der augenbbcklicbe 

Wertb der Kraftefunction ist. Weil nun , v = 4^ i ^ ist, so 

dv d<p d'tp ’ 

muss offenbar aucb Q auf einer Flacbe zweiten Grades liegen, die polar reciprok 
zur Flacbe in Bezug auf eine Kugel ist, deren Centrum im Coordinatenanfang 
liegt und deren Radius Y^U ist. 

Diese reciproke Flacbe zweiten Grades sei = U. Da nun diese beiden 
Flachen reciproke Eigenscbaften besitzen, so ist offenbar 


0 '== 


du ’ 



dw 


Beisp. 1. Die Coefficienten der beiden Fiacben zweiten Grades und 


seien Functionen einer GrOsse 


0; man zeige geometrisch^ dass 


de 


aa; 

ao 


ist. 
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Daraus leite man die iibrigen drei Hamilton’schen Gleicbungen ab, namlicb 
dS dS dS 

— ” W ’ — ~ ~ 01^ ’ worin — Z7 ist Siehe des Yer- 

fassers Schrifb tiber Stability of motion‘d S. 62. 

Beisp. 2. Man zeige, dass die in der Geometric gebi’auchliche Form von 
dieselbe ist wie in § 413, Beisp 2. 


§ 418. Die modificirte Lagrange’sche Function. SirW. Hamilton 
transformirt alle accentuirtenBuclistaben 6 ', <p\ etc. in die entsprectenden 
Buchstaben etc. Man kann das Lemma aber aucb so anwenden, 
dass man nwr einen Theil der Lagrange'schen Coordinaten mit den enir 
spreehenden Hamilton'schen vertausclit und die andern ungeandert lasst. 
Man erbalt so eine Mischung der beiden Arten von Gleichungen. 
MiUelsf drier md derselben Function Tcann man die Lagrangdsclien 
Gldchungen fur diejenigen Coordinaten gehrauclien, fur welche sie sicli 
am mdsten dgnen und die Samilton'schen fiir die iibrigen Coordinaten^ 
wenn wir diese fiir angemessener Jialten. 

Das WesentHche der Theorie, wie sie in den §§ 418 — 426 dargestellt wird, 
ist des Yerfassers Stability of Motion, 1876, entnommen. 


§ 419. Urn dies besser einzusehen, betrachte man ein System^ 
Welches von vier Coordinaten 6, (p^ ri abhangt. sei die La- 
grange^scbe Function. Man nebme nun an, man wolle die Lagrange- 
scben Gleichungen fiir die Coordinaten ri und die Hamilton^schen 
fiir 0 , (p gebrauchen. Zu diesem Zweck benutzen wir die bdden Trans- 


formationsformeln 



= V und setzen 
d(p 


ig = — A + 


Man erhalt wie in § 414 die beiden Reihen von Hamilton^schen 
Gleichungen 


<p= 


du 

dJ^ 

dv 


dd ^ 
dq> 


I' und 7 ]' sind alsdann unter die nicht accentuirten Buchstaben, von 
denen in dem Lemma, § 410, die Rede war, einzuschliessen, woraus 
sich ergibt 

dZ, dz, ^ 

W~ W’ ~ 01 


mit zwei ahnlichen Gleichungen Bir rj. Auf diese Art bleiben die 
beiden Lagrange^schen Gleichungen | und tj auch gfiltig, wenn 
man durch ersetzt. Man erhalt so die beiden Reihen von La- 
grange’schen Gleichungen 


d 0 Xj 


0 X, 


d 0 X 2 0 X 3 
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Kapitel VTTT . Die Lagrange’scheii Gleichungen. 

§ 420. Die [FunctioiL konnte man die modiftciHe Function 
netmen, es ist aber passender, diesen Namen der Function mit dem 
andem Vorzeicben zu geben. Die Definition lasst sich so fassen; 

Ist die Lagrange’scbe Function L eine Function yon 6, d\ % (p\ etc., 
so ist die modificirte Function z. B. fiir die beiden Coordinaten 0, go 

L' — L — u6' — vq)', 

worin u = ^ , v — ^ imd angenommen ist, dass man qf aus der 

Function 11 eliminirt bat. Auf diese Art ist L eine Function von 0, 
q)y e\ q> tmd alien andem Bucbstaben, L' eine Function von 0, % v 
und den ubrigen Bucbstaben. 

Diese beiden Functionen i, L' besitzen nacb § 410 die Eigen- 
scbaft, dass ibre partiellen Differentialquotienten nacb alien Bucbstaben 
mit Ausnabme von 0', q>', u, v dieselben sind. In Bezug auf diese vier ist 


dL cL n dL' 


ft' — r.' 

W 9’- 


Man kann die dynamiscben Gleicbungen fiir die Coordinaten, be- 
ziigbcb welcber die Function nacb der Hamilton’scben Eegel modi- 
ficirt wurde, so bilden, als ob 1^2== — • L' die Hamilton’scbe Function 
ware, und ftir die ubrigen Coordinaten nacb der Lagrange'schen Regel, 
als ob entweder oder L' die Lagrange’scbe Function ware. 

Die Function kann man aucb die reciproke Function der La- 
grange’scben in Bezug auf die Coordinaten 0, gp, etc. nennen, weil 
sie ebenso aus abgeleitet wird, wie aus in § 410 mit der 
Ausnabme, dass man nur an gewissen Coordinaten die Operation vor- 
nirumt. Es ist jedocb angemessener, die beiden Operationen durcb ver- 
sebiedene Worte zu unterscbeiden. Wir werden unter Eedprocation die 
Vertauscbung dUer und unter Modification die Yertauscbung nur eines 
Tbeils der Coordinaten versteben. 


§ 421. Nachdm die nofihdgen EUmimHonen amgefUhrt warden sind, einen 
aUgemeinen AtisdnccJc fiiT die modificirte Lagrange^sdbe Function m fmden. 

Die lebendige Kraffe T sei durcb den homogenen quadratisoben Auadruob 

^ + ■ ■ ■ + + ■■■ 


gegeb^, so dass die Lagrange’scbe Function L ^ T U ist, worin U eine 
Function der Coordinaten 0, tp, etc. bedeutet. Wir wollen L in Bezug auf 
d, <p, etc. modificiren, wSbrend ndt I, tj, etc. nacb der Lagrange’soben Regel 
yeifabren werden soli. Wir haben daber nacb § 420 mit HfUfe der Gleicbungen 


2’oo®' + + • =“— 

+ ■•■=«- T^^i' - T^^v' 

etc. = etc. 


(1) 


6^ und 9 zu eliminiren. 



Die modificirte Lagrange’sche Function (§ 420 — 421). 
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Der Kiirze halLer -wollen wir statt der recliten Seiten dieser Gfleichungen 
u — X, — y, etc schreiben. Da T eine bomogene Function ist, so hat man 

2’ = % Y + 2’i,r»)' + - • ■ 

• • ■ + 1 0'(M + Z) + i <p'(» +r)+ etc. 

Nach der Definition ist aber die modificirte Function i' = — 

L' = L — v,& — vtf' = Til ^ n’ \-JI 

- -X) - i y' (« _ Y) - etc. 

Lost man die Gleichungen (1) auf, so erhalt man mit Hiilfe von Determinanten 
O', qp', etc. als Functionen von 7}\ etc. Substituirt man ihre Werthe in den 
Ausdruck (3), so ergibt sich 

= 2|| ¥ + 2^, IV+ etc. + U+^ 


0, 

w — X, 

Y 

u — Z, 

T 

■^00 » 

T 

■^Oqp ’ 

v-T, 

T 

T 

99’ 




worin J die Determinante der Glieder in T ist, welche nur B\ <p\ etc. enthalten. 
Man kann es auch aus der vorstehenden Determinante ableiten, wenn man die 
erste Vertical- und Horizontabeihe vregl'^sst. 

Die Determinante lasst sich zerlegen und die modificirte Function in der 
Form schreiben 

+ etc. + U + 


0, 

U, V, ... 


0 , 

^2, 

r, .. 

u, 

m m 

00 » -^09 » • * • 



^0 0 » 

^ 09 ’ • ” 


T T 

09 ^ 99’" 


^09 ’ 

T 

99’ **■ 


0, Z, 


1 

A 







T 

T 

99’ 


(iT d T 

worin w, «7, etc. wie gewohnlich fur 


etc. stehen und X, F, etc. durch 


Z= r,|r+To,’l' + ---’ 1'= + etc. = etc. 

gegeben sind, so dass man X, Y, etc. aus u, % etc. erhalt, indem man die Glieder 
weglSflst, welche O', tp, etc., d, h. die Coordinaten, auf die man die Hamilton- 
schen Gleichungen anwenden will, enthalten. 

Man beachte, dass die erste der drei Determinanten in dem Ausdruck ffir L' 
nur die Momente «j, etc. und die Coordinaten enthUlt. In der zweiten kommen 
w, etc. nioht vor, degegen ist sie eine quadratische Function von tj', etc. 
Die dritte enthalt Glieder vom ereten Grad in Bezug auf S', tj', etc. multiplicirt 
mit den Momenten w, v, etc. 
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Kapitel VJJl. Die Lagraage’sclieii Gleicttmgeii 


§ 422, Der Fall felilender Coordinaten. In vielen Fallen von 
kleinen Schwingungen um einen Zustand stationarer Bewegung und in 
einigen andem Problemen enthalt die Lagrange*sche Function L einige 
der Coordinaten wie 6j 9 , etc. nicht, obgleich sie eine Function ibrer 
Diflferentialquotienten 0 ', q)\ etc. ist; zu gleicher Zeit kann sie die 
ubrigen Coordinaten etc. sowobl als ihre Differentialquotienten 

I', etc. enthalt en. 1st dies der Fall, so warden die Lagrange’schen 

Grleichungen fur 0 , 9 , etc. ^ ^ = 0, etc. Durch Integration er- 
halt man 



dL 

09 ' 


etc., 


worin etc. absolute Constante sind, deren Werthe sich aus den 

Anfangsbedingungen ergeben. Mit Hiilfe dieser Grleichungen lasst sich 
tp\ etc. durch rfj etc. ausdriicken, so dass das Problem sich in 
der That darauf reducirt^ riy etc. zu ermitteln. 

Prof. J, J. Thomson (P/w?. Trans. 1885 Applications of dynamics 
to physics and chemistry, 1888) hat vorgeschlagen, solche Coordinaten, 
Yon denen nur die Differentialquotienten in der Lagrange'schen Function 
auftreten, Mnosfhenisclie oder Gesehwindigkeitseoordmaten zu nenneh. 

Das Verfahren, welches dazu dient, die ubrigen Coordinaten rj, etc. 
zu ermitteln, lasst sich jetzt vereinfachen, indem man die Lagrange’sche 
Function so modificirt, dass die Yariablen 6', (p\ etc. eliminirt und an 
ihrer Stelle die constanten Grossen u, v, etc. eingefiihrt werden. Man seise 


L' = L — — vgf . . . 


md diminire 6\ 97 ', etc. mit Eulfe der eben gefmdenen Integrate. Die 
Gleichmgen sur EnyiiUlung von ri, etc. ergeben sich, wenn man + L' 
als Lagrange'sche Function behandelt 


§ 423. Wenn das System vom Zustand der Buhe msgeht, nimmt 
die modificirte Fimction eine einfache Gestalt an. Die Lagrange’sche 
Function L sei z. B. eine homogene quadratische Function Yon 6\ etc. 
Man erhalt dann mit Beziehung, auf die obigen ersten Integrale, wenn man 
berhcksiehtigt, dass die Anfangswerthe yon 0 ', 9 ?', etc. sammtlichNuU sind, 
w = 0 , u = 0 , * etc. = 0 . 

Die modificirte Function D ist ddher der urspriinglichen Function 
gleich, aber verschieden ausgedrudkt Die Function L ist eine Function von 
6\ (p, etc.; die Function L' ist derWerth YonP, nach dem die Differential- 
quotienten (p, etc. mit Hiilfe der ersten Integrale eliminirt worden sind. 

Das Eesultat der Elimination kann man aus § 421 aMeiten. Die erste und 
dritte Detenninante sind tier Null. Man hat daher 




Die modificirte Lagrange’sche Function (§ 422—424). 


379 


Man kann diesen Ausdnick ans der Lagrange’schen Function L einfack 
dadurch ableiten, dass man aJle Glieder, icelche die zu eliminirenden Differential 
quotienten 0', g?', etc. enthalten, wegldsst und die dbige Determinante hmzufugt. 

§ 424. Das Sonnensystem als BeispieL Eb mbgen sick, um ein Beispiel zu 
geben, drei Punkte von den Massen gegenseitig nach dem ITeTTton scken 

Geaetz anzieken und sick auf beliebige Art in einer Ebene bewegen Beziekt man 
sie auf irgend welcke recktwinklige Axen, so sind ikre lebendige Kraft und Krafte- 
function Functionen der seeks Cartesiseken Coordinaten und ikrer Differential- 
quotienten. Wir k5nnen aber den Coordinatenanfang verriicken und die Axen 
um ikn dreken, okne die lebendige Eraffc oder die Kraftefunction zu andem. 
Daraus folgt, dass jede dieser Functionen von drei der Coordinaten unabk’angig 
ist, obwokl sie von ikren Differ entialquotienten nack der Zeit abkangen kann 
Die Lagrange’seke Fimction lasst sich daker modificiren und nur von den drei 
andem Coordinaten abkangig macken. 

Die lebendige Kraft des Systems ist der lebendigen Kraft der ganzen im 
Sekwerpunkt vereinigten Masse gleick, zusammen mit der lebendigen Kraft in 
Bezug auf den Sekwerpunkt. Die erstere ist leickt anzugeben und in unsrem Fall 
eine Constante; wir woUen uns zur letzteren wenden. 

Es sei G der Sekwerpunkt; man zieke Ga, Gp, Gy, die nack Eioktung 
und GrSsse die Gesekwindigkeiten der drei Massenpunkte darstellen, d. k. die 
Radienvectoren ihrer Hodograpken sind. Dann reprasentiren die Seiten des Dreiecks 
die relativen Gesekwindigkeiten der Massenpunkte und die lebendige Kraft 
des Systems ist m^Gct^ m^G§^ m^Gy^. Daraus, dass die Componente der 
BewegungsgrQsse des Systems in Bezug auf seinen Sekwerpunkt in jeder Bicktung 
Null ist, folgt, dass G der Sekwerpunkt dreier nack a, j?, y gebrackter Massen- 
punkte mg, mg ist Nack einer bekannten Eigensekafb des Sekwerpunktes 
kat man 

-1 ft {»?li (<?(!!)*+■ • }, 

worin fi die Siimme der Massen bezeicknet Daraus folgt unmittelbar, dass die 

lebendige Kraft eines Systems in Bezug auf seinen Sekwerpunkt = — — ist, 

wo die relative Gesokwiudigkeit der Massenpunkte , Wg bezeicknet. Diese 
Formel fur die relative lebendige Kraft gilt offenbar fdr jede Anzahl von Massen- 
punkten. Sir B. Ball kat sie ia den Astronomical Notices, M'4rz 1877, auf eine 
andre Art abgeleitet. 

Es seien a, b, c, A, B, C, wie gew5hnlick, die Seiten und Winkel des 
Dreiecks, welckes durck Yerbindung der Massenpunkte entstekt. Es sei 9 der 
Winkel, den die Seite e mit irgend einer im Raum festliegenden Geraden bildet; 
Accente mSgen, wie bisker, die Differentialquotienten nack der Zeit bezeicknen. 
Man kat dann 

und, wenn T die lebendige Kraft in Bezug auf den Sekwerpunkt bezeicknet, 

worin P, Q, B Functionen des Dreiecks aUein und nickt von 0 sind. Man kat 
^P » iWi c* + % % Wj a®, 

fiQ ms Mg (m^b^ A' — WgC6®P')j 
(lE -f 
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Kapitel Vm Die Lagrange’schen Gleichnngen. 


Wie diese Functionen auszndrucken sind, h^ngt von den Coordinaten ab, 
die man gebraucben will. Man kann beliebige drei Stucke des Dreiecks mit 
Ausnahme aller drei Winkel zn Coordinaten waMen. 

Beiflp, Unter der Annahme, es sei am vortbeilbaffcesten, die Abst§nde 5 
und c zweier Massenpimkte von dem dritfcen imd den Winkel den die Abst^de 
an dem dritten Punfct bilden, zu Dreieckscoordinaten zu wablen, zeige man, dass 
P, jB sich durch &, c, a und ihre Differentialq[uotienten allein mit Hiilfe der 
Gleicbungen 

a* = 2)* 4. c* — 2 &c cos A, 

~ (&csm A) + a^B' -j- sin A, 

CL t 

= &'* + c'2 — 21' c cob A + &*A'® + UA'c' sin A 
ausdriicken lassen Sie laasen leichte geometriscbe Auslegungen zu. 


§ 425. Man kann die Lagrange’scbe Function aucb mit Bezug auf $ modi- 

d T 

ficiren. Zu dem Zweok seize man w «= 5^= -Pd' + Q. Man beacbte, dass u 

GU 

nacb § 422 eine absolute Constante ist, well die Kr§fbefunciion U keine Function 
von 6 ist. Wir bilden nun die modificirte Function 

PP— 2uQ^u^ 


L' = L — ud' ■ 


2P 


■+ 


welche man benutzen kann, als wSre sie die Lagrange^scbe Function, um alle 
Aenderungen des die drei Massenpunkte verbindenden Dreiecks zu ermitteln. 

Zu beacbten ist auch, dass die Winkelgescbwindigkeit 6' im Eanm der Seite 
des Dreiecks, welobe und verbindet, durch die Gleichung Pd* 4 6 = '*^ 
gegeben ist, worm u eine Constante bedeutet. 


Beisp. 1. Man zeige, dass P dem Tragheitsmoment der drei Massenpunkte 
for den Schwerpunkt gleich ist. 


Beisp. 2. Zeige, dass man ft*(PP — Q*) in die symmetrische Form 

{ aMj ?725 c* 4 ^ ^ } + 

biingen kann. 

Beisp. 3. Zeige, dass die Gross© u der WinkelbewegungsgrSsse des Systems 
um den Schwerpunkt gleich ist, Siebe §§ 397 und 402. 


Beisp. 4. Zeige, dass man (iQ jede der beiden Formen 

(Wj c*P' — 711^ h^C') und — c* A') 

geben kann, wobei die Wirkung des Umtausches darin besteht, dass man zu der 
Lagrange'schen Function L' eine GrSsse, die B' bez. C' gleichkommt, addiren 
muss. Siehe § 399, Beisp. 2. 


§ 426. Nieht conservative KrSfte, Mem erMdre^ wie die Lagrcmge’scTien 
CReichmgm gehrawM werden^ wemi ein TheU der Krdfte mcM conservcutw ist. 

Die Lagrange^schen Gleicbungen konnen in der in § 399 gegebenen Form 
nur dann benutzt werden, wenn die Kraffce, welche an dem System angreifen, 
eine Krafbefimetion besitzen. Wenn jedooh P$d die virtuelle Arbeit der gegebenen 
Eraffce ist, welche man durch alleioige Tariation von 0 erh3lt, Q6(p die durch 
alleinige Variation von <p erhaltene u. s. w., so kann man offenbar nach § 397 


den Lagrange’sehen Gleicbungen die typische Form geben 


£ ZT ZT 

dtW ze 


P. 
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§ 427. Es ist oft von Vortheil, die Krafte, welche an dem System angreifen, 
in zwei Gruppen zu trennen. Zuerst kommen diejenigen, welcke conservativ sind. 
Die Tbeile von Q, etc , welclie durcL. diese Krafte bervorgerufen werden, 
lassen sich durch Differentiation der Erkftefunction nacb 6 , g?, etc. ermitteln. 
Zweitens diejenigen, vp^elcbe nicht conservativ sind, wie die Reibung, einige Arten 
von WiderstSuden etc. Die durch sie erzeugten Theile von P, §, etc, mussen 
auf die aus der Statik bekannte gewohnliche Art mittelst der virtuellen Arbeit 
gefunden werden. 

Obgleich die nicht conservativen Er§,ffce eine Kr‘ 4 ftefanction nicht zulassen, 
so lassen sich ihre virtuellen Arbeiten doch zuweilen durch einen Differential- 
quo tienten andrer Art darstellen. Man nehme z. B an, ein TheiL der an dem 
Massenpunkt eines Korpers angreifenden Krafte sei derart, dass ihre Componenten 
parallel zu drei rechtwinkligen im Raum festliegenden Asen den Geschwindig- 
keiten des Massenpunktes in diesen Richtungen proportional sind. Die virtueUe 
Arbeit dieser Kr§,fte ist 

(L^y ay + Sz), 

■worin drei Constante bedeuten, die negativ werden, wenn die Krllfte 

Widerstande sind. Bewegen sich z. B. die Massenpunkte in einem Mittel, dessen 
Widerstand der Geschwindigkeit, mit einer Constanten % multiplicirt, gleichkommt, 
so ist jede der Grossen gleich — %. Man setze 

— F= j 

Da (ic, 2 /, Functionen von d, g?, etc sind, welche sich aus den geo- 
metrischen Bedingungen des Systems ergeben, so ist, wie in § 396, 


ar + w® + 


mit ahnlichen Ausdrucken for die iibrigen Coordinaten. Suhstituirt man, so er- 
halt man F als Function von g?, etc., 0\ 9 ', etc Man sieht auch, dass, wie 
S ixf 3x 

ia § 397, =s ^ ist. Durch partielle Differentiation von F hat man 

-W-2 W + ^2 ( 1 ^^ W + 

und deshalb 

~ ■ ■ ■) + “ 
2Qi^x' Sx etc.). 


In diesem Fall daher, wenn U die KrS,fbefunction der conservativen Enaffce 
ist, F die eben definirte Function, ®a$, ^^ 9 , etc. die virtuellen Arbeiten der 
ubrigen Kraffce, lassen sich die Lagrange’schen Gleichungen schreiben 

dtdS' 30 ^de 30 ' ' 


und ahnliche Gleichungen for 9 , atifstellen. 

Man beachte, dass die Function F, wenn die geometrischen Gleichungen 
die Zeit nicht e^licite enthalten, eine quadratische homogene Function von 
O', 9 ', etc, ist. 

Wenn die KrSfte, deren Wirkungen in F auftreten, Widersta/nde sind, so 
werden fig, etc. negativ. Alsdann ist F eine ihrem Wesen nach positive 

Function der Geschwindigkeiten und gleieht in dieser Hinsicht der Function T, 
welche die lebendige Kraft darsteUt. 

Behandelt die obigen Gleichungen genau so, wie die Lagrange*schen 
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Eapitel Vm Die Lagrange’schen Gleichtmgen. 

Gleichungen in § 407, behandelt Tsrurden, um das Princip der lebendigen Kraft zu 
fijiden, so ergibt sicb 

^(T_17) = e'@-f etc. — |p0' — etc.; 
in diesem Fall ist aber aucb F eine bomogene Function von d', etc. Daher 
—XT— U) = e'@ + etc. — 2^-. 

Cut 

Daraus folgt, dass, wenn die geometriscben Gleicbungen die 2eit nicbt explicite 
enthalten und vrenn keine Krafte vorhanden sind ausser solcben, die sicb in die 
Kraftefunction U und die Function F einschliessen lassen, F die balbe Ge- 
sob-windigkeit darstellt, mit welcber die Energie das System veriasst, d, b. veraus- 
gabt ward. 

Den Gebraucb dieser Function bat Lord Rayleigh in den Froeeedi'ngs of 
the London Mathemalical Society^ Juni 1878, verges chlagen. Br hat die Function 
F die Disstpaiionsfunction genannt. 

§ 428, Beisp. 1 Irgend zwei Massenpunkte eines dynamischeii Systems 
wirken gegenseitig mit einer Kraft aufeinander ein, deren Componenten in drei 
festen rechtwinkligen Richtungen den bezugbehen Geschwindigkeiten der Massen- 
punkte in diesen Riebtungen parallel sind; man zeige, dass man diese Compo- 
nenten in die Disaipationsfanction F einschliessen kann. Sind F^, F^, F^ die 
Componenten der Geschwindigkeit, f^F^^ f^sF^ die Componenten der Ab- 

stossungskraffc, so ist der Theil von F^ der aus ibnen hervorgeht, gleich 

Dieses Beispiel ist der eben citirten Abbandlung entnommeru 

Beisp. 2. Ein fester KSrper bewegt sicb in einem Mittel, welches auf 
jedes Element seiner Obei-dache zum Tbeil mit ReibungswiderstSnden, zum Theil 
mit WiderstSnden normal znr Oberfl§,cbe wirkt Jeder dieser Widerstande ist, 
auf die Flacbeneinbeit bezogen, der Componente der Gescbwindigkeit in seiner 
eignen Richtung, mit der ntolicben Constanten % multiplicirt, gleicb. Man zeige, 
dass sich diese WiderstSnde in eine Dissipationsfunction F einschliessen lassen, 
wobei 

wenn o den Flacheninhalt, A, JB, etc. die Tragbeits- und Deviationsmomente der 
Oberfldcke des Kbrpers und (m, w) die Componenten der Gescbwindigkeit des 
Sebwerpunktes von c bedeuW, 

§ 429. TJiil)estiiiiuite Mnltiplicatoren , etc. Man erMdre, wie die 
Lagrange' schm Gleichungen m gewissen FdHen m gdbrauchen sindj wmn 
die geomeirischm Gleichungen Diferentialguotienkn nock der Zeit enthalten. 

In § 396 ist darauf hingewiesen worden, dass die in den Lagrange- 
schen Gleidnmgen benutzten nnabhangigen Yariablen 0, tp^ etc. so gewahlt 
werden miissen, dass sich alle Ooordinaten der Korper des Systems dnreh 
sie ausdriicken lassen, ohne dass man nothig hatte 0', gf, etc. einauftihren. 
Wenn aber eine Bewegimg^ wie die eines anf yoUkommen ranher Flache 
rollenden Korpers in Frage steht, so lasst sich die Bedingung, dass 
die relative Geschwindigkeit der Beriihrungspiinkte Null sein muss, 



Unbestiimnte Multiplicatoren, etc (§ 427 — 429). 
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manclimal durch eine Gleichung ausdruekeri; die, vde in § 137, noth- 
wendiger Weise Differentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit 
enthalt. Zuweilen kann die Gleickung, welehe diese Bedingung aus- 
driickt, integrirt werden. Wenn z* B. eine Kugel auf einer Tauten 
Ebene roUt, wie in § 144, so ist die Bedingung x — aO' = 0^ aus 
der man durch Integration x — ad = i erhalt, wo i eine Constante 
bedeutet. In solcben Fallen lasst sich die Bedingung als eine der 
geometrischen Beziebungen der Bewegung benutzen und auf diese Art 
die Anzahl der unabbangigen Variablen um eine reduciren. 

Wenn aber die Differentialquotienten sicb nicbt leicbt aus den 
Bedingungen ausscbeiden lassen, ist es oft Yon Vortbeil, die Reactionen 
und Reibungen in die Gleicbungen zwiscben den nicbt conservativen 
Kraften auf die in § 426 erklarte Art einzufubren. Jede Reaction bat 
eine Bedingungsgleicbung im Gefolge und es sind daber stets Gleicbungen 
genug vorbanden, um die Reactionen zu eliminiren und die Coordinaten 
des Systems zu bestimmen. 

Die Elimination der Reactionen ist im Allgemeinen am leicbtesten 
auszufubren, wenn man die aUgemeine Gleicbung der Yirtuellen Arbeit 
benutzt und dem System nur solche Verriickungen gibt, welcbe die 
virtueUe Arbeit dieser Krafte yerscbwinden lassen. Wir woUen an- 
nebmen, um einen Anbaltspunkt fin: unsre VorsteUungen zu gewinnen, 
ein Korper roUe auf einer Yollkommen rauben Flacbe; es seien Bj(p, etc. 
die secbs Coordinaten des Korpers; nacb § 137 existiren dann drei 
Gleicbungen Yon der Form 

A = + = ^ (1); 

woraus sicb die beiden andem ergeben, wenn man 2 und 3 statt 1 
als Index scbreibt. Diese drei Gleicbungen drucken aus, dass die 
Componenten der Gescbwindigkeit des Beruhrungspunktes in drei 
Richtungen Null sind. Die Gleicbung der Yirtuellen Arbeit lasst sicb 
scbreiben (§ 398) 

(i + + 

worin U die Kraftefunction der gegebenen Krafte ist. Da die yirtueUe 
Arbeit der Reactionen am Berubrungspunkt weggelassen wurde, so 
gilt die Gleicbung nur fiir solcbe Variationen Yon 0, q), etc., welcbe 
Yerursacben, dass der Korper auf der rauben Flacbe roUt. Die geo- 
metriscben Gleicbungen Lg; -^s <k’ucken aber aus, dass der Korper 
auf irgend eine Art roUt, daber sind dgj, etc. durcb drei Gleicbungen 
von der Form 

A^dd + B^S(p-{ = 0 (3) 

verbunden. 

Durch Benutzung der Metbode der unbestimmten Multipbcatoren 
(siebe § 400) werden die Gleicbungen der yirtuellen Arbeit auf die ge- 
wobnliche Art umgeformt in 
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Zapitel YTTT, Die Lagrange’schen Grleiohungen. 


d dT dT _ dU . . dL^ . 

TtW~ cB ~ cd ^ de' ^ 


dL, 

dd^' 


+ V 


ais 

de' 


■ • ( 4 ) 


land in atnliclia Q-leiclumgen fiir die andern Coordmaten g), etc. 

Sie reichen in Verbindung mit den drei Grleichimgen ftir 

aus, mn die Coordinaten des Korpers und A, (i, v zu bestimmen. 

Das Yerfahren wird selir vereinfaclit, wenn man die geometrisclien 
Gleichungen fiir dnrcli Elimination so umforint; dass ein Diffe- 

rentialquotient z, B. aus alien Gleicliungen mit Ausnahme der ersten 
wegfallt; ein andrer z. B. g)' aus alien mit Ausnahme der zweiten u. s. f. 
1 st dies gescbelien^ so wird die Gleichung fiir 6 

d dT dT_du,.^, 
JiW~Je~de‘^^ dB'' 


Daraus ergibt sicb K sofort. Die Werthe von ft und v findet man 
aus den entsprechenden Gleichungen fiir qo, tp. Ihre Werthe kann man 
dann in die iibrigen Gleichungen einsetzen. 


§ 430. Die Methode der unbestimmten Multiplicatoren ist in der 
That eine EinfShrung der unbekannten Reactionen in die L a grange ’schen 
Gleichimgen. Es seien z. B. Bs die Componenten der Reaction 

am Beriihrungspunkt in den Richtungen der drei Geraden, welche bei 
der Aufstellung der Gleichungen benutzt wurden. Alsdann 

sind ii, ig, £5 den Componenten der relativen Geschwindigkeit der 
Beriihrungspuntfce proportional. Diese Componenten mogen ^ 2 -^ 2 ? 
sein. Wird nun 6 allein variirt, so ist die virtuelle Geschwindigkeit 

d L 

von jRi gleich wofur man auch ^ sehreiben kann. 

3L 3 L 

Auf ahnliche Art sind S B und d 6 die virtuellen Geschwindig- 

keiten von Bg und Daher haben nach § 426 die Lagrange’schen 
Gleichungen die Form 


d dT 
dt dB' 


Vergleicht man diese Gleichungen mit den durch die Methode der 
unbestimmten Multiplicatoren erhaltenen, so ergibt sich^ dass v 
den Componenten der Reactionen proportional sind. Der Yortheil 
beim Gebrauch der Methode der unbestimmten Multiplicatoren besteht 
dariny dass die Reactionen mit dem geringsten Aufwand an algebraischer 
Rechnung und in einer Art eingefahrt werden^ wie sie fiir die Losulng 
des Problems am vortheilhaflesten ist. 


§ 431. Die Vertauscliimg der unahhangigen Variablen. Ein System von 
71 Preiheitsgraden ist durch ie AusdrCicke far seine kmetische Energie T und 
die ErSftefunction U definirt. Wir nehmen an, die geometrischen Gleichungen ent- 
hielten die 2eit nicht explicite, so dass T eine homogene Function von der Form 
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T=i4,0'* + ^„0V + (1) 

ist. Die Gleicbung der lebendigen Kraft gibt 

Z’=i^,0'* + ^,0V + ...= r7+cr (2). 


Sind die Anfangswerthe der Coordinaten mid die Anfangsgescbwindigkeiten ge- 
geben, so ist aucb die Constante C bekaimt 

Wir wollen mm die linke Seite der Gleicbung (2) mit P multipliciren und 
die recbte mit derselben Grosse dividiren, unter P eiue willkiirlicbe Function der 
Coordinaten verstanden. Damit die Gleicbung besteben bleibt, yertauscben wir 
die unabbangige Variable t mit t, so dass dt Pdt ist. Der Deutlicbkeit wegen 
mSgen in diesem Paragrapben an den Coordinaten angebracbte Indices, also 
01 , g?! , etc. , ebenso die Differentiationen nacb t angeben, wie die Accente Diffe- 
rentiationen nacb t. Es ist dann 0' = P0i, cp' = P^i, etc. Die Gleicbung der 
lebendigen Kraft wird 

+ + - (3)- 

Der Satz, der zu beweisen ist, sagt aus: Wenn man 

= •), = ■ (4) 

setzt und Tg, nacb den Lagrange’scben Regeln so bebandelt, als w&,ren sie 
die kinetiscbe Energie und Kraftefunction eines neuen Systems, kommt man zu 
denselben Bewegungagleicbungen, als batte man die ursprfinglicben Tund U des 
gegebenen Systems benutzt. 

Da dr =* Pdt^ so ist offenbar 

de ' “ 201 ’ 20 20 i* ■ 

Die Lagrange’ scbe Gleicbung 

dtde' 00 “■ 00 ^ ^ 

wird 

dz 001 00 P 00 P 00 ' 

Benutzt man die Gleicbung der lebendigen Kraft i7 + C = P , so wird 
die recbte Seite identiscb mit La grange ’scbe Gleicbung erbalt 

daber die Form 

d dT, 0Pa d U+G 

dz de^ 00 00 p ^ 

welcbe den veranderten Bedingungen entspricbt. 

Als Beispiel wollen wir die Liouville’scbe LSsung, §407, nebmen, wenn 
2P — Af(P0'®+ Q(p^^ worin P nur eine Function von 0 und Q nur von g> ist. 

Die Gleicbung der lebendigen Kraft ist Q<p'^ == fT" + 0. 

Multiplicirt man mit M und setzt Mdz = dt^ so nimmt die Gleicbung die 
einfacbe Form an 

^{Pe,»+Q<p^^ = M(U+G). 

Wir steUen nun die linke Seite durcb T^, die recbte durcb dar. Wenn, 
wie Liouville ajmimmt, ist, so wird dieLagrange- 

scbe Gleicbung 

nouth, Dynamik. I 
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und dalier 


dr 


rpQ. 1 ,ap dF,{e) 


do 


1- (p$ ^ s 

do 


woraus sich durch eine leicLte Integration ^ 1*0^^ ^ F^{0) cc ergibt. Da 
0^ = MB' ist, so erhalt man damit das Resultat in § 407 

Die Transfonnation der unabh§.ngigen Variablen bat Lionville Band XI 
benutzt-, Appell {CompteB Rendm^ 1892) bat jedocb die Metbode Darboux 
zngescbrieben. 

B eispiele 

(den an der Dniversitat und den Colleges gegebenen Examination Papers entnommen). 

1. Zwei Gewicbte 7 on den Massen m bez. 2 m sind durcb einen Strick ver- 
bimden, der Tiber eine glatte RoUe von der Masse m lanffc. Diese RoUe bangt 
an einem Strick, welcber tiber eine glatte feste RoUe gebt und an seinem andem 
Ende die Masse 4 m tragt, Man beweise, dass sicb die Masse 4 m mit einer 
Bescbleunigung bewegt, die ein Dreiundzwanzigstel der Bescbletmigung derScbwere 
betragt. 

2. Der Mittelpunkt eines gleicbformigen Stakes von der Masse 3m und der 

Lange %l begt fest und an dem Ende des Stabes ist die Masse m angebraeht. 
Der Stab befindet sicb in horizontaler Lage undwirdmit der Winkelgescbwindigkeit 
y (^ng/T) um eine verticale durcb seinen Mittelpunkt gebende Axe in Rotation 
gesetzt. Man zeige, dass das scbwere Ende des Stabes sicb senkt, bis der Cosinus 
der Neigung des Stabes gegen die Yertioale 1 — n ist und dann wieder steigt. 

3. Ein Stab von der Lange 2Z wird gezwungen sicb derart auf der Ober- 
flacbe eines einscbaligen Umdrebungsbyperboloids , dessen Symmetrieaxe vertical 
stebt, zu bewegen, dass der Stab stets auf einer Brzeugenden liegt Der Stab 
gebe vom Zustand der Rube aus; man zeige, dass 

y'® — sinoj-f + sin®of^r® + -^ 0'® -f 2^cosa(r — r^) = 0, 

I a® + sin®o: 4" y | sin a = 0 ist. 

Die Bedeutung der Zeicben ist folgende: Es sei B der Scb-werpunkt des 
Stabes, P sein Scbnittpunkt mit dem EebUareis des Hyperboloids, M der Mittel- 
punkt des Keblkreises und 0 ein fester Punkt auf dem Keblkreis. Dann ist 
PS “ r, JfP — « — dem Radius des Keblkreises, B = dem Winkel OMP 
und a die Neigung des Stabes gegen die Verticale. 

4. Ein Ring von der Masse m und dem Radius h roUt innerbalb eines voU- 
kommen rauben Riuges von der Masse M und dem Radius a, der sicb in einer 
verticalen Ebene um sein Centrum drebt. 0, (p seien die Winkel, um welcbe 
sicb die Hinge von ihrer Gleicbgewicbtslage aus gedrebt baben; man beweise, dass 

(10 -f- 5 9 — (a — MaB" 

(2 Af -)- Dn) (a — b) = — {M + m) ^ sin . 

5. Ein Stab bewege sicb auf beliebige Art im Raum, m, n seien seine 
Rdcbtungseosinusse gegen fesidiegende Axen und V die potentieUe Energie; man 
beweise, dass 

d®m aF\_ 1 {j.dH _,dy\ 

2 V dt^'dlJ m \ dt* dm/ n\ dn) 

ist, worin I das TrSgbeitsmoment des Stabes fur eine durcb seinen Mittelpunkt 
senkrecbt zu seiner Lilnge gebende Axe bezeicbnet. Siebe § 400. 
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6. Ein Punkt von der Masse m bewegt sich. in einer Ebene und seine 
Bewegung wird auf Dreieckscoordinaten z (siehe § 17, Beisp. 11) bezogen. 

Es sei T die lebendige Kraft xind die potentielle Energie Y als homogene Function 
der Dreieckscoordinaten ausgedruckt; man beweise, dass 

2 T = — m{a^y z" + h^z' x' + c^x'y) , 
m (6 V' + c» 2 /") — 2 = m (c»aj" + o V') _ 2 = 

m (a^y' + h^x") — 2 ist. 


7. Ein scbwerer Stab von der Lange 2a, dessen Enden einen glatten bori- 
zontalen Boden und eine glatte verticale Wand berubren, gleitet abwarta und 
befindet sicb dabei Anfangs nicbt in einer auf der Wand senkrecbten Ebene. Es 
sei 6 die Neigung des Stabes gegen die Yerticale und yj die Neigung der 
Horizontalprojection des Stabes gegen die Durcbscbnittslinie der Ebenen; man 
beweise, dass 

d* d® 3 a 

4 (cos 6) = cotg 6 sec yj (sin d cos ^ , 

cbu db 0/ 


4^(suifl sio-tp) 




tg yj (sin 6 cos y>) ist. 


8. Ein Masaenpunkt bewegt sicb unter der Wirkung zweier Centren von 
Abstossungskraften F und (r, die von zwei festliegenden Punkten im Abstand 
2 c voneinander ausgeben. Man zeige, dass sicb die Lagrange’scben Bewegungs- 
gleicbungen in der Form 


^dT 

di dl' 




dt dfi' 



G 


scbreiben lassen, worm 1 und fi die elliptiscben Coordinaten des Massenpunktes, 
auf die festen Punkte als Brennpunkte bezogen, sind und 


2T 1 '* , 

9. Es seien r, 0 die Polarcoordinaten eines Punktes von der Masse m, 
welcber unter der Einwirkung einer Centralkraft 2^, die nacb dem Pol zu gericbtet 
ist, seine Babn bescbreibt xmd Uj v seien die entsprecbenden Momente; man be- 
weise, dass die Hamilton’scbe Fimction 






ist. 


Daraus leite man die Hamilton’scben Bewegungsgleicbungen 

u = mr'f D == mr^d', mr^{v! + F) = i?®, i;' «= 0 ab. 


26 *® 



K!apitel IX. 

Heine Schwlngungen. 

Schwingimgeii mit einem FreiJieitsgrad. 

§ 432. Werm ein System, von Korpem nnr eine unabhangige Be- 
wegimg zulasst und Meine Scbwingungen um eine mittlere Lage oder 
einen mittleren Bewegimgsznstand macbt^ so bestebt im AUgemeinen 
unsere Aufgabe darin, die Bewegungsgleicbung auf die Form 

^ + + = c 

zuriickznfiibren, ’worin co eine kleine Grrosse bedeutet^ welche die Lage 
des Systems zur Zeit t bestimmt. Die Reduction wird dadurcb be- 
wirkt, dass man das Quadrat der Meinen &rc5sse x vernacblassigt. 


§ 433. Die Bedcutung dex einzelnen Gleicliniigsglieder. Wir nehmen an, man er- 
halte die Grleichnng durch Aufatellung der Bewegungsgleicliungen aller Maasen- 
ptmkte imd Elimination der Reactionen Betracbten wir den Pall, in welchem 
das System aus einer Gleiehgewiclitslage yerrackt wird Wir stellen die GrSsse 
der Verruckung dnrcli einen Buchstaben x derart dar, dass die Lage eines jeden 
Massenpunktes, wemi x bekannfc ist, aus den geomediscben Bedingungen des 
Systems abgeleitet w^erden kann. Die Verruckung | eines Masaenpunktes m ist 
daher eine Function yon x und da das Quadrat yon x bei einer kleinen Scbwingung 
zu yemacblassigen ist, so bat man nach Slaclaurin’s Theorem | = (r + t 
worin Cr und H gewisse Constante sind, die yon der Lage des Masaenpunktes in 

X 

dem System abbangen Die Effectivkrafte fSr m sind (1) Hm in der Ricbtung 


der Tangente an seinen Sobwingungsbogen und (2) eine centrifogale J&aft, in 


deren Zabler w 


stebt und die daher vemachl’assigt werden kann. Die 


Effectiykrafbe tragen daber zur Differentialgleichung AuadriLcke yon der Form 
d^x , . 


Die an dem System angreifenden gegebenen Kraffce sind dreierlei Art. 

(1) Bei der Verruckung des Systems suohen die Krafbe des Systems es in seine 
Gleichgewicbtslage, falls sie atabil ist, zuruckzufiihren. Diese JSrafte sind sSnimtlich 
Punotionen yon x und tragen, da das Quadrat yon x weggelassen wird, Gbeder 
von der Form c — hx zur Gleicbung bei. Die Gbeder c—hx stellen daher die 
natiirlichen JReshtutionshrafte dar. 

(2) Es kSnnen auch Wideretcmdshrdfte an hesonderen Punkten des Systems 
auffcreten, die von der Geschwindigkeit der Massenpunkte abbangen. Die Ge- 
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schwindigkeiteines jedensolchenMaasenpmiktes mist eine Function von welche, 

CLV 

d sa 

wie zuvor, gleich. gesetzt werden kann. Diese Widerstande liefem daLer 

d on 

Glieder von der Form a -y- zu der Gleichung. 

(it 


(3) Es kSnnen ausserdem noch kleine dussere Krdfte vorkommen, welche 
Functionen der Zeit sind Sie konnen, 'wenn sie existiren, durck ein Glied f(f) 
auf der rechten Seite der Gleickung dargestellt werden 

Wie man siekt, atellen die Effectivkraffce und die drei Arten von gegebenen 
Xraffcen versckiedene Arten von Gliedem zu der Gleickung und da die Pioducte 
dieser Glieder zu vemackiassigen sind, so stammt jedes Glied aussckliesslick ans 
der erwaknten Quelle. 

Wir kaben vor, zuerat die ausseren KrS-ffce wegzulassen und die Bewegung 
der Systeme zu betrackten, an denen nur Eestitutiona- und Widerstandskiaffce 
angreifen. Die durck diese beiden erzeugte Sohwingung keisst die naturhche oder 
freie Schwingung Die durck die ausseren Eraffce kervorgebrackten Sckwingungen 
fukren manckmal den Namen erzwungem Sckwingungen und werden spater unter 
diesem Titel in Bd. 2 untersuckt werden. 


§ 434. AnflSsung der Gleiclinng. In der Regel sind sowohl a 
als 6 und c Constante, in welchem Fall man die Schwingung voU- 
standig bestimmen kann. Setzt man = + wenn i nicht 

Null ist, so reducirt sich die Gleichimg auf die bekannte Form 

P + O-«’)S-0. 

Wir wollen der Kiirze wegen, falls h — positiv ist, 6 — a^ = n^ 
setzen. Man erhalt dann 

it; = sin (n\t B), 

worin A und B zwei unbestimmte Constante sind; die von den A nfangs- 
bedingungen der Bewegung abhangen. Die pbysikalisclie Auslegung 
der Gleichung ist nicbt schwer. Sie steUt eine oscillatorisclie Be- 
wegung dar. Die CentraJlage; um welche das System schwingt, ist 
durcb X = cfb bestimmt. Das System geht durcb. diese Centrallage 
jedesmal; wenn nt-{- B ein Vielfacbes von ot ist. Daraus folgt, dass 
das ZeitintervaU zwiscben zwei aufeinander folgenden Durchgmgen 

durcb die Centrallage ~ ist. Tim die Zeiten zu finden, zu welcben 

das System momentan zur Rube kommt; setze man dx/dt — 0. Dies 
gibt tg(nt -i- B) = n/a. Das Interval! von der einen Lage augen- 

blicklicber Rube zur nacbsten ist ebenfaUs — • Misst man die Zeit 

n 

Ton eiuem Durchgaotig durcli die Centrallage an, so ist fEir i = 0, 
a;z=sc/b und daher JB == 0. Die Meinste negatire Wurzel der GleicLung 
tg nt = n/a (positiv genonunen) gibt das IntervaU von einer Lage 
augenblicldioher Euhe bis zur Cenfeallage an und die kleinste positive 
Wurzel das Interval! von der Centrallage bis zur naebsten Rubelage. 
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Das erstere ist offenbar grosser und das zweite kleiner als %j'2ny da 
die Summe beider njn ist. Die Scliwingimgsweite auf jeder Seite der 
Centrallage fijodet man durcb Substitution der aus dieser Grleichung 
sicb ergebenden Werthe von t in den Ausdruck fiir x — cfb. Da die 
SchvTingungen in dem constanten Zeitintervall ic/n stattfinden^ so 
nimmt die Scbwingungsweite bestandig ab und die auf jeder Seite 
der Gleichgewicbtslage sicb folgenden Bogen bilden eine geometrische 

Progression, deren gemeinscbaftlicher Quotient e ” ist. Die Grosse 
n bat Lord Rayleigb in seiner Theory of Sound sebr passend die 
Frequent der Scb-wingung genannt. 

Ist i> — negativ, so setze man 6 — a? = — v^. In diesem Pall 
muss der Sinus in der Gleicbung durcb seinen Exponentialwertb ersetzt 
werden; man bat daber 

worin C und D zwei unbestimmte Constanten sind. Die Bewegung ist 
jetzt nicbt mebr oscillatoriscb. Ist sowobl a als h positiv, so ist v 
kleiner als a und x wird alsdann^ die Anfangsbedingungen mogen sein, 
welcbe sie woUen, scbliesslicb gleicb c/l und das System nabert sicb 
bestandig der durcb diesen Wertb von x bestinimten Lage. Dasselbe 
tritt ein, wenn v grosser als a ist, vorausgesetzt dass die Anfangs- 
bedingungen derart sind, dass der Coefficient der Exponentialgrosse, 
vrelcbe einen positiven Exponenten bat, Null wird. 

Ist 6 — = 0, so nimmt das Integral eine andre Form an und 

man bat 

worin E und F zwei unbestimmte Constante sind. Ist a positiv, so 
nabert sicb das System fortwabrend der durcb hx = c bestimmten Lage. 

§ 435. Wird der aus diesen Gleicbungen sicb ergebende Wertb 
von X gross, so konnen aucb die von x^ abbangenden Glieder, die bei 
der AufsteUung der Gleicbung vemacblassigt wurden, gross werden. 
Es ist moglicb, dass diese Glieder den ganzen Cbarakter der Bewegung 
andem. Alsdann beisst das Gleicbgewicht oder die ungestorte Be- 
wegung des Systems, je nacbdem der FaU liegt, unstabil und die 
Gleicbungen steUen nur die Bescbaffenbeit der Bewegung dar, mit der 
das System von seinem ungestorten Zustand aus sicb zu bewegen 
l^innt 

§ 436. Beisp. 1. Die Bedingungen des Systems sind derart, dass Anfangs 
ist; man finde den scbbessliclien Wertb von x. 
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Beisp. 2, Man zeige, dass daa vollstandige Integral von 

^ dx , ^ 

— sill . / . a . \1 

* ~ ® jdi ~n ^ (oosMt + smntj | + 




sin »(i — t') f(t') dt' 


ist, worin x^, die Werthe von x nnd 4- fdr i = 0 sind 
at at 


[Math. Tripos, 1876.] 


§ 437. Es ist oft vortheilliaft, die Bewegung eines Systems durck 
eine Pigur darzustellen. Gleicke Zuwackse der Abscisse des Punktes P 
mogen nack irgend einem Maassstab gleicke Zuwackse der Zeit dar- 
stellen und die Ordinate moge die Abweickung der Coordinate x von 
ikrem mittleren Wertk angeben. Die Curve, welcke der darstellende 
Punkt P besckreibt, zeigt alsdann dem Auge die ganze Bewegung 



des Systems. Piir den Pall, dass a sowokl als T> — positiv sind, 
nimmt die Curve die kier aufgezeichnete Gestalt an. 

Die punktirten Linien entsprechen der Ordinate + Der 

darstellende Punkt P osciUirt zwiscken ihnen und seine Bakn beruhrt 
sie abweekselnd. Bbenso lasst sick die Curve fur andre Wertke von 
a und 6 aufzeicknen. 

Am wicktigsten ist in der Dynamik der Pall, in welckem a — 0 
ist. Die Bewegung ist alsdann durek 

gegeben und ihxe Curve ist die Sinuscurve. Man pflegt in diesem 
Pall die Schwingung Jiarmonisch zu nennen. 

§ 438, Beisp. 1. Ein System sckwingt tun eine mittlere Lage und seine 
Abweickung von ikr wird durch x gemessen Xq und seien die Aniangs- 
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dx 


weitliG von X und man Z6ig6) dass das Systsm nismals sich iim so "viel als 
dt 

“fi-) + 2cta;<3 + &a!o [2 

zi j von seiner mittleren Lage entfemt, wenn h grosser 


It 


als a* ist. 

Beisp. 2. Ein System scli'wingt um eine G-leichgewichtslage. Man soil durch 
Beobachtung seiner Be'W'egung die Zahlenwerthe von a, &, c bestimmen. 

Beliebige drei Bestimmungen der Coordinate x zu drei verscMedenen Zeiten 
liefem zwar im AUgemeinen Gleicliungen genug fiir a, 6 imd c; jedoch lassen 
sicli gewisse Messungen leichter ausfuliren als andre. So kann man z. B. die 
Werthe von x, wenn das System momentan zur Rube kommt, gut beobaobten, 
weil das System sich alsdann langsam hewegt und eine Messung zu einer etwas 
falschen Zeit nur einen Fehler zweiter Ordnung verursacht, wahrend sich die 
Werthe von t zu dieser Zeit nicht gut beohachten lassen, weil es in Folge der 
langsamen Bewegung schwer ist, den Moment, in welchem dx/dt verchwindet, 
genau anzugeben. 

Wenn man so drei aufeinander folgende Werthe von x gefunden 

hat, so ist das Verhaltniss der beiden successiven Bogen x^ — a?! , x^ — x^ eine 
bekannte Function von a und h und eine Gleichung zur Bestimmung der Con- 
stanten lasst sich derarb aufstellen. Ist die Gleichgewichtslage unbekannt, so 
lasst sich die zweite Gleichung hilden, indem man erwagt, dass auch die drei 

Bogen a?! — — , — y , aJs — eiiie geometrische Progression hilden. So 

kommt man zu c/6, dem Werth von x, welcher der Gleichgewichtslage entspricht, 
und zu a In. 

Ist nun die Gleichgewichtslage hekannt, so ist das Intervall zwischen zwei 
successiven Durchgangen des Systems durch sie ehenfalls eine hekaimte Function 
von a und 6 und auch die dritte Gleichui^ kann gehildet warden. 


Beisp. 3. Ein K6rper voUfdhrt gradlinige Schwingungen in einem Mittel, 
dessen Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist, unter der Einwirkung 
einer Anziehungskraffe, die nach einem festen Centrum gerichtet und dem Abstand 
von ihm proportional ist. Die beobachtete Sohwingungsdauer sei T und die 
Coordinaten der Endpunkte dreier sich folgender Halbschwingungen ja, r; man 
beweise, dass die Coordinate der Gleichgewichtslage und die Schwingungsdauer, 
wenn kein Widerstand vorhanden ware, 


pr — 
p r — 


bez. 




Bind. 

[Math. Tripos, 1870.] 


Erste Methode die Bewegimgsgleicliimgea zu bilden. 

§ 439. Wenn das betrachtete System ein einzelner Korper ist, 
so gibt es eine einfacLe, oft sehr vortbeilhafte Metbode, die Bewegnngs- 
gleiebung aufzustellen. 

Die Bewegung finde in der Ebene statt. 

In § 205 wurde gezeigt, dass man bei Vernaehlassigung der 
Quadrate kleiner Gfrossen die Momente um das Momentancentrum als 
festes Centrum nebmen kann. Gewobnlicb gebt die Eichtung der un- 
bebannten Reactionen durcb diesen Punkt, ibre Momente sind dann 
Null und wir erhalfm eine Gleichung, die nwr bekannte Grossen enthdlt. 
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Da sich. der Korper der Voraussetzimg nach fiir den Moment nm 
das Monaentancentrum als festen Punkt dreht, so ist die EicMung der 
Bewegung eines jeden Punktes des Korpers senkrecht auf der Geraden, 
die ihn mit diesem Centrum verbindet. Umgekehrt Idssft sich die Lags 
des M(mentanc€nimms ermiUeln, wenn die Bewegungsrichtimgen zweier 
Tmkte des Kisers hekannt sind, Denn errichten wir Lotte in diesen 
Punkten auf ihren Bewegungsricbtungen, so miissen sich diese in dem 
Rotationsmomentancentrum schneiden. 

Die Gleichung kann im AUgemeinen auf die Form 

Mk?— = Moment der gegebenen Krafte 

^ dt^ \ um das Momentancentrum 

gebracht werden, worin 6 den Winkel angibt, den eine im Korper 
befestigte Grade mit einer im Raum festliegenden macbt. In dieser 
Formel ist das Tragheitsmoment des Korpers fur das Momentan- 
centrum und da die linke Seite der Gleichung den kleinen Factor 
d^d 

^ enthalt, so kann man hier annehmen, das Momentancentrum habe 

seine mittlere oder ungestorte Lage. Auf der rechten Seite kommt 
kein kleiner Factor vor; man darf daher nicht versaumen, entweder 
das Moment der Kraffce um das Momentancenfru7n in seiner gestorten 
Lage zu nehmen oder das Moment irgend einer tmbekannten Reaction, 
die durch das Momentancentrum geht, einzuschliessen. 

Beisp. Wenn ein KSiper mit einer einzigen unabhangigen Bewegung in 
derselben Lage unter der Einwirkung zweier verschiedener Kraffcesysteme sich im 
Gleichgewicht befinden kann und wenn L^, die Langen der gleichwerthigen 
einfachen Pendel for diese Systeme sind, falls sie einzeln wirken, so ist die 
Lange L des gleichwerthigen Pendels fur den Fall, dass sie zusammen wirken 
durch 



gegeben. 

§ 440. Beisp. 1. Mne homogem HaTbkugel macht kleim ScJmingungen auf 
einer voVkommm rauhm, horizontalen JEJbene; mm finde die Bewegung, 

Es sei C das Centrum, G der Schwerpunkt der 
Halbkugel, N der Beriihrungspunkt mit der rauhen 
Ebene. Der Radius sei a, CG = c, d = ^ NCG. 

Der Punkt N ist hier das Centrum der augen- 
blicklichen Rotation, weil die Ebene ToUkommen rauh 
Tmd daher Reibung genug zur Wirkung kommt, um 
N in Ruhe zu erhalten. Nimmt man daher die Moments 
um N, so ist 

(Jc*+GN^^= gc-eme. 

Da Twg.-n in den kleinen Gliedem GN = a — c setzen darf, so reducirt sich 
dies auf 



{Jc* + (a-cy)'^ + gc-e==o. 
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Die Dauer eiuer kleinen Schwingung ist daher 2 jr |/ Offenbar 

ist -|- c® = dem Quadrat des Tragheitsradius fdr C? = |- a® und c a. 

Ware die Ebeue glatt gewesen, so batte M auf der Momentanaxe gelegeu, 
GM senkrecbt auf CN stebt Denu W bewegt sich in horizontaler Ricbtung, 
weil die Kugel in Berubrung mit der Ebene bleibt und die Bewegung von G ist 
nacb § 79 vertical gerichtet Daher scbneiden sicb die beiden Lothe GM, NM 
in der Momentanaxe Auf abnliche Weise, me oben, findet man die Scbwingungs- 
dauer gleich 25rl/ (k^jcg). 

Beisp. 2. Zvrei kreisfSrmige Rings, von denen jeder den Radius a bat, sind 
an einem Punkt fest miteinander verbunden, so, dass ibre Ebenen den Winkel 2 a 
mit einander macben, und werden auf eine vollkommen rauhe borizontale Ebene 
gesetzt. Man zeige, dass die Lknge des einfaoben gleicbwertbigen Pendels 

— a(l 4- 3 cos® a) cos a cosec® u ist. 

2 ^ ^ ^ [Math. Tripos.] 

§ 441. SchwingnHgen von Cylindern. Eine cylindrische Flddie 
wn belieiiger Gestalt ruht in stahilem Qleicligewicht unter dem Emfluss 
der Schwere auf einer andenz vollkommen rauhen Cylinderfldche und 
die Axen der Cylinder sind dalei horizontal und parallel Der oheren 
Fldclie wird eine leichte Stdnmg gegehen; man finde die Dauer einer 
Tdeinen Schwingung. 

Es seien BAPj B'A'P die Scbnitte der Cylinder seafcreclit zu 
ihren Axen; OJ., GA' die Normalen in den Puidrten A, A\ die vor 

der Stoning in Beriilirmig waren, nnd cc 
sei der Winkel, den AO mit der Verticalen 
macM. OPO sei die gemeinschaftliclie 
Nonnale zur Zeit t und G der Schwer- 
punkt des sich bewegenden Eorpers, so 
dass also A' G vor der Stoning vertical 
war. Es sei A'G = r. 

Wir haben bier nur die Scbwingungs- 
dauer zu bestimmen, wenn die Bewegung 
ohne Grenze abnimmt. Die Bogen AP, A! P 
werden daber schliesslicb Null und G und 
0 kann man desbalb als Krummungsmittel- 
punkte von AP, A'P anseben. Es sei 
Q = OA, Q = CA' und die Winkel AOP^ 
A' CP mogen mit g> bez. <p' bezeicbnet werden. 

Ist 6 der Winkel, um welcben sieb der Korper bei der Bewegung 
aus der Gleichgewicbtslage in die Lage B*A!P gedrebt bat, so ist, 
weil vor der Stoning A'O und AO in derselben Geraden lagen, 
6 — L ODE = 9 ? + 9 ', wenn CA' die Linie OAE in D trifft. Auch 
bat man, da der eine Korper auf dem andem roUt, Bogen AP ^ 

Bogen A!P^ d. b. (>9 — qq/ und daber 9 = — . 9. 

Q ‘ I Q 




Dei* Stabilita-tskreis (§ 440 — 442). 
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Wir braucheii ferner, um die Momente um P nehmen zu konnen, 
den horizontalen Abstand des Punktes G von der Verticalen durcb P; 
er lasst sick durcb Projection der gebrocbenen Linie PA' A' G auf 
die Horizontale finden. Die Projection von PA' ist 

PA' cos (a -f* 0 ) = ^ 9 ) cos a, 

wenn man die Quadrate kleiner Grrossen vernacblassigt. Die Projection 
von A'G ist r 0 . Der gesucbte borizontale Abstand ist daber 

cos u — r) 0 . 


Isfc Tc der Tragbeitsradius fiir den Schwerpunkt, so wird die Be- 
wegungsgleicbung 

(V+OA’)g 

und die Lange L des aquivalenten einfacben Pendels ergiebt sicb aus 
der Gleicbung A;* + r * _ 

L “ 9 


cos a — r. 


§ 442. Stabilitatskreis. Auf der gemeinsamen Normalen im 
Berubrungspunkt A der beiden Cylinderflacben trage man die Lange 

AS — s ab, so, dass — == i- 4- 4 ist und bescbreibe iiber AS als 

Durcbmesser einen K!reis. Man verlangere, wenn notbig, AG^ bis es 
den Kreis in N triffi. Alsdann ist GN = s cos a — r, wobei die 
positive Ricbtung von G nacb A bin gebt. Die Lange L des gleicb- 
wertbigen einfacben Pendels ist durcb die Pormel gegeben 

L • GN = Quadrat des Tragbeitsradius fitr A. 


Aus dieser Pormel folgt, dass wenn G^) ausserbalb des Kreises 
und iiber der Tangente in A liegt, L negativ und das Gleicbgewicbt 
unstabil ist; wenn innerbalb, L positiv und 
das Grleicbgewicbt stabil ist. Der Ereis beisst 
der StaMlitatsTcreis, 

Dieses Verfabren ist nicbt nur bei der 
Bestimmung der Bedingung der Stabilitat eines 
scbweren Cylinders von Vortbeil, welcber im 
Grleicbgewicbt auf einer Seite eines rauben 
festen Cylinders rubt, sondem aucb zur Be- 
stimmung der Scbwingungsdauer, wenn das 
Gleicbgewicbt gestort wird. Eine Ausdebnung 
auf die PaUe rauber Kegel und andrer Placben wird spater gegeben 
werden. 



1) Ist It der Krinumuiigsradius der Bahn, welcbe G bei dem RoUen des 

jIG* 

einen Cylinders auf dem anderen bescbreibt, so ist, wie bekannt, i? = — , so 
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Eapitel IS Kleine Sch^^ingungen. 


§ 443. Man beaehte, dass das obige Resnltat vollstandig allgemein 
ist und anf alle FaJle; in welcben der geometrisclie Ort der Momentan- 
axe bekannt isfc^ aiigewendet werden kann. So ist der Krammmigs- 
radius dieses Ortes in dem Korper, q der des Ortes im Raum und a 
die Neigung seiner Tangente gegen den Horizont. 

Ist dx die borizontale Yerschiebxmg des Momentancentrums, welcbe 
durch die Rotation d0 des Korpers beryorgebracb-t wird, so lasst sich 
die Grleicbung zur Ermittlung der Lange des gleicbwertbigen einfacben 
Pendels eines unter dem Einfluss der Scbwere oscillirenden Korpers 
schreiben 

^2 4- r* 

L 

Dies folgt unmittelbar aus § 441. Man siebt aucb leicbt ein, 
dass der Durebmesser des Stabibtatsbreises dem Verbaltniss der Ge- 
scbwindigkeit der Momentanaxe im Raum zur Winkelgescbwindigkeit 
des Korpers gleicb ist. 

Beisp. 1. Eine homogene Kngel maclit auf der Innenseite einer festen Kugel 
kleine Schwingimgen derart, dass ihr Centnim sich in einer verticalen Ebene 
bewegt. Die Raiibheit sei gross genug, um Gleiten zu verhiiten; man beweise, 
dass die Lange des gleichwertiigen Pendels sieben Fiinfbel der Differenz der 
Eadien betr3.gt Sind die Engeln glatt, so ist die LSnge des gleichwerthigen 
Pendels der Differenz der Eadien gleicb. 

Beisp. 2. Eine bomogene Halbkugel wird auf eine raube feste Ebene gesetzt, 
die gegen den Horizont imter einem Wmkel geneigt ist, dessen Sinus jl/2 ist, 
und znaobt in einer verticalen Ebene kleine Scbwingungen. Man zeige, dass die 

Lange des gleicbwertbigen Pendels a ist, unter a den Radius der Halb- 

kugei verstanden. 


§ 444 Wenn an dem KSrper eine Kraft angreift, deren Ricbtung durcb 
den Scbwerpunkt gebt, so mussen die Resultate etwas geindert werden. Grade 
wie zuvor muss im Gleicbgewicbtszustand die Eraffc die Ricbtung der Geraden 
baben, die den Scbwerpunkt 6r mit dem Momentancentrum A verbindet, Wird 
der KcSrper verscboben, so sohneidet die Eraffc ibre frtibere Richtungslinie in einem 
Punkt JP, von dem wir annebmen woUen, er sei bekannt Es sei AF ^ f, und 
positiv, wenn €r und F auf entgegengesetzten Seiten des Ortes des Momentan- 
centrums liegen. Dann lasst sicb gJmlicb wie oben zeigen, dass die Lange L des 
gleicbwertbigen einfacben Pendels unter dem Binfiuss dieser Eraffc, die constant 
und der Scbwere gleicb vorausgesetzt wird, aus der Gleicbung 



- V >7 cos a — 


fr 

f+r 


bervorgebt, worin a den Winkel bedeutet, den die Ricbtung der Eraffc mit der 
I^ormalen auf die Bahn des Momentancentrums macbt. 


dass alle ausserhalb des dber AS als Durebmesser besebriebenen Kreises gegebenen 
Punkte Curven beschreiben, deren concave Seite A zugewendet ist, w§brend die 
Curven der innerbalb gelegenen A ibre convese Seite zukebren. Es ist daber 
klar, dass das Gleicbgewicbt stabil, unstabil oder neutral ist, je naebdem der 
Scbwerpunkt innerbalb, ausserhalb oder auf dem Dmfang des Ereises liegt. 



Ein von zwei Curven gefohrter K5rper (§ 443—445). 


397 


Tragt man auf der Linie J.(r die LSnge AG' bo ab, dass 

J_ = J_ + _L 

AG' AG^ AF 
A;®4-r* 

ist, so erhalt der Ausdruck fiir L die Gestalt — — = G'N. Das Gleichgewicbt 

Jj 

ist daber stabil oder imstabil, je nacbdem G' innerbalb Oder ausserbalb des 
Stabilitatskreises begt. 

§ 445. Scbwingimgen eines KiJrpers, der auf zwei Carven rnbt Zwei 
Punkte Ay B eines Korpers werden gezwimgen gegehene Cumen zu beschretben und 
der Korper befindet sick unter dem Einfluss der Sckwer^ im Gleichgewicht. Eine 
kleine Storung wird ihm gegeben; man finds die Oscillationsdauer 

Es seien C, D die Krij-mmungsmittelpunkte der gegebenen Curven fiir die 
beiden Punkte A, JB. Es mSgen sicb AC und BD in. 0 scbneiden. G sei der 
Scbwerpunkt des Korpers, GE ein 
Lotb auf AB. Alsdann ist in der 0 

Gleicbgewicbtslage OG vertical. Es /\ 

seien i^ j die Winkel, welcbe CA^ / '/'v \ 

BJD mit der Verticalen macben und 1 / \ 

cc der Winkel A OB. Es mSgen ! / ''X 

A', jEf', (r', E' die Lagen bezeicbnen, I / 

in welcbe A, JB, G, E gebracbt \/ 

werden, wenn sicb der Korper um 

einen Winkel 6 drebt und 0' sei der \ 

Durcbscbnittspunkt der Normalen in // ft G* \ 

A'.B'. Es sei / \\ \ 

ACA: = 9?, BBB' = g?'. \ \ \ 

Da der KSrper aus der Lage A5^:5.in \ \ 

die Lage AIB' dadurcb gebracbt / I ^ " 

werden kann, dass er den Winkel 6 

um den Punkt 0 bescbreibt, so bat 

ist GG' scbliessliob senkrecbt auf OG und daber GG' = OG • B. Sind endJicb 
ic, y die Projectionen von 0 0' auf die durcb 0 gehende Horizontale und Verticale, 
so findet man 

X cos^* + y sin^* == Abstand des P. 0' von 01) = OJ) • qp', 

X cosi — 3 / sin^' = Abstand des P. 0' von OC == OG ■ gj; 

daber 

OJ) ■ ^ini ' gf OC ' Qinj ■ tp 


Nimmt man nun die Momente um 0' als dem Centrum der augenbbcklicben 
Rotation, so bat man 

= - (ff (?'+«) 


ge{oG + 


OB • OB sin « 
BJ) sina 


OG ■ OA &mj' 


worm 7c den Tragbeitsradius for den Scbwerpunkt bedeutet 

Ist daber L die LSnge des gleicbwerthigen einfacben Pendels, so erbSlt man 


P4- OG^ 
L 


OB ’OB sini OC-OA smj 
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Sind die gegebenen Curven, au£ welchen die Punkte -4, JB sich bewegen 
mnssen, gerade Limen, so liegen die Erummungsmittelpunkte G und D im Un- 

endlichen. Man kann dann ^ = — 1 , = — 1 setzen und der Ausdruck 

. j HU A.L/ 

word 

L sm a: sm a 


Bilden femer OA^ OB recbte Winkel mit einander, so erhalt man die ein- 
facbe Form 

= Off _ iOF, 

Ju 

worin F die Projection des Mittelpunktes Ton AB auf OG ist, 

Beisp. 1. Ein schwerer Stab AGB mbt im Gleicbgewicht in borizontaler 
Lage innerbalb emer TJmdrebungsflache, deren Axe vertical ist. 2 a sei die L'^ge 
des Stabes , q der Exummiingsradius der Mendiancurve in jedem Ende des Stabes, 
i die Neigung dieses Radius gegen die Verticale. Ber Stab wird leicbt gestSrt, 
so dass er kleine Schwingungen in einer verticalen Ebene macbt; man beweise, 
dass die Lange des gleichwertbigen Pendels 

a Q sin^ i cos i (1 + 3 cotg^ ^) 

3 (a — q sin® ^) 


Beisp. 2 Die Enden eines gleicbformigen scbweren Stabes von der L§nge 
2 c gleiten auf einem glatten Drabt in der G-estalt einer Parabel^ deren Axe 
vertical und deren Parameter gleicb 4 a ist, Der Stab wird' aus seiner Lage 
stabilen Gleichgewicbtes leicbt verriickt; man beweise, dass die L^ge des gleicb- 

wertMgen Pendels ^ Lange des 

Stakes grBsser oder Ideiner als der Parameter der Parabel ist. 

In dem ersten Pall gebt der Stab in seiner stabilen Gleicbgewicbtslage durcb 
den Brennpuntt und ist gegen den Horizont geneigt. In dem zweiten hat er 
eine borizontale Lage. Wenn seine Lange dem Parameter gleicbkommt, ist die 
Scbwingung nicbt tautocbron, siebe § 450. Gebt der Stab vom Zustand der Rube 
mit einer kleinen Neigung a gegen den Horizont aus, so wird er nacb der Zeit 

i- i 1 

1 /4c\ 2 / “Y 

— J horizontal. Der erste Tbeii dieser Aufgabe wurde in 

0 

einem Cairn Coll, paper gegeben. 


Beisp, 3. Die Endpunkte eines Stabes von der Lange 2 a gleiten auf zwei 
glatten Dr§bten, welcbe die oberen Seiten eines Quadrates bilden, dessen Diagonale 

vertical stebt; man beweise, dass die Lange des gleichwertbigen Pendels 

[Math. Tripos.] 


§ 446. Die Schwingnng, wenn die Bahn des Sebwerpnnktes bekannt ist. 
Mn K6rper sefmingt urn eine Gleichgewichtslage wnter dem Fmfluss d&r Schuoere; 
der BMmmimgsradius d&r Balm des Schwerpmktes ist bekannt; man fmde die 
Bauer einer Schvdngung, 

Es sei A die Lage des Scbwerpunktes des Korpers, wenn er in seiner 
Gleicbgewicbtslage ist, G die Lage des Scbwerpunktes zur Zeit t. Da nun im 
Gleicbgewichtazustand die Hdbe des Scbwerpunktes ein Maximum oder MininmiTin 
ist, so liegt die Tangente in J. an die Curve AG horizontal. Die Normale GC 
zux Curve in G luSge die Noxmale in A im Punkt C scbneiden. Wenn dann 



Ermittlung durch die lebendige Kraft (§ 445 — 447) 
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die Scliwingung unbegrenzt klein mrd, ist C der EMmmuiigBnuttelpuiLkt der Curve 
for A. Es sei = s, der Wiokel ACG = np uud i? der Krummungsradius 
der Curve in A. 

Es moge 6 der Winkel seiu, um den sich der Koiper bei seiner Bewegung 
von der Gleicbgewicbtslage m die Lage, bei vrelcher aicb der Scbwerpunkt in G 
befindet, gedrebt hat; dd/dt ist dann die Winkelgeschwindigkeit 
des Kbrpers. Da sich G in der Eichtung der Tangente in G be- 
wegt, so liegt das Centrum der augenblieklichen Eotation in der 
Normalen GG und in einem solchen Punkt 0, dass 

OG 4t- = Geschmndigkeit von G = ^ ist; daher GO — * 

at at ad 

Ist Mh^ das Tragheitsmoment des Kbrpers um seinen Schwer- 
punkt und nimmt man die Moments um 0, so hat man 

g 0(?sin^. 

Zuletztj wenn der Winkel 6 unbegrenzt klein wird, ist 

^ _ OG 
6 do ds dO E ' 

folglich 

und die Lange des gleichwerthigen einfachen Pendels 





§ 447. Ermittlung der Schwingungen durch die lehendige Kraft. Wenn 
das System von KSrpem, die sich in Bewegung befinden, nur eine unabh'dngige 
Bewegung zulasst, so kann man dieDauer einer kleinen Schwingung haufig aus der 
Gleichung der leben digen Kraft ableiten. Die Gleichung ist von der zweiten Ordnung 
in den kleinen Grdssen und man muss daher bei ihrer Aufstellung kleine Gr5ssen 
dieser Ordnung in Eechnung ziehen. Dies fuhrt manchmal zu etwas umstand- 
liohen TJntersuchungen; auf der andem Seite ist die Gleichung frei von alien 
unbekannten Eeactionen und man apart daher oft die Miihe vielen Eliminirens. 

Das folgende Beispiel, welches auch Gelegenheit gibt einen Yergleich mit 
der Methode im vorigen Paragraphen anzustellen, mbge das Verfahren erlautem. 

Die Betoegimg ernes Kdrjpers in der JEJbetie ist dmch die Coordinaten x, y 
seines SeJmerpu/ydctes und den Winlcel 6 gegeben, den eine im Kdrptr festliegende 
Lmie mit einer vnx Eaum festliegenden Hldet. Der Korper befinde sich unter dem 
Einflms der Schwere im Gleichgewichty man soil die Dauer einer Memen Schwingung 
fmden. 

Da der KQrper nur eine unabh§ngige Bewegung zu machen vermag, so 
lassen sich (re, y) als Eunctionen von 6 ausdrucken, z. B. a; — y = 

Ist Mk^ das Tragheitsmoment des KSrpeis fur eine durch seinen Schwerpunkt 
gehende Axe, so wird die Gleichung der lebendigen Kraft 

{dx/dty + (dy/dty + k^idOjdty = G — ^gy, 

worm G eine willkurliche Constante bedeutet. 

Ist a der Wertb von d, wenn der KSrper sich in der Gleichgewichtslage 
befindet, und ist zur Zeit 0 = a -f 9, so hat man nach dem Maclaurin'sohen 
Theorem 

2 

y = j/o + ytv + ‘ ’ 
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worm i/o', 2//' die Werthe yon || , fur 0 := a sind. In der Gleidigewichts- 

lage ist aber y ein Masinium oder Minimum und daher = 0. Die Gleicbung 
der lebendigen Kraft wird mitliia 

+ ¥) <=C — 

worin xJ der Werth von ^ fur 6 a ist; differenzirt man, so kommt 

^ diG 

Ktir die Lange L des gleichwerthigen eiafacben Pendels findet man 



worin nach der Ausfuhrung der Differentiationen for 6 sein Werth a zu setzen 
ist. Man sieht leicht, daas die geometrische Bedentung dieser Gleichung dieselbe, 
wie im voiigen Paragraphen, iat. 

Dieses analytische Resultat ruhrt von Hoi ditch her (siehe den 8. Band 
der Camlridge Transaction), Es ist von Yortheil, wenn die Bewegung des 
schwingenden KOrpers in Bezug auf seinen Schweipunkt bekannt ist. 

Beiap. 1. Das untexe Ende einea schweren gleichfonnigen Balkens von der 
Lange a gleitet auf einem gewichtalosen unausdehnharen Seil von der LSnge 2 a, 
dessen Enden an zwei festen Punkten in derselben horizontalen Linie befestigt 
siud, und sein oberes Ende gleitet auf einem verticalen Stab, der die Linie 
halbirt, welche die beiden festen Punkte verbiudet. Man beweise, dass die einzige 
Gleichgewichtslage vertical ist und dass die Dauer einer kleinen Schwingung um 

diese Lage betragt, worin 2T/(a® — 5*) den Abstand zwischen 

den beiden festen Punkten bedeutet. [Math. Tripos.] 

Man nehme an, das untexe Ende des Stakes bewege sioh auf einem Kreis 
vom Radius a^jh^ und driicke die Coordinaten (ic, y) des Mittelpunktes durch den 
Winkel B aus, den der Stab mit der Verticalen macht. Das Resultat folg^ aus 
dem Princip der lebendigen Kraft. 

Beisp. 2. Die Enden eines Stakes gleiten auf dem Umfang einer Hypocycloide 
mit drei Spitzen, deren Ebene vertical steht. Der Radius des umschriebenen 
Kreises ist 3 a und eine der Spitzen Hegt im hochsten Punkt des Kreises. Man 

beweise, dass die Lange des gleichwerthigen Pendels ya ist. 

[Math. Tripos, 1872.] 

Zuerst beweise man, dass der Stab, wahrend er mit seinen beiden Enden 
auf den seitlichen Zweigen J5-&, JDE dieser Hypocycloide gleitet, bestandig den 
unteren Zweig IBB beriihrt. Sein Mittelpunl^ 22 beschreibt einen Kreis vom 
Centrum 0 und Radius a. Setzt man 5022 = qp, so ist der Winkel, den der 

Stab mit der Tangente an die Spitze h macht, ^^.s Resultat erhait man 

dann mittelst des Principes der lebendigen Kraft. 

§ 448. Momente um die Momeutauaxe. Wem ein Korper im 
Raum nur eine unabhangige Bewegung bat, so gibt es im AJlgemeinen 
keiae Momentanaxe. Es ist Ubrigens in § 225 bewiesen worden, dass 
man die Bewegung immer auf eine Rotation um eine Centralaxe und 
eine Translation langs dieser Axe zurfickMhren kann. 



Momente um die Momentanase (§ 447 — 4 : 50 ). 
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1st I das Tragheitsmoment des Korpers fiir die augenblickliche 
Centralaxe^ die Winkelgescliwiiidigkeit um sie^ V die Translations- 
geschwindigkeit in ikrer Riehtung, M die Masse des Korpers, so 
ist nacli dem Princip der lebendigen Kraft 

+ = U+G, 

wobei U die Kraffcefunction und G eine Constante bedeutet. Durcli 
Differentiation erhalt man 


T— 4^—Q,— 
dt ^ dt 


+ M 


SI dt 


dt 


Versteht man unter L das Moment der gegebenen Krafte um die 
augenblickliche Centralaxe, so ist, nach § 340, i = 

Bedeutet femer p den Pfeil der Schrauhenbewegung des Korpers, 
so ist V=pSi und die Bewegungsgleichung wird daher 




Wenn der Korper Heine Schwingungen um eine Grleichgewichts- 
lage ausfiihrt, kann man das zweite und dritte &lied weglassen und 

erhalt (I -j- Mp^) ^ = Z. 

1st eine Momentanaxe vorhanden, so wird p = 0 und man kann, 
wie man sieht, die Momente um die Momentanaxe genau so nehmen, 
als lage sie im Raum und im Korper fest. 


Zweite Methode die Bewegungsgleicliuiigea bei kleinen 
Scbwingmigeii zu bilden. 

§ 449. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Korper mogen 
gebildet sein. Ist die Lage, um welche das System schwingt, bekannt, 
so ist vieUeicht ein Theil der in ihnen enthaltenen Grossen Hein. 
Ihre Quadrate und hoheren Potenzen kann man vemachlassigen imd 
alle Gleichungen werden linear. Hat man darauf die unbekannten 
Reactionen eliminirt, so lassen sich . die resultirenden Gleichungen 
leicht losen. 

Ist dagegen die Lage, um welche das System schwingt, unbekannt, 
so hraucht man nicM erst das statische Problem m losen. Man kann viel- 
mehr durch ein einzigesVerfahren gleichzeitig die Ruhelagen bestinomen, 
sich versichem, ob sie stabil sind oder nicht und die Schwingungsdauer 
ermitteln. Die Methode lasst sich am besten an einem Beispiel erklaren. 


§ 460. Beisp. Von den Enden eines gleichformigen sc1iwe>^en Balkens 
AB, der die Lange 21 hat, ist das eine gezwmgen, sich auf einer horizon- 
talen Geraden Ox und das andre sich auf einer verticalen Oy bewegen. 
Wenn sich das ganze System um Oy mit gleicliformiger Winkelgeschzvindig- 

20 


■RrtTi+li 'n-onnflTVii'If T 
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Itdi G) dreJit, die Qleichgewichtslageii und die Do/uer einefir Tdeinen Schwingung 
m finden. 

Es seien y die Coordinaten von (?, dem Mittelpnnkt des 
Stabes; 6 der Winkel OAB^ den der Stab mit Ox macht. B' seien 

die Componenten der Eeactionen bei 
A und JB in der Ebene xOy, Die 
Masse der Langeneinlieit sei die Massen- 
einheit. 

Die Bescbleunigungen eines Ele- 
mentes dr des Stabea, das die Ooordi- 
naten % nq) bat, sind 

^ parallel zu Ox^ 

senkrecbt zur Ebene und parallel zu Oy. 

Da es nicbt notbig ist, die Moinente um Ox, Oy zu nebmen oder 
senkrecbt zur Ebene xOy zu zerlegen, so ist die Betracbtung der zweiten 
Bescbleunigung nicbt erforderbcb. Die Besultanten der Effectivkrafte 

^ dr und dr, fur den ganzen Korper genommen, sind 21^ und 



21 ^ an 0 angreifend und ein Paar 2lh^ welcbes den Korper um G 

zu dreben sucbt. Die Besultanten der Effectivkrafte co^^dr, fur den 
ganzen Koi'per genommen, sind eine einzeLne an G angreifende Kraft 

= I G)^(x -|- r cos d)dr = (X)^x • 21 

—I 

und ein Paar^) um G 

= ^ r QOsd)r sm9 dr = CD^ • 21 sin 0 cos 0^ 

wobei der Abstand r in der Kicbtung von G nach A bin positiv 
genommen ist. 




1) Wenn sick ein KSrper in einer Ebene um eine Ase in seiner eignen 
Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit <a kerumdrekt, so kann man einen all- 
gemeinen Ausdruck fur die Resultanten der centrifugalen Krafte an alien Elementen 
des Korpers ausfindig macken. Man nekme den Sckwerpunkt G zum Coordinaten- 
anfang und die 2/- Axe parallel zur festen Axe Ist c dann der Abstand des Punktes 
G von der Rotationsaxe, so sind alle centrifugalen Krafte einer einzigen resul- 
tirenden Kraft bei G Equivalent 


= dw = o® • Me , 
und einem einzigen resultirenden Paar 


wen a; = 0 ist, 


= J\ii (e + £c) y dm ^ (o^J xy dm , weil y = 0 ist. 
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Wir erhalten jefczt^ wenn wir in den Richtungen Ox, Oy zer- 
legen und die Momente um G nelimen^ die dynamisclten Gleiclamgen 


2Z^ = - + 

2*3? — s+g.n 
2ZZ;^ ^2 = Bx — B' y — co^ • 2Z • sin 6 cos 6 


(1> 


Wir haben ferner die geometrischen GleicJiungen 

x = l coaS, y = lsm6 (2). 

Durcli Elimination von B, B' aus den Gleicbungen (1) erhalt man 

d^y d^x , 72^20 2 2 n /I /o\ 

^ — 2 / -^ + 7 - ^2- = ^ ^ ^ sin e cos d ( 3 ). 


Die Buhelage m finden Wir bemerken, dass der Stab, wenn er 
im Znstand der Rube in diese Lage gebracht wird, immer in ihr 

bleiben wllrde, und dass desbalb ^ ^ = 0 ist. 

Dies gibt ^ 

f(j^j Vf 6)=^ 9^ — -g sin ^ cos 0 = 0 . . (4). 

Verbindet man (4) mit (2), so erbalt man 0 = — oder sin0 = 

und damit sind die Gleiciigewiclitslagen gefunden. Eine dieser Lagen 
werde durcli 0 = o£, x = a, y = b dargestellt. 

Die Schmngmgsbewegung m finden, Es sei 

x = a + x', y = l-{-y, 0 = ^ + 0 ', 

worin x', y\ d' kleine Grossen sind. Diese Werthe miissen nun in 

d^x d^y d^d 

Gleichung (3) eingesetzt werden. Auf der linken Seite sind 

sammtlicli klein; wir baben daber einfacb a, b, cc statt x, y, 6 zu 
scbreiben. Auf der recbten Seite substituire man nacb Taylor’s 
Theorem; es wird 

f{a + »',& + y', a + e') = + 


Wir wissen, dass das erste Glied f(a, b, d) Null ist, denn dies 
ist eben die Gleicbung (4), aus welcber sicb a, b, a ergaben. Man 
erbalt daber 


d^y' 
’ di* 


- 6 S + ^ - & - «>‘6)»' - 


y' — -g cos 2a* 0'. 


Setzt man aber, in den Gleicbungen (2), 0 = a + 0', so erbalt 
man nacb dem Taylor’scben Theorem 

x' = — Zsma-0', 2 / = Zcosa*0'. 


26 * 
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Die GrleichuBg zur Bestimmung der Bewegung ist mithin 
(P -j- (gl sm cc -j- ~ (oH^ cos 2of) ff —0 , 

Ist nun p Z sin a + ~ Q)®Z® cos 2a = w positiv, wenn einer der beiden 

Werthe Yon a eingesetzt wird. so ist die entspreehende Grleiclagewichts- 
lage stoh%l und die Dauer einer kleinen Schwingung 



Ist n negativ, so ist das Gleichgewicht unstabil und kann desbalb 
eine Scliwingung iiberhaupt nicbt stattfinden. 

Wenn co^> gibt es zwei Gleicbgewiclitslagen des Stabes. Man 

V L 

findet durcb Substitution, dass die Lage, bei welcber der Stab gegen 
die Verticale geneigt ist, stabil, die andere unstabil ist. Wenn da- 

gegen so ist die einzige Lage, in welcber der Stab ruben 

kann, vertical und stabiL 

Fiir n = 0 befindet sicb der Kbrper in einer Lage neutralen 
Gleicbgewicbtes. Urn die kleinen Scbwingungen bestimmen zu konnen, 
muss man die Glieder von boberer Ordnung als der ersten beibebalten. 
Nacb einer bekannten Transformation ist 

d^y dPx d In^dQX 

® IF ^ IF ~ V I?/ ’ 

Die linke Seite der Gleichung (3) wird daker (P + ^ imd die 

recbte nacb dem Taylor’scben Theorem 

^ (gl cos a — I sin 2a) + etc. 

Piir n = 0 ist « = I* ^d • Macbt man die notbigen 

Substitutionen, so verscbwinden die Glieder von der zweiten Ordnung 
und die Bewegungsgleicbung wird 

+ 

Da die uiedrigste Potenz von 6' auf der recbten Seite ungrade ist 
und der Coefficient negativ, so ist das Gleicbgewicbt fiir eine Ver- 
riickung nacb jeder Seite seiner Lage stabil. Ist a der Anfangswertb 
von 6\ so bat man fur die Zeit T bis zur Erreicbung der Gleich- 
gewicbtslage ^ 

rn__‘i /WTT^ r dB' 

y 9'^ J l/a^— 

0 

und, setzt man ff = a<p, 




dtp 1 



Zweite Methode die bez Bewegungsgleicbungen zu bilden (§ 450 — 452) 405 


Die Zeit bis zur Erreichimg der Gleiciigewichtslage variirt daher 
umgekehrt wie der Bogen. 1st die anfangliche Verriickung unbegrenzt 
klein, so wird diese Zeit imendlich gross. 

Man kann dieses bestimmte Integral, welcbes ein elliptisches, das sogenannte 
lenmiscatiscbe, ist, aucb anders, namlich durch die G-ammafanction ausdriicken, Es 
ist leicbt zu zeigen, daaa 

/ 1^(1)!’ 

pj yi — 9 ^ 4i/^ 

0 

ist. Man setze = x. 

§ 451. Man katte dieses Problem aucb mittelst der ersten Metbode 
leicbt losen konnen. Derm der Punkt Ny in welcbem sicb die beiden 
Lotbe in A und IB auf OXj Oy scbneiden, ist die Momentanase. 
Nimmt man die Momente um Ny so erbalt man die Gleicbnng 

(p + IcF) ^ = gl cos 6 — J £ 0 ^ (I + ry sin 6 cos 6 ^ 

4Z* 

= gl cos 6 ^ G)® sin 0 cos 6 . 

Bezeicbnet man die rechte Seite der GHeicbung mit f(6)y so er- 
gibt sicb die Grleicbgewicbtslage aus der Gleicbung f(cc) = 0 und die 
Scbwingungsdauer aus 

§462. Beisp. 1. Wenn die Masse des Stabes, der mit AB bezeicbnet wurde, 
M ist, zu zeigen, dass die Grosse des Paares, welches das System zwingt, sich 

4 

um Oy mit gleichfbrmiger Winkelgeschwindigkeit zu drehen, M co sin 20 ist. 

o cLt 

Wiirde sich die Grosse des Paares §,ndem, wenn Ox oder Oy irgend welche 
Masse hatten? 

Beisp. 2. Das obere Ende ernes gleichfbrmigen Balkens von der Lange 2Z 
wird gezwungen, auf emem glatten horizontalen Stab ohne Tr3.gheit zu gleiten 
und das untere auf einem glatten verticalen Stab, durch dessen oberes Ende der 
horizontale Stab hindurchgeht; das System rotirt frei um den verticalen Stab; 
man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit des Systems, wenn a die Neigung 
des Balkens gegen die Verticale bei einer relativen Gleichgewichtslage bedeutet, 

( , — ) ist, und zeige, dass der Balken, -wenn er um ein Geringes aus dieser 

\4Z cos a/ . 

Lage verruckt wird, eine kleine Schwingung in der Zeit 


I a + 3 COB ci) I 

macht. [Coll. Exam.] 

In dem fniber im Text gegebenen Beispiel wurde das System gezwungen, sich 
mit gleicbfSrmiger Geschwindigkeit um die Verticale zu dreben, hier dagegen ro- 
tirt es frei. Die Winkelgeschwindigkeit um die Verticale ist daher nicht con- 
stant und ihre kleinen Variationen mussen aus dem Princip der Pl§,chen abgeleitet 
werden. 
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Lagrange’s Methode, die Bewegingsgleiclmiigeii zu bilden. 

§ 453. Vortheile der Methode. Die Vortheile der Lagrange- 
schen Mettode sind verschiederer Art. Sie liefert die Bewegungs- 
gleiclmngen frei von alien Reactionen und ist dalier darm besonders 
zn empfebleii; wenn die Bewegungen verscbiedener miteinander ver- 
bundener Korper zu untersucben sind. Sie Tasst aucb eine grossere 
Auswabl Yon Grossen zu^ die man zu Coordinaten nebmen kann. 
Berner kann maii^ sobald die Lagrange’scbe Function niedergeschrieben 
ist; aus ibr allein alle Bewegungsgleicbungen ableiten, statt sie wie 
sonst einzeln aus verschiedenen Principien entwickeln zu mussen. 
Andererseits freilicb muss die Function so berecbnet werdeU; dass sie 
aucb die Quadrate der kleinen Grossen entbalt. Bei kleinen Scbwin- 
gungen bebalten wir nun im Allgemeinen nur die ersten Potenzen 
kleiner Grossen bei; wenn daber nur wenige Gleicbungen erforderlicb 
sind; ist es oft vorzuziebeu; dieselben mittelst Zerlegung der Krafte und 
Ermittelung der Momente aufzustellen. 

Wie man siebt, eignet sicb die Methode am besten fiir Scbwin- 
gungen mit mebr als einem Freibeitsgrad. Aus diesem Grand woUen 
wir hier nur die allgemeine Art erklareu; wie die Bewegungsgleicbungen 
zu bilden sind; damit wir im Stande sind, die Methode auf die Auf- 
losung von Problemen anzuwenden. Wir bebalten uns die allgemeine 
Discussion der Lagrange’schen Determinante fiir den zweiten Tbeil vor. 

§ 454. Die Aufgabe der Lagrange’schen Metbode ist, die Sch^oin- 
gungen eines Systems uni seine GleichgewicMsluge zu bestimmen. Sie 
findet keine Anwendung auf Schwingungen urn einen Zustand stationarer 
Bewegung. Wenn z. B, ein scbwerer Pimkt mittelst eines Fadens an 
einem festen Punkt aufgehangt wird, so ist der Faden vertical, wenn 
sicb das System im Gleicbgewicht befindet und die Scbwingungen um 
diese Lage lassen sicb mittelst der Lagrange’scben Metbode ermit- 
teln. Bringt man aber den Massenpunkt dazu, dass er einen hori- 
zontalen Kreis bescbreibt, wie bei dem konischen Pendel, so kann m an 
Schwingungen um die stationare Eieisbewegung mit ihrer H nlf p. nicht 
finden. Oder: wenn ein Ring auf demBoden in einer verticalenEbene rollt 
und dabei Schwingungen von der einen Seite der Ebene auf die andere 
macht, so konnen diese mittelst der Lagrange’schen Methode nicht 
berecbnet warden. In dem nachsten Band wird eine Metbode zur Be- 
stimmung aucb von Scbwingungen um einen Zustand stationarer Be- 
wegung angegeben werden. 

Fdr jetzt nebmen wir an, die an dem System angreifenden Krafte 
batten eine Kraftefunction und setzen auch voraus, dass die geo- 
metrischen Gleicbungen die Zeit nicht explicite enthalten und ebenso- 
wenig Differentialquotienten nach der Zeit. 
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Bei der Lagrange’schen Methode ist es wesentlich, dass die ge- 
wahlten Coordinaten so kleine Grrdssen sind, dass man alle Potenzen 
derselben mit Ausnahme der niedrigsten, die vorkommen, weglassen 
kaim. Man soil sie im AUgemeinen so wahlen^ dass sie in der Gleich- 
gewichtslage verschwinden. Mit dieser Einschrankung ist die Wahl 
jedoch ganz heliebig. Wir woUen sie durch die Buchstaben 0, % etc. 
darstellen. Wenn nim das System um die Gleichgewiehtslage schwingt, 
so hleiben diese Grossen ivahrend der jBewegimg Mein. Die Anzahl der 
Coordinaten sei n, 

Wie friiher mogen Accents die Differentialquotienten nach der Zeit 
angeben. 

Ist T die lebendige Kraft des Systems, wenn es aus seiner Gleich- 
gewichtslage gestort wird, so lasst sich Ty wie in § 396, als homogene 
quadratische Function von 0', gp', etc. in der Gestalt 

2T = All 6'^ + 2 Ai 2 0'gp' + -^2 9^ + (I I 

ausdrticken. Hier sind die Coefficienten etc. sammtlich Functionen 
von 0, gp, etc. und wir konnen annehmen, sie seien in einer Reihe nach 
Potenzen dieser Coordinaten entwickelt. Sind nun die Schwingungen 
so klein, dass man alle Potenzen der kleinen Grossen mit Ausnahme 
der niedrigsten, die vorkommen, ausscheiden kann, so brauchen wir 
nur die constanten Glieder dieser Reihen beizubehalten. Man kann 
daher die Coefficienten An, etc. als Constants betrachten. 

Ist TJ die Kraftefunction des Systems, wenn es aus seiner Gleich- 
gewichtslage gestort wird, so lasst sich auch U in einer Reihe von 
Potenzen von 0, go, etc. entwickeln. 

Es sei danach 

2 TJ = 2 TJq 2 jB^ 0 -j- 2 go -|- etc. jBn 0^ -f- 2 0 go -{- etc. (2). 

BQer ist Uq eine Constants, die offenbar der Werth von U ist, wenn 
0, 9 , etc. sammtlich Null sind. Soli die Lagrange’sche Methode Er- 
folg haben, so ist es nothwendig, dass diese beiden Entwickelungen 
moghch seien. 

In der Gleichgewiehtslage muss nach dem Princip der virtueUen 
= 0, ^ = 0, etc. = 0 sein (siehe auch § 340). Sind die 

gewahlten Coordinaten derart, dass sie in der Gleichgewiehtslage ver- 
schwinden, so folgt daraus unmittelbar jBi = 0, J ?2 = 0, etc. = 0. Hat 
man die Coordinaten nicht in dieser Weise gewahlt, so mussen sie 
doch fiir eine Lage des Systems, die sich dicht bei der Gleichgewiehts- 
lage befindet, verschwinden. Die Differentialquotienten von d. h. 
J?i, JSg, etc., sind daher nothwendiger Weise Mein, Die Glieder 
B^g)j etc. sind mithin kleine Grossen von der zweiten Ordnung und 
die quadratischen Glieder von U konnen im Vergleich mit ihnen nicht 
vemachlassigt werden. 
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Man beaclite auch, dass man die Gleichgewichtswerfhe von 6, q?, etc. 
von vornherein finden kann^ indem man die verschiedenen ersten 
Differentialquotienten von U gleieh NuU setzt. Es ist dies jedocli im 
Allgemeinen nicht nothig, weil diese Werthe von 0 , % etc. in der Polge 
doch erscheinen (siehe aucli § 449). 

Wir haben nun die in Reihen entwickelten Wertbe von T und U 
in die n Lagrange’scben Gleichungen 

^dT__dT__^ 

dt d& oB ~ dB ^ ^ 


und die alinlicben fur <pj ip, etc. einzusetzen. Da der Ausdruck fiir T 
keine 6, 9 , etc. entbalt, so bat man 


oT ^ dT ^ , 

— == 0 , ^ = 0 . etc. 

rH ' rim ^ 


Die n Gleichungen (3) werden daher 


And" + + ■ * * = ^ H" -^129^ + • • ‘ ] 

^12 "h -^2 9 • * = -B2 “f" ^12 ^ “I" ^22 ”f" ■ ■ ■ I ■ ■ ('^)* 

etc. = etc. i 


Dies sind die Lagrange’schen Gleichungen zur Bestunmung kleiner 
Schwingungen eines Systems um eine Gleichgewichtslage. 


§ 455. Die LSsungsmethode. Die Gleichungen sind nun aufzulosen. 
Wir bemerkeUj dass sie sammtlich linear sind und dass deshalb 6 , 9, etc. 
durch eine Reihe von Exponentialgrossen von der Gestalt richtig 
dargestellt werden. Da wir aber eine oscillatorische Bewegung suchen^ 
so ist es vortheilhafter, diese Exponentialgrossen durch die ent- 
sprechenden trigonometrischen Ausdriicke zu ersetzen. Da die Glei- 
chungen Differentialquotienten erster Ordnung nicht enthalten, so ist 
es moglich^ wie man sich durch eine Probe Gberzeugen kann, ihnen 
mittelst der folgenden Annahme zu genugen: 

0 = a + Ifi sin -f sin (p^t + s^) + etc.' 

9 ^ + JVj sin Oi# + aj + JVj sin + a^) + etc. ■ • (5). 

etc. = etc. 

ITimmt man die einzelnen trigonometrischen Glieder fiir sich allein^ 
so kann man diesen Gleichungen die typische Gestalt geben 

0 = Af sin + f) , g) — N shi(jpt e)j etc. = etc. 

Substituirt man die Werthe mm in die Gleichungen ( 4 ), so er- 
halt man 

+ -Ba) M + (A,,p^ -f N + etc. = 0 
+ 5,,)J\ir4-etc. = 0 . . (6) 

etc. etc. = 0 



Lagrange’sche Methocle (§ 454— 466). 409 

und durch Elimination von M, N, etc. die Determinantengleichung 

^11 + ^11 ) ^12 + ^12 } 

’^12P^+^12} ^2P^+^22 7 =0 • • • (7). 

etc. etc. etc. 

Die Determinante ist, wie man sieht, in Bezug auf die Hauptdiagonale 
symmetriscli. Sind es n Coordinaten, so ist sie eine Gleichung 
Grades zur Ermittelung von In dem zweiten Theil wird gezeigt 
werden, dass alle Werthe von reell sind. 

Nimmt man irgend eine positive oder negative Wurzel, so be- 
stimmen die Gleichungen (6) die Verbaltnisse von Nj F, etc. zu M 
und man sieht, dass cmcli diese Verhdltnisse sdmmtlich reell sind. Sind 
alle Wurzeln der Determinantengleichung positiv, so geben die Glei- 
chungen (5) die ganze Bewegung mit 2n willkurlichen Constanten, 
namlich M^, . . ., Mn und Sn. Diese sind durch 

die Anfangswerthe von 6, % etc., 0', (p', etc. zu bestimmen. Ist irgend 
eine Wurzel der Determinantengleichung negativ, so nimmt der 
entsprechende Sinus seine exponentielle Gestalt wieder an, wobei 
der Ausdruck dadurch, dass man dem Coefficienten M eine ima- 
ginare Form gibt, reell gemacht wird. In diesem Fall findet keine 
Schwingung um die Gleichgewichtslage statt. Die Lage heisst dann 
unstabil. 

Man beachte, dass fur jeden positiven durch die Gleichung (7) 
gegebenen Werth von p^ zwei gleiche Werthe von p mit entgegen- 
gesetztem Yorzeichen existiren. Es ist ubrigens nicht nothig, hier die 
negativen Werthe von p in Betracht zu ziehen. Derm die Auflosung 
der hnearen Differentialgleichungen wird durch eine Reihe von Ex- 
ponentialgrossen richtig dargestellt. Nun ist jeder Sinus die Summe 
zweier Exponentialgrossen mit Exponenten von verschiedenem Yor- 
zeichen. Daher sind die beiden Werthe von p in den trigonometrischen 
fiir 6, g?, etc. angenommenen Ausdriicken bereits eingeschlossen. 

Die Constanten a, /J, etc. in dem Ansatz (5) sind ofifenbar die 
Coordinaten der Centrallage, um die das System schwingt. Setzt 
man diese Werthe von 6, g?, etc. in die Gleichungen (4) ein, so er- 
h^t man 

0 = JSj + -®ii^ + -^12^ 4" 1 

0 = J?2 + + ^ 22 ? + j' (8). 

0 = etc. ] 

Diese Gleichungen bestimmen die Werthe von a, /3, etc. Da den 
Bewegungsgleichungen durch diese constanten Werthe der Coordinaten 
ohne ein die Zeit enthaltendes Glied geniigt wird, so sind a, /3, etc. die 
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Coordinaten der Qleichgeivichtslage des Systems. Dies folgt aiicli aus 
den Satzen der Statik, welche die Grleichgewichtslage eines Systems an- 
geben^ wenn die Function U bekannt ist. Danach findet man die 
Gleichgewichtswerthe der Coordinaten 6^ (p^ etc., indem man die ersten 
Differentialquotieiiten Yon U nacb. By g?, etc. gleich Null setzt. Die so 
erhaltenen Gleichungen sind offenbar identisch mit denen unter ( 8 ). 

Wenn eine Wurzel, z B. der Determinantengleichung (7) Null ist, so 
reduciren sich die entsprechenden G-lieder in (6) auf Constante. Zugleich ist 
die Resultante der Gleichungen (8) Null, so dass entweder die Gleichungen (8) 
nicht unabhangig Ton einander oder die Werthe von a, |3, etc nicht so klein 
sind, dasB ihre Quadrate Yemachlassigt werden konnen In dem ersten FaU 
nvmnt der Theil der Losung (5), welcher von der Wurzel ahhangt, eine andere 
Gestalt an. Setzt man 6 a + At, cp § + Bt, etc, so kommt man zu den- 
selben Gleichungen (8) wie zuvor und ausserdem zu einer Reihe von Gleichungen, 
die sich aus (8) ergibt, wenn man A, B, etc fur a, §, etc und Null fiir B^, B^, etc 
schreibt Wenn die Coordinaten so gewahlt worden smd, dass in dem Ausdiuck 
fiir Z7, = 0 , B^ = 0^ etc ist, so liefem die beiden Reihen von Gleichungen 

A'cc = Bj^ = etc. Jedenfalla aber, mag man diese Wahl getroffen haben oder 
mcht, Bind im Allgemeinen nur 2w — 2 dieser 2 Gleichungen unabhangig von- 
einander und besiimmen daher — 2 der Constanten a, jS, etc , A, J5, etc., indem 
sie zwei z. B. J. und a unbestimmt lassen. 

Da die Ldsung durch erne Eeihe von ExponentialgrQssen von der Gestalt 
worin ist, richtig ausgedruckt ward, so kann die Deteiminante in (7) 

so angesehen werden, als habe sie in dem Fall = 0 zwei gleiche Wurzeln. 
Die Theorie gleicher Wurzeln in Differentialgleichungen fuhrt sofort zu den oben 
fur 0, qp, etc gegebenen Fonnen; siehe auch § 462. 


§ 456. Schwingungsperioden. Aus (5) ist ersicbtlich, dass jede 
der n Coordinaten By 93 , etc, in einer Reihe von so vielen Sinussen aus- 
gedriickt ist, als es besondere Wertbe von gibt. Wenn daber ver- 
scbiedene unabhangige Wege existiren, auf welcben sicb das System be- 
wegen kann, so hat man ebensoviele Schwingungsperioden. Sie sind 


2 7C 2 7C 

offenbar gleich — , etc. Im Allgemeinen brauchen wir nur diese 


Schwingungsperioden und nicht die specielle Lage, welche das System 
in jedem Augenbbck einnimmt. In diesem Pall kann man in jedem 
Problem alle andern Stufen der Entwickelung weglassen und die 
Determinantengleichung sofort aufsteUen. Man verfahrt dann nach fol- 
gender Regel. Ma7t entwickele die Krdftefunction JJ und die lebendige Kraft 
T in aufsteigenden Potm^en der Coordinaten B, tp, etc. und ihrer Biffe- 
rentialquotienten ff, ip', etc. und scheide dabei alle Poten^m, die Iwher 
als die meite sind, ms. Indem man nun die Accente in dem Ausdruch fur 
T iveglasst U7id rmr das quadratische GUed in TJ beibehcdt, seUe man die 
Betmninante von p^T'^ TJ gleich Null. Bie Wurzeln der so gebildeten 
Gleichungen liefern die gesuchten Werthe von p. 

Die Art, wie diese Regel in Verbindung mit der Mefhode der wt- 
bestwimten MulUplicatoren anzuwenden ist, wird im zweiten Band be- 
handelt. 
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§ 457, Die Lage des Systems. Soil aucb. die Lage des Systems 
zu jeder beliebigen Zeit gefunden werden, so mtissen die Werthe der 
Integrationsconstanten bestimmt werden. Aus den Gleichimgen (6) geht 
hervor, dass die Verbaltnisse von M, Ny P, etc. fiir irgend ein specielles 
trigonometriscbes Glied in der Losung (5) dieselben sind, wie die Ver- 
baltnisse der Unterdeterminanten der Elemente einer beliebigen Zeile 
in der Lagrange’scben Determinante (7). In diese Unterdeterminanten 
substitnirt man selbstverstandlicb den Wertb von welcber zu dem 
specieUen trigonometriscben Gbed, um welches es sich handelt, gehort. 
Auf diese Art werden die Coefficienten aller trigonometriscben Gbeder 
durcb diejenigen ausgedriickt, welcbe in der Reihe fiir eine Coordinate 
vorbommen. 

Die Resultate kann man symmetriscb auf folgende Art anordnen. Es seien 
etc, Ij^(p) die n Unterdeterminanten, als Functionen von p an- 
gesehen, irgend einer Horizontal- oder Yerticalreihe der Lagrange’scben Detei- 
minante. Die Losung (5) wird dann 

<5 = a + A 2i (Pi) sin i 4- sj -f Dg (p^) sin {p,J -f gg) + etc , 

+ L^I^iPi) sin (pj + Bj) -f Da JaCPs) sin (p.J + fij) + etc , 

+ L^I^iPi) sin (pj + fij) + L^IsiPi) sin {p^t + h) + etc , 

etc. = etc., 

worin . . ., wiUkiirHcbe n Constante ‘bezeicbnen , welcke die Verhalt- 

nisse von A, etc. zu den entsprecbenden Unterdeterminanten darstellen Die 
Losung muss etwas modificirt werden, wenn irgend ein Werth von p Hull wird 
(§ 462) Oder alle TJnterdeterniinant&n in einer Coltmne gleich Null sind Diese Falle 
werden im zweiten Band besprochen werden. 

Die Wertbe der 2n Constanten - nnd . .s^ mussen aus den An- 
fangswerthen der n Coordinaten 0, 9, etc. und ihrer Gescbwindigkeiten 6\ cp\ etc, 
ennittelt werden Zu diesem Zweok setze man cos und sin g^= 

Entwickelt man die trigonometriscben Glieder, so erhdlt mm ^nUneareGleichu/ngen, 
am welchen sich die 2n Constanten ergelen Wenn n gross ist, 

so wird die Auflosung dieser 2n linearen Gleicbungen langwierig. In vielen 
Fallen lasst sicb jedocb die Methode der MuHtiplicatoren anwenden. 

Ist die Anzabl der Coordinaten bedeutend, so kann aucb die Lagrange’scbe 
Determinante selbst unbandbcb werden. Man kann dann die Coordinaten zu- 
weilen so bebandeln, dass die Benutzung der Bechmmg mit endhchen Bifferenzen 
moglicb wird. Ist die Anzabl der Coordinaten unendJicb gross, wie z B bei 
einer scbwingenden Saite, so nimmt die so erbaltene Gleicbung die Grenzform 
einer partiellen Differ entialgleichwng an. In andem Fallen kaim es aucb vor- 
kommen, dass zwar nur einige Wurzeln der Lagrange’scben Gleicbung bekannt 
sind, die entsprecbenden Coefficienten in der Losung sicb aber docb ermitteln lassen. 

Die Lagrange’scbe Determinante Hefert die Grenzwertbe der Perioden, 
wenn die Scbwingungsweiten unendbeb klein sind. Man kann zeigen, dass die 
Jcleinen vemachldssigten Glieder die Lagrang^schm Perioden mamchmal bedeutend 
modificiren. Ein Beispiel davon kommt in der Mondtbeorie vor. Diese und aJm- 
licbe Scbwierigkeiten bebalten wir uns fur den zweiten Band vor. 

Beisp. Man zeige, dass, wenn die Determinante (7) Hull ist, die Verbalt- 
nisse der Unterdeterminanten der Elemente irgend einer Zeile den VerbSltmssen 
der Unterdeterminanten der Elemente irgend einer andem Zebe gleicb sind. 
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§ 458. Beispiele zu der Lagrange’sclieii Metlode. Die folgenden 
Beispiele sollen zeigen^ wie sich die Lagr ange^sche Methade zur Er- 
mittelung kleiner Schwingungen eines Systems verwenden lasst. Werden 
nur die Perioden gesucht, so kanii man das Verfahren so zusammeii- 
fassen: Ulan Hide die Glieder von T und U, die von den Quadraien 
Tdeiner Grossen abhdngen und seise die Determinante von ^ U 
gleich NuU. 

Beisp. 1. Ein Korper von der Masse fn nnd Lange ist mittelst eines 
Fadens OA von der Lange Z, der an einem Punkt A des Koipers befestigt ist, an 
einem festen Punkt 0 aufgebangt imd 3 ist sein Schwerpiinkt Der K5rper 
scliwingi nnter dem Einfluss der Schwere in einer verticalen Ebene; man finde 
die Bewegung. 

Sind 0, 9 die Winkel, welche der Faden OA und der Radius AB mit der 
Verticalen macben und verfHiirt man vde in § 147, so findet man bei Vemacb- 
liissigung der Potenzen von 0, <p, welcbe hSlier als die zweite sind, 

r = 4 w { + 2 aid' 9 + (Jc^ + a^) qp'® } , 

U= U,-jmg{W+a<f^ 

und wenn man die Determinante von U bildet und durcb den gemein- 

schaftlicben Factor ml dividirt, 

aZp*, a®) — 

Daher 

+ a®) 0 

Nimint Tnain die TJnterdeterminanten der zweiten Horizontalreihe und be- 
zeichnet nut j-jg* die Wurzeln der quadratiscben Gleichung, so erli§»lt man 

0 = — sin (p^^t + s^) — sin (p^t + s^) 

9= A — 9) sin (Pi * + (^2®^ — 9) ^ {Pii + h) • 

Wenn die Wurzeln dei Determinantengleichmig gleicb sind, lasst sich er- 
■warten, dass die Losung eine andere Form annimmt Da die Determinante fur 
-- 4; oo positiv und fur p® = gjl negativ ist, so sind die Wurzeln durch den 
letzteren Werth von getrennt und daher, wenn sie gleioh sind, durch p® « g/l 
gegehen. Da alsdann der Determinantengleichung nur geniigt werden kann, wenn 
auch ap® Null ist, so sind die Wurzeln nur dann gleich, wenn a = 0. Wenn 
aber a = 0 ist, so sieht man leicht ein, dass die Wurzeln nicht gleich sein 
kbnnen 

Wird der Faden an den Mittelpunkt eines gleichfdrmigen Stabes befestigt, 
so ist a — 0 und IP endlich. In diesemFall ist die eine Wurzel der Lagrange’schen 
Determinante Null, njknlich 0, wahrend die andere g/l ist. Soil man 

auch die Lage des Systems finden, so hat man 

Die Lagrange’schen Gleichungen sind daher 

zr + p0 = o, = 

mithin 

^ Zr sin (jp^ i -f ^) » qp = p + ^ ^ » 

worm Z, f, j5, B die vier willkiirlichen Constanten sind. Der Punkt A schwingt 
daher wie ein einfaohes Pendel, wShrend sich der Stab mit gleichfbrmiger Winkel- 
geschwindigkeit um A dreht. 
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Wird der Faden an das Ende eines States befestigt, so lasst sich zeigen, 
dass das Yerhaltniss der Perioden niclit zwiscten 2 + f/s liegen kann. 

Beisp. 2. Z^wei scliwere Punkte von den Massen 3f und m sind an einen 
Faden gebunden nnd an einem festen Punkt 0 aufgeb^gt Die Lilngen 03J, M 7 n 
des Fadens Tverden mit a bez. b bezeicbnet Wenn die Punkte kleine seitlicbe 
Scbwingungen maohen, die beiden Scbwingungsperioden zu finden und zu zeigen, 
dass sie nicht gleicb sein konnen Man zeige aucb, dass die eine Periode das 
Doppelte der andem ist, wenn ^(M -j- 7n)(a + 2hMab ist 

Es ist mancbmal von Wicbtigkeit, die Perioden eines scbwingenden Systems 
derart commensurabel zu macben, dass sick die Bewegung m einem Intervall, 
welches das kleinste gemeinschaftliche Vielfacbe der verschiedenen Perioden ist, 
bestandig wiederholt So kann das System z B. den Zweck haben, die Zeit wie 
ein Pendel anzugeben oder einen bestimmten Ton hervorzubringen 


Beisp. 3. Em Massenpunkt kann frei auf einem glatten kreisfcirmigen Draht 
gleiten, der an einem festen Punkt auf seinem Umfang aufgehangt ist. Das System 
befindet sich unter der Wirkung der Schwere im Gleichgewicht; eine kleine Ge- 
schwindigkeit wird dem Massenpunkt in der Richtung der Tangente an den Kreis 
mitgetheilt; man untersuche die sich ergebenden kleinen Schwingungen und zeige, 
dass die Perioden durch 


P* 


2m + 3M g 

23£ a ^ ^ 


7)1+ M 

2M 



gegeben sind, worin w, M die Massen des Punktes und des Kreises und a der 
Radius des Kreises sind Man zeige auch, wie die Integrationsconstanten zu be- 
stimmen sind. 


Beisp. 4. Eine glatte diinne Kugelschale von der Masse M und dem Radius 
a ruht auf einer glatten schiefen Ebene und ist mittelst eines elastischen Fadens 
an einem Stift befestigt, welcher denselben Abstand von der Ebene, wie das 
Centrum der Kugel, hat, w^hrend ein Punkt von der Masse w auf der inneren 
Flache der Schale liegt. In der Gleichgewichtslage ist der Faden der Ebene 
parallel; man finde die Schwingungszeiten des Systems, wenn es in einer verti- 
calen Ebene leicht verruckt wird und beweise, dass der von dem Massenpunkt 
durchlaufene Bogen und die von dem Centrum der Schale beschriebene Strecke, 
von ihren Gleichgewichtslagen aus gerechnet, immer gleich sein konnen, wenn 


(M + m + m cos a) gl — Ea (1 + cos a) 

ist, worin B den Elasticitatscoefficienten des Fadens, I seine naturliche Lange und 
a die Neigung der Ebene gegen den Horizont bedeutet. Caius Coll. 

Beisp. 6. Ein dreibeiniger Tisch wird hergestellt, indem man eine schwere 
dreieckige Lamelle auf drei gleiche Beine setzt und dabei die Eckpunkte der La- 
melle zu Stiitzpunkten macht; wenn die Beine gleichmassig zusammendi-iickbar 
sind und ihre Gewichte vemachlassigt werden, dann besteht das System gleich- 
zeitiger Schwingungen der oberen Flache aus einer verticalen und zwei Winkel- 
schwingungen um zwei in ihrer Ebene liegende zueinander rechtwinklige Asen 
und die Perioden der Winkelschwingungen sind der der Yerticalschwingungen 
gleich und das Doppelte derselben. St. Johns Coll, 1880. 

Beisp. 6. Ein Stab AB von der Masse m und der Lange 2 a wird an zwei 
gleichen elastischen Seilen AG, BJD aufgehangt, welche keine merkbare Masse 
haben und deren unausgedehnte LMnge Iq ist. 0 und JD sind feste Punkte in der- 
selben Horizontalen und CD = 2 a. Man untersuche die kleine Schwingung des 
Stabes, wenn er aus seiner Gleichgewichtslage in der durch CJD gehenden Yertical- 
ebene verruckt wird und zeige, dass die Perioden der horizontalen und der 
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verticalen Schwingimg des Schwerpunktes des Stakes und der Rotationsschwingiing 
denjenigen von Pendeln gleich sind, deren Lange I, I — Jq bez. y(Z — Iq) ist, unter 

I die Lange eines jeden Sells verstanden, wenn das System sich im Grleichgewicht 
befindet. Math. Tripos 

Beisp. 7. Drei gleiche Massenpimkte, die sich gegenseitig nach demNewton- 
schen Gesetz anziehen, sind gezwungen, sich wie Rosenkranzperlen auf den glatten 
Seiten eines gleichseitigen Dreiecks zii bewegen Im Gleichgewichtszustand be- 
finden sie sich auf den Mittelpunkten der Seiten Man beweise, dass das Gleich- 
gewicht nur dann stcihil iat, wenn die Anfangsverruckungen und die Anfangs- 
geschwindigkeiten gleich sind und finde, wenn sie gleich smd, die Zeit einer 
kleinen Schwingung. 

Beisp. 8 Drei gleiche Massenpunkte, welche sich gegenseitig mit gleichen 
ErSjften, die in alien Abst§,nden constant bleiben, anziehen, konnen frei auf drei 
gleichen sich mcht schneidenden Ereisen vom Radius r gleiten, deren Mittel- 
punkte sich in den Ecken A, B, C eines gleichseitigen Dreiecks befinden und die 
in der Ebene des Dreiecks liegen. Man zeige, dass, wenn die Massenpunkte 
kleine Schwingungen um ihre Gleichgewichtslagen ausfuhren, zwei der Perioden 
gleich 27r/p und eine dritte 27 r/p' ist, wobei 

3 _ JP]/3 — Sr E 

^ 4r It — r It — r’ 

It der Radius des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises und F das Ver- 
haltniss der Anziehungskraft zwischen irgend zwei Punkten zu der Masse der 
beiden ist. 

Beisp, 9. Ein sohwerer Edrper, dessen Schwerpunkt jff ist, h^ngt an einem 
festen Punkt 0 Ein zweiter Kbrper, dessen Schwerpunkt G ist, wird an dem 
ersten in einem in der VerlSingerung von OS befindlichen Punkt A befestigt. 
Das System schwingt frei in einer verticalen Ebene; man beweise, dass die 
Perioden dureh die quadratische Gleichung 

— {Mh + 'ni(i)g} 

gegeben sind, worin und 7nJc^ die Tragheitsmomente der beiden EQrper fiir 

0 bez A bedeuten Femer ist OS' — ft, OA = a, A & Was wird aus diesen 
Perioden, wenn (1) der obere, (2) der untere ECrper sich auf ein kurzes Pendel 
von geringer Masse reducirt? Der erste Fall kommt vor, wenn die Befestigung 
eines Pendels an seinem Aufhangepunkt nicht voUstandig starr ist, und das 
Pendel daher so angesehen werden kann, als hSnge es an einem kurzen Faden; 
der zweite, wenn ein kleiner Theil der Masse eines Pendels lose ist und bei jeder 
Schwingung sich hin- und herbewegt. 

§ 469. Hanptcoordinateu. Man erMdre, was unter den Sawpt- 
coordinaten eines dynamiscken Systems in der Ndhe einer ffleichgewichts- 
lage m Xierst^&n ist 

Wenn man zwei homogene qnadratisclie Functionen einer Anzahl 
von Yariablen hat, von denen die eine ihrem Wesen nach fiir alle 
Werthe der Yariablen positiv ist, so kann man bekaimtlich beide Ans- 
driicke durch eine reelle lineare Transformation der Yariablen von den 
Gliedern befreien, welche die Producte der Yariablen enthalten, und 
auch die Coefficienten der Quadrate in der positiven Function einzeln 
der Einheit gleich machen. Wenn die Coordinaten B, g?, etc. durch die 
Gleichungen 
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0 = All + Ajij + etc. I 

^ = + etc. \ (9) 

etc. = etc. I 


in I, V], etc. umgewandelt werden, so andern sich aucli 6', cp', etc. durcli 
dieselbe Umformung in |', ij', etc. urn. Auch die lebendige Ki-aft ist 
ibrem Wesen nacb positiv. Daraus folgt, dass man die doppelte 
lebendige Kraft und die Kraftefunction durcb geeignete Wahl der 
neuen Coordinaten in den Formen 

2 (CT— Uo) = 2 bil + 2\r] + etc. + tul^ + -\ j 

ausdrucken kaim. 

Diese neuen Coordinaten 7]^ etc. heissen die Hau])tcoordinaien 
des dynamischen Systems. Man hat ihnen auch viele andere Namen 
gegeben, wie liarmonische, einfache und normale Coordinaten 

Gewohnlich wird angenommen, wenn nicht das Gegentheil fest- 
gesetzt ist, dass die Hauptcoordinaten so gewahlt sind, dass sie in der 
Gleichgewichtslage verschwinden. Es ist dann \ = 0, \ = 0, etc. = 0 

§ 460. Wird ein dynamisches System auf Hauptcoordinaten be- 
zogen, die nicht nothwendiger Weise in der Gleichgewichtslage ver- 
schwinden, so nehmen die Lagrange’schen Gleichungen die Gestalt 

I" — 6 ii I = 6 i , V' — h 2 V = h7 etc. = etc. 
an^ so dass die ganze Bewegung durch 

5 = a + JB + fi), = & -f jF sinOg^ + etc. 

gegeben ist, worin E, F, etc., e<^, etc. willkurliche Constante sind, 
die durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden, = — 6 ^^, 
p^^= — 622 ; ist und a, etc. die Werthe von % etc. im Gleich- 
gewichtszustand sind. 

Durch Substitution der trigonometrischen Werthe yon -t?, etc. 
in die oben gegebenen Transformationsformeln kommt man offenbar 
•wieder auf die Gleichungen (5) des § 455 zurtlck, in welchen die all- 
gemeinen Coordinaten 6, cp, etc. als trigonometrische Eunctionen yon t 
ausgedriickt wurden. Man erhalt daher eine Reihe yon Hauptcoordinaten, 
nandich etc., die in der Gleichgewichtslage yerschwinden, wenn 

TTlflTI 

0 = a + Afili + M^ti^ H ' 

9 = ^ + -Niii + + (1^) 

etc. = etc. 

setzt, w'orin die Werthe yon a, etc., Jifi, etc. etc, auf 

die in § 455 erklarte Art ermittelt werden kdnnen. AJle iibrigen 
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Reilieii Yon Hauptcoordinaten lassen sicli aus dieseu dadurcli ableiten 


dass man 




nimmt. 

Sind die Anfangsbedingungen derart, dass wakrend der ganzen Be- 
wegung alle Hauptcoordinaten mit Ausnahme von feiner constant bleiben; 
so sagt man^ das System vollfubre eine Haupir oder harmonische 
Schwingung. Es YoUfiilirt eine BuscLmniefyigeseiziG. Schwingung, wenn zwei 
oder mehr variabel sind. Man kann daher behaupteiij dass jede mog- 
liche Schwingung des Systems um eine GHeicbgewichtslage durcb. die 
Lagrange’scbe Metbode in ibre einfacben Scbwingungen oder die 
Componenten der Scbwingung zerlegt wird. 

Daraus gebt der wicbtige Satz bervor, dass das Gleichgemcht eines 
Systems, wenn es fur die HaupfscMvingungen stdbil ist, dies fur alle 


Scltwingungen ist 

Das Theorem, dass die allgemeinen Scbwingungen eines Systems 
sich in gewisse Grundscbwingungen zerlegen lassen, die unabbangig 
voneinander gleicbzeitig besteben konnen, beisst mancbmal das Princi]) 
von der gleiclizeitigen Existenz Meiner Scliwingungen. 


§ 461. Es ist ofifenbar wicbtig, die Besonderbeiten einer Haupt- 
scbwingung, an welcben man sie aucb obne alle matbematiscben Symbole 
erkennen kann, zn bestimmen. Diese pbysikaliscben Besonderbeiten sind: 

1. Die Bewegimg wiederbolt sich in constanten Intervallen, d, b. 
nacb einem solcben bitervall nimmt das System wieder dieselbe Lage 
im Raum ein und bewegt sich genau in derselben Weise, wie zuvor. 

2. Das System gebt zweimal bei jeder voUstandigen Scbwingung 
durcb die Gleicbgewicbtslage. Denn, nimmt man | zur yariablen Coor- 
dinate, so siebt man, dass | — a zweimal verscbwindet, wenn sich 
um 23r vermebrt. 

3. Die Geschwindigkeit eines jeden Massenpunktes des Systems 
wird in demselben Augenblick ITuU und dies tritt bei jeder voUstandigen 

Scbwingung zweimal ein. Denn ^ verscbwindet zweimal, wabrend 

sich um vermebrt. Die Rubelagen kann man die dussersten 
Lagen der Scbwingung nennen. 

4. Das System werde auf beliebige Coordinaten 6, % etc. bezogen, 

deren Grleicbgewicbtswerthe, wie zuvor, a, j3, etc. sind. Wenn das System 
eine Hauptscbwingung ausfiibrt, so sind diese sammtbch variabel, aber 
die Verbaltnisse von 6 — a, <p — etc. zueinander wabrend der ganzen 
Bewegung constant^). Denn aus den Transformationsformeln (10) ist er- 
sicbtlich, dass, wenn etc. sammtlicb Null sind und nur variirt, 

= etc. = I, ist. 


1) Diese Eigensehaft wird von Lagrange erwabnt, der bei yerscbiedenen 
Gelegenheiten Hauptcoordinaten benutzt, wenn er aucb den Hamen nicht gebraucbt. 
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Die sen Satz kann man aucli in Worte fassen, indem man sagt, jeder 
Punkt des Systems befinde sich in demselben JBewegungsstadium. 

Die Perioden der verscbiedenen Hauptschwingungen konnen sammt- 
lich. ein kleinstes gemeinscbaftlicbes Vielfache baben. Tritt dieser Fall 
ein, dann wiederbolt sich der Anfangszustand immer wieder in Intervallen, 
die dem kleinsten gemeinschaffclichen Vielfachen gleieh sind; Trobei es 
durchaus gleichgiiltig ist^ welche kleine Anfangsstorung dem System 
gegeben wird. Wenn dagegen keine zwei Schwingungsperioden commen- 
surabel sind^ so wiederbolt sicb der Anfangszustand nur dann^ wenn das 
System eine Hauptscbwingung ausfiibrt. Es gibt daber ztvei Artm vm 
schwingendm Systemen, solcbe^ bei welcben die Bewegimg sicb bestandig 
in constanten Intervallen wiederbolt, wie man auch den Korper in Be- 
wegung setzen mag, und solcbe, bei welcben dies nur dann eintritt, 
wenn dem Korper der ricbtige Anfangsanstoss gegeben wird. Dies 
ist vielleicbt eine der Ursacben, warum einiselne Korper wohltonmder 
sind als cmdere; denn, wenn das Intervall so kurz ist, dass das in der 
Luffc entstebende Gerauscb ein musikaliscber Ton wird, so bringt ein 
solcber Korper, wenn er beliebig getrofifen wird, einen bestimmten Ton, 
statt ein Gemiscbes getrennter Tone, bervor. 

Um die Metbode zar Ermittelung der Hauptscli-wiiigiingen eines Systems zu 
erlautem, woUen wir auf das friiher in § 468 geldste Beispiel (1) zuruckgreifen. 
Es gibt zwei Hauptscbwingungen, die durcb 

= — A api* sm(p^t+ £j) 1 e* = — sin {p^t + s^) \ 

== L^{p^H — ^) sin (Pi i J h — 9) iPi^ + h) I 

gegeben sind, Bei jeder Hauptsckwitigimg sctwingt daher sowolil der Faden als 
der KOrper, Man erkennt diese beiden Scbwingnngen daran, dass der Faden OA 
Tind der Radius AB zugleicb vertical werden, beide zugleich ihre aussersten Lagen 
erreichen u s. f. 

Beisp. 1 . Eine Reibe von n aobweren Massenpunkten wird in den Punkten 
A, etc. an einem leichten Faden befestigt und das G-anze an einem festen 

Punkt 0 aufgebangt. Wenn das System eine Hauptscbwingung ausiubrt, so 
scbneidet jeder Tbeil des Fadens, sofem er verlangem wird, die durcb 0 gebende 
Yerticale in einem wSbrend der Bewegung festliegenden Punkt. 

[Kelvin’s Theorem, JPopular lectwres etc. 1867] 

Es seien d, gj, etc. die Neigungen der Theile OA^ AB^ BG, etc. des 
Fadens gegen die Yerticale; OA==a, AB^h, etc. Man betracbte die Bewegung 
irgend eines Punktes P eines der FS.den z. B. BC und es sei BB — z. Der Ab- 
atand x des Punktes P von der durcb 0 gebenden Yerticalen ista 3 = a0 + &9 + £f'^. 
Bei einer Hauptscbwingung steben 0, g?, 'ifj in constantem YerbSjltmss zu einander; 
wenn daber z so gewablt wird, dass x in einem Moment gleicb Hull wird, so ist 
es immer gleicb Hull. 

Der Satz gilt aucb dann, wenn OA, AP, etc. durcb Gelenke verbundene 
Stabe sind Oder beliebige atarre K 6 rper, die auf die in Beisp. 9, § 458 bescbriebene 
Art aneinander befestigt sind. 

Wir woUen davon auf Beisp. 1 , § 458 Anwendung macben. Ist E der feste 
Punkt im Radius AP, z seiu Abstand von A, positiv in der Richtung imcb P 
genommen, so ist Id Zqj =^0 . Substituirt man for 6/9 das Yerbaltniss der 
Unterdeterminanten der zweiten Horizontalreibe der Lagrange’schen Deter- 

Bonth, DynamUc, I. 27 
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mnante (d. h. die Yerhaltnisse in den aieichmagen (1) dieses Paragraphen), so er- 
halt man lap^=0(lp^ — g) Dies bestimmt den Werth von ^er den beiden 

Periodenp®=i3i ® entspncbt. Die beiden Haupt- 

scbwingTiiigen smd in der nebenstebendenPigur darge- 
stellt, beiwelcEer £;=JL:E7negativial), positivin2) ist. 
Die thatsacbliobe Scbwingung findefc man durob Super- 
position dieser beiden Bewegungsarten 

Es ist von Interesse, zu seben, in welcber Weise 
die eine Hauptsebwiagnng verscbwindet, wenn^ ent- 
weder die L'dnge I des Fadens oder die linearen Dimen- 
sionen a des Eorpers obne Grenze abnehmen, Aus 
der Lagrange’scben Determinante ergibt sicb, dass 
in beiden Fallen ein Wertb von p* sebr gross wd, so 
dass die Periode der verscbwindenden Schwingnng sehr kurz ist Die sicbtbare 
Bewegmfg reducirt sicb daber auf eine barmoniscbe Scbwmgnng, die m emer end- 
licben Zeit voUfiibrt wird, welobe durcb den andem Wertb von p® gegeben ist 





mid amst-rdem auf mie gleichzeiUge sitternde Bewegung 

Die Wertbe von Zp® und ap®, me sie die Lagrange'scbe Determinante 
gibt, werden, wenn Z bez. a verscbwindet und p® unendlicb gross wird, zuletzt 
(A®+ und a^g/lc\ Die entsprecbenden Wertbe von z sind die positive Grasse 

und Null Die verscbwindende Scbwingung ist in Figur2) dargestellt; 
die Pun^e 0 und B liegen fest und die Ausdebnung der zittemden Bewegung wird 
geometriscb immer geringer, wenn entweder OA oder AB unbe^enzt Hein wird Bei 
der andem nicht verscbwindenden Scbwingung fallt B scbHessbcb mit 0 zusammen. 

Beisp. 2. Bei den vonBorda, Cassini, Arago und Biot angestellten Ex- 
perimenten, urn die Lange des Secundenpendels durcb Beobacbtung der Scbwin- 
gungsdauer einer von einemDrabt getragenen Kugel zu bestimmen, wurde stefs an- 
genommen, dass der Durcbmesser der Kugel, der sicb in der Bubelage in verti- 
caler Bicbtung befand, wahrend der ganzen Scbwingung in derselben Geraden mit 
dem Draht bleibe- Man zeige, dass die Lange des so gefundenen Secunden- 
pendels urn kyaV ibrex selbst zu kurz ist, worin a den Radius der Kugel, k den 
Tragbeitsradius und I die Lange des Fadens angibt. Bei den Experimenten war 
die Kugel so Hein, dass diese Correction unmerkbar bbeb. 

Airy, Camhr Trans. Yol. HI. 

Bei diesen Yersucben Hess es sicb fast nicbt vermeiden, der Kugel eine Heine 
Drebung nm den im Gleicbgewicbt verticalen Durcbmesser zu geben, Siebt man 
die Kugel und den Drabt als starren ESrper an, der mit derWinkelgescbwindig- 
keit n um den Draht rotirt, so ist nacb § 268 die Scbwingungsdauer eines solcben 
Systems — ftj). Substituirt man die in diesem § 268 angegebenen Wertbe 

von fti , fig und setzt — g statt g, so ergibt sicb leicbt, dass die beobacbtete Lange 
des jKndels nabezu urn a^n^/2bgl^ ibrer selbst zu lang ist. Dies stimmt mit dem 
Resultat dberein, zu dem Poisson in der Connaissame des Terns, 1816 kam. Aucb 


diese Correction ist unmerkbaa:. 


Beisp. 3. Wenn , g^i), (0j , g?*) die beiden Wertbe von 0, g? fur die beiden 
Hauptschwingungen sind, zu beweisen, dass, in Beisp. (1), § 468, — 

ist. Wenn femer zwei gleicbe Massenpnnkte A, B durcb einen Paden an einem 
festeu Punkt 0 aufgebangt werden, zu beweisen, dass — ist^ 

worin AB^l gesetzt ist Diese Beziebungen zwiscben den Haupt- 

scbwingungen sind specielle Falle, die sicb aus der Methode der Multipbcatoren 
ergeben. (Bd. 2, § 398 ) 


§ 462. 6fleiche Wnrzela in der Lagrange'schen Determinante. 
Wenn ein Theil der Wurzeln der Gleichung, welche bestimiat, gleich 
sind, so mxissen, wie aus der Theorie der linearen Differentialgleicbungen 
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bekonnt ist, entweder (1) Glieder Yon der Form {At JS) sinjp^ in 
den Wertben Yon 0, etc. auffcreten, oder (2) eine TJnbestimmtlieit in 
den § 455 gegebenen Coefficienten Jf, etc. besteben. Beziebt man 
das System auf Hanptcoordinaten, die in dem Gleicbgewicbtszustand 
Yerscbwinden^ so ist nacb § 460 die erste AltematiYe im Allgemeinen 
ausgescblossen. Wenn zwei Wertbe Yon gleicb sind, z. B. und 
622 ? so baben die trigonometriscben Ausdriicke fiir | und -jy gleicbe 
Perioden^ Glieder aber, welcbe t als Factor entbalteU; treten nicbt auf. 
Die pliysikalische DesonderJieit dieses Falles besteht darin, dass das 
System mehr als erne Beihe von Saupt- oder liarmonisclien Sclmingungen 
hesitgt. Denn offenbar lassen sicb mit anderen Coordinaten 
die -h = ^ 1 ^ “h Vi^ macben, derart Yertauscben, dass die tibrigen 
Coordinaten g, etc. unYerandert bleiben, obne Glieder, welcbe die Pro- 
ducte der Coordinaten entbalten, in die Ausdriicke fhr T oder U ein- 
zufiibren. So kann man z. B. 


I = cos a — sin a und r] = sm a cos a 


setzen, worin a einen durcbaus beliebigen Wertb bat. Die neuen 
Grossen Vd S) etc. sind offenbar der Definition in § 459 entsprecbend 
B[auptcoor(iinaten. 


Zu beacbten ist der wicbtige Fall, in welcbem ein oder zwei Wertbe 
Yon p Null sind. Ist z. B. — 0, so bat man | == + J?, worin 

A und B zwei unbestimmte Constante sind. Der Fall hat die pbysi- 
kaliscbe Besonderbeit, dass die Gleicbgewicbtslage, aus welcher das 
System gestort wird, keine isolirte ist. Denn die Gleicbungen, welcbe 


die Gleicbgewicbtslage geben, sind ^ 


0 , ^ = 0 , etc., worin TJ den 


Wertb 


2(17- iro) = &,J®+ 


bat. Sie erfordem im Allgemeinen, dass rjj etc. sammtiicb Yer- 
scbwinden-, ist aber hi — 0, SO wird ibnen fiir jedes beliebige | ge- 
niigt, Yorausgesetzt, dass -ly, g, etc. Null sind. Jedenfalls jedocb muss 
I sebr klein sein, weil die dritten Potenzen Yon % etc. Yernacblassigt 
wurden. Es folgt daraus, dass es noch andere Oleiehgewiclitslagen in der 
unmitteTbaren Nachbarschaft der gegebenen Lage gibt Wenn die Anfangs- 
bedingungen der Storung nicbt derart sind, dass sie die Gbeder Yon 
der Form At B zu Null macben, so kann es nothig werden, die 
Glieder Yon boberer Ordnung zu untersucben, um eine Annaberung an 


die Bewegung zu erbalten. 


Diese Beweisfahnmg bembt auf der Voraussetzung, dass die Bewegungs- 
gleicbuugen die Lagrange’sobe Form haben. Ist dies rdcht der Fall, so kann 
die Existenz gleicber Wurzeln in der Fundamentaldetenninante Potenzen der Zeit 
ausserbalb der trigonometriscben Ausdrucke einfubren. Da die Bewegung dureb 
Einftihrung solcher Gbeder bedeutend geandert wird, so ist es von WicMigheit, vo9i 
vomherein entscheiden zu konnen, oh sie vorha^ide^i sind oder nicM. Die allgemeinen 
Bedingungen, unter welcben keine Potenzen der Zeit bei der Aufldsung eines Systems 
linearer Differentialgleicbungen Yorkommen, werden in Band 2, § 281 aufgesteUt. 
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Beisp 1. Ein sch.'wsrer Punkt von der Masse w rulit in Gleiclige'wiclit irn 
Innem eines graden glatten festen Kreiseylinders , dessen Erzeugende horizontal 
Sind. Wenn der Punkt gestSrt wird, die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 
zu hilden und zu zeigen, dass bei ihrer Aufldsung Glieder von der Pom At ^ 


auftreten kbnnen, 

Beispiel % Ein rauher dunner Cylinder von der Masse m nnd dem Radius h 
kann fcei in Innem eines andem dunnen Cylinders von der Masse Ji/l und den 
Radius a rollen. Das ganze System vdrd in Gleichgev^ichtszustand auf eine 
glatte horizontale Ebene gesetzt Es erhalt eine kleine Storung; man zeige, dass 

die drei Werthe 13 == 0, = 0 , Man interpretire 


dieses Eesnltat. Wenn x die duioLrollte Strecke, qp den Winkel, tun -welohen sick 
der aussere Cylinder gedrekt kat, nnd 6 die Neigung der die Azen entkaltenden 
Ebene gegen die Verticale kezeicknet, zu zeigen, dass sanrmtliche drei Coordinaten 
ein gemeinsekaftlickes periodisckes Gked kaben, wakrend sowokl x als gs zusktz- 
lieke unablAiigige Glieder von der Form At -|- B kaken 

Wie T«rtirden sick die Eesultate kndem, -weim die horizontale Ebene voll- 


kommen rauh ware? 


Anfangsbewegungen. 

§ 463. Ma.Ti Irariu die Lagrange’sche Metkode auch dazu benutzen, 
die ADfaugsbe'wegung eines Systems zu £nden, tvelcbes von eiuem Rube- 
zustand ausgeht. Siebe § 199. Wie zuvor, muss man zu Coordinaten 
Grossen -wahlen, deren hob'ere Potenzen verworfen werden konnen. Im 
AUgemeinen ist es am Vortbeilbaftesten, sie so zu wablen, dass sie im 
Anfangszustand versch'winden. Man bat "wie in § 454 

2 iT = ^ 11 6 '^ + 2 As ^9 4- As 9 ^ + 

worin Ai) etc. Fnnctionen von 0, tp, etc. sind. Da das System von 
der Mhe ausgebt, so sind B, tp, etc. im Anfang der Bewegung sammt- 
licb kleine Grossen. Vernacblassigt man alle Potenzen von B, (p, etc. 
mit Ausnabme der niedrigsten, die vorkommen, so kann man An e*®- 
als Constante betracbten, deren Wertbe sicb dadurcb ergeben, dass 
man fiir B, tp, etc. ibre AnfangSTvertbe setzt. 

Wir baben aucb die in demselben Paragrapben gegebene Ent- 
wickelung von U notbig, nambcb 

2 {U- Do) = 2^6 + 2B,(p + etc. 

Da die Anfangslage des Systems nicbt dicbt bei einer Gleicbgewicbts- 
lage begt, so sind die ersten Differentialquotienten von JJ nacb B, (p, etc. 
nicbt klein. Die GUeder Bj^B, B^cp, etc. sind bier nicbt kleine Grossen 
von der zweiten Ordnung nnd man braucht daber die qnadratiscben 
Glieder von U nicbt beizubebalten. Verfabrt man genau so -wie in 
§ 454, so erbalt man die Bewegungsgleicbungen 

Aid" + ^is<p"+ 

-f A39’"^ a • • • — Rj (!)• 

etc. = etc. 

Mittelst dieser Gleicbungen lassen sicb die Anfangswertbe von 6", tp", etc. 
bestimmen. 
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Die Cartesischen Coordinaten y, 0 eines Punktes P des Systems 
karm man mittelst der geometrisclien Bedingungen des Problems als 
Functionen von 6 , q)j etc. ausdriicken. (Siebe § 396 .) Nimmt man z. B. 
an, x=f( 0 , g), etc.), so ist Anfangs, da 0', 9', etc. Null sind, 

/f prr t df \ i 

mit ahnlichen Ausdriicken fiir y und 0. Die Grossen x'% y \ 0' sind 
offenbar den Cosinussen der Anfangsricbtung der Bewegung des Punktes 
P proportional. Auf diese Art lasst sicb die Anfangsricbtung der Be- 
wegung eines jeden Systempunktes ermitteln. 

§ 464 Anfangskriimmungsradiiis. Wie in § 200 erklart vmrde, bat man 
mancbmal mebr als die Anfangsricbtung der Bevregung eines Pun^es P des 
Systems nbtbig. Angenommen, man brauche auch den Anfangslsrommungsradius 
der Babn von P, so muss man die Wertbe von x'\ etc. ermitteln und sie in 
eiae der Pormeln des § 200 einsetzen Wenn, wie zuvor, a;= f{d^ qp, etc.) ist, so 
ergibt sicb durcb Dijfferentiation, dass anfanglich 

3 + • • ) + ry +fy^+--- 

ist, worin die Indices, wie gewbbnlicb, die partiellen Differentialquotienten nacb 
0, qp, etc. angeben. Ist y = F(d^ qp, etc), so existiren selbstversfandbcb ahnUcbe 
Ausdriicke fiir y\ etc. und im Raum von drei Dimensionen ebenso fur etc. 

Wenn der PimM P so gelegen ist, dass er bei alien mdgliclien Bewegungen 
des Systems seme Bewegimg nur in einer Bichtung beginnen Jcann, so nehme man 
die £C-Axe senkreobt zu dieser Kichtung. Alsdann ist x" = 0 fiir alle Anfaugs- 
variationen von 0, 9, etc. Daraus folgt, dass /^^=0, etc. =0 ist 

Daber wird sd** = 0 und derWertb von b§,ngt nur von &\ qp", etc. und nicbt 
von qp'^^, etc. ab Man braucht daher die dynamischen Gleichimgen (1) nicht 
zu differenziren, um diese Mheren Differ entmlguotienten zu ermitteln. Da die 
y-Axe der Anfangsbewegungsricbtung von P parallel ist, so ist der Wertb von 
y" endlicb. Benutzt man mitbin die Formel am Ende des § 200, so ergibt sicb 
der Anfangskrummungsradius 9 der Babn von P 

§ 465 . Um die Sacbe zu vereinfacben, wollen wir annehmen, das System babe 
zwei Coordinaten 6 , qp vmd der Anfangshricmmimgsradius der von dem Punkt 
X = f ( 6 , qp), 2/ = P( 0 , qp) bescJwiebenen Bahn werde gesucht, 

Es sei 

2T = A0'»+ 2P0>'+ Cqp'* (1), 

worin A, P, U gegebene Functionen von 0 , qp sind. Die Lagrange’scben Glei- 
obungen sind 

A ( 16 ' + - T ^ + C9'*) = 

^ (B6' - 1 Ads'* + 250>' + ^ II 


• ( 2 ). 
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Setzt man 0, qp'= 0, so reduciren sie sicli auf 

Bd‘'+Cq>"^U^ . ... ( 3 ), 

'welehe die Anfangswei:thQ yon d'\ cp" liefem Um die Anfangswerthe von 6 '", cp"" 
zu finden, differenzire man (2) nach t nnd setze 6' = 0, 9' = 0 . Offenbar erli§jlt 
man O'" = 0 , q)"' = 0 . Um 6^^, zu finden, differenzire man (2) zweimal. 
Beacbtet man, dass fiir 0 ' = 0 , 9' = 0 




d<p‘ 


p. 




dt^ 


{P0'*+ Qd'cp'+ = ^ iPe"^+ 


ist, worm P, B beliebige Pnnctionen von 6, 9 sind, so ergibt sicb leicbt 


1st 


2Tg = A0"®+ 25^9'' + Gtp"^ . . 
so erbalt man L nnd M in der symmetriscben Form 
r - iff' 2 4. 

^ ~v de ^ d<f)Ud 

,£ r , 

d<p) 




( 4 ) . 

(5) , 


( 6 ). 


Dutch AuEfB.hinng der DifFereutiatiouen erhBilt man auch 

-^ re ^ + ’ 

Tir 9 *^ 


’?0 




Uiese Wertbe von L, M entbalten unr die ersten Differentialquotienten von 
A, B, C nach 0 , 9 und, nachdem diese Differentiationen ausgefahrt sind, hat 
man fur 0 , 9 ihre Anfangswerthe 0 <,, 9^ zu setzen. Daraus folgt, dass mariy urn, 
die Anfangswerthe von 0^^, zu finden, die lebendige Kraft T m Potenzen der 
Tdeiyien Grosseyi 0 — 0^^ 9 ~ 9o (^^or man in die Lagrange'schen Gleichmgen (2) 
substituirt) enttoicjcein Jcann tend man nwr die ersten Potenzen d%eser Grdssen bei- 
subehalten hraucht. Da jedoch zweite Differentialquotienten von U vorJeommen, so 
7 nuss U bis auf die zweite Potenz Ueiner Grdssen bereefmet werden Daduroh, dass 
man T und U in Potenzen dieser kleinen Grossen entwickelt, spart man sich im 
AUgemeinen viele Rechnung bei der AuflSsung, besonders wenn man von vom- 
herein weiss, wie viele Potenzen beizubehalten sind. Siehe § 200. 

Um den Krummungsradius zu finden, benutze man die Formel 

3 

S (x"^ 

Nun ist 

3 (^ 00 ®"*+ + 

mit ahnlichen Ausdruoken fiir y" und y^^, Man hat daher 


+ £V 




( 8 ). 
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V' 


fo’ 

F F 

■^0 ’ -^(p 




und aus (3) und (4) 


' ' ( 9 ) 
. ( 10 ). 


Die Oleichmigen (8), (9), (10) bestimmen den Krummungsradius q und drucken 
1 hn durch die Anfangswerfciie der Besclileuiiiguiigeii 0^ , (p aus. Die ietzteren 
werden durch die AuflSstuig der G-leichungen (3) bestimmt, fiir welche es nicht 
noting ist, die Lagrange’schen G-leichungen zu differenziren. 

1st der PunJrfc P so gelegen, dass er bei jeder Bewegung des Systems nur 
in einer Richtung seine Bewegung beginnen k an n, so ist die Functionaldeterminante 
von f,Fm Bezug auf 0, <p Null. Das erste Glied der Gleichung (9) fehlt dann 
und zur Bestimmung des Kriimmungsradius braucht man nicht erst 0^^, zu 
ermitteln. 


§ 466. Beispiele von Anfangsbewegnngen. Beisp 1. Eine glatte Ebene von 
der Masse M VaTm sich frei urn eine horizontale in ihr liegende und durch toen 
Schwerpunkt gehende Aze drehen und der Tragheitsradius der Ebene fdr ^ese 
Axe ist h Bei einer Neigung der Ebene um den Winkel a gegen den Horizont 
wird eine Kugel von der Masse m vorsichtig auf sie gesetzt Wenn anfa^lich 
der Mittelpunkt der Eugel in einer durch die Axe der Ebene gehenden Yerticalen 
liegt und wenn Ji seine AnfangshShe iiber dieser Axe ist, zu zeigen, dass der 
Winkel <p, den die Anfangsrichtung der Bewegung des Mittelpunktes mit der 
Yerticalen macht, durch 


(Mk^ + m/i») tg q? = cotg a 

gegeben ist. [Math Tnpos, 1879 ] 

Beisp. 2. n Stabe von der Lange <h» % sind durch Gelenke ver- 

bunden, liegen in einer Geraden und haben Anfangswinkelbeschleunigungen 
/B ffl ’ CO in einer Ebene. Wenn das eine Ende festliegt, zu beweisen, dass 

(Sdco)^ . 

der A •nffl'^g skrfi^TtiuTigflradius der Bahn des freien Endes 

[St. Johns CoU., 1881.] 

Beisp. 3. BC ist der Durehmesser einer Kugel und zwei Stabe AB, CD 
von derselben LSnge wie P 0 haben Gelenke bei B und C A wird befestigt und 
das System so gehalten, dass ABCD eine grade horizontale Linie ist und dann 
fallen gelassen. Wenn die Masse ernes jeden Stakes der der Kugel gleich ist, so 


AB. 


ist der A n fa-n galr m-m-mung aradiuB der Bahn von D gleich 

[Sir John’s Coll., 1881.] 

Beisp. 4. Eine Masse M ruht auf einem glatten Tisch; ein an ihr befestigter 
Faden geht durch ein Loch in dem Tisch und trS^gt an seinem andem Ende ^ine 
Masse m Wenn m sich in einer solchen Lage in Ruhe hefindet, dass seine auf 
das Loch als Pol und dieYerticale als Anfan^linie bezogenen Polarcoordinaten 
r, 6 sind und dann losgelassen wird, zu beweisen, dass anf§nglich 


{M+ m) r” = COB0 , rO" = — sin 0, 


{M-\- m) hmg* sin*0, flf*sin 0 cos 0 (Hf + 6m)/(Jf + w) 

ist und den Anfangskrummungsradius der Bahn zni finden. [CoH. Ex., 1896.] 
Der ergibt sich sofort, wenn man die Werthe von 

r" etc. in die § 200 gegebene Formel far Polarcoordinaten einsetzt. 
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Die Energie als Kriteriim der Stabilitat. 

§ 467. Die Staftilitat des ftleiclgewiclits. Das Princip der Er- 
haltung der Energie lasst sicli manckmal mit Vortheil benntzen, um 
zu bestimmen, ob ein System von Kbrpem, die im Zustand der Huhe 
sindj sieb in stabilem oder nnstabilem Grleicbgewicbt befindet. 

Das System sei in beliebiger Lage im Grleicbgewicbt und Vq die 
potentielle Energie der Eraffce in dieser Lage. Das System werde in 
eine der Grleicbgewicbtslage sebr nabe Anfangslage verriickt und babe 
eine sebr kleine anfanglicbe kinetisebe Energie und sei die 
potentielle Energie der Krafte in dieser Lage. Zu irgend einer spateren 
Zeit seien T und V die kinetisebe und potentielle Energie. Nacb dem 
Princip der Energie ist dann 

T + V— (1) . 

Y sei in der Gleicbgewicbtslage ein absolutes Minimum, so dass 
V fiir alle benaebbarten Lagen grosser als ist. Da die anfangbebe 
gestorte Lage zu diesen benaebbarten gebort, so ist F^ — Fq eine kleine 
positive Grosse. Die kinetisebe Energie T ist aber notbwendiger Weise 
eine positive Grosse und da F> Fq ist, so gebt aus Gleicbung (1) 
hervor, dass jT < + F^ — Fq ist. Daber liegt wabrend der fol- 
genden Bewegung die lebendige Kraft zwiseben Null und einer kleinen 
positiven Grosse und die Bewegung des Systems kann also niemals 
gross seiru 

Da ferner T notbwendiger Weise positiv ist, so kann sicb das 
System niemals so weit aus seiner Gleicbgewicbtslage entfemen, dass 
F grosser als + F^ wird. Die beiden Resultate lassen sicb fol- 
gendermassen ausdriicken: ^ 

Wenn ein Syst&tn sick in einer Lage im Gleichgewicht befindet, in 
welcher die jpotentieUe Energie der Krafte ein Minimum oder die Arbeit 
ein Maximum fur aUe Verruchungen ist^ damn erlangt das System bei 
einer Meinen Verruckung niemals einen grossen Be&ag von l^endiger 
Kraft und entfemt sidb niemals weit aus seiner Gleichgemchtslage, Las 
Glmhgewicht heisst alsdann stabil^). 

Es wird spater gezeigt werden, dass man in gewissen Fallen anf dieselbe 
Art best imm en kann, ob ezn gegebener Bewegzmgszicstand ebenso wie ein Gleich- 


1) Diesen Beweis hat Lagrange in seiner Micani^ Amlytigue auf zwei 
verschiedene Arten gegeben. B.ei der Form, die er im ersten Theil seines Buches 
hat, wird F in Potenzen der Coordinaten entwiokelt, die sehr klein angenommen 
werden; in Section YI des zweiten Bandes macht er aber von dieser Entwioklimg 
keinen Gebranch mehr und der Beweis ist fast genan so, wie er bisher im Text 
gegeben wurde Der Beweis im nUichsten Paragraphen ist in Folge der Benutzung 
von Hauptcoordinaten einfacher als der Lagrange’sehe. Auch L ej eune-D irichl et 
hat in Crelle’s Journal Bd. XXXTT, 1846 und in Liouville’s Journal, Bd.XII, 1847 
einen Beweis gegeben. 
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gewidhtsmstand stabil ist. Siehe auch den Treatise on tJie Siahility of motion, 
Eap. VI, 1877. 

§ 468. Wenn die potentielle Energie in dem Gleichgewichts- 
znstand ein absolutes Maximum ist, so wird fiir alle benachbarten 
Lagen V kleiner als Fq. Daber ist offenbar T immer grosser als 
Ti + Fi — Fq und das System kann der Gleichgewicbtslage nicbt so 
nahe kommen, dass F grosser als wird. So weit es also die 

lebendige Kraft angeht, ist kein Hindemiss vorbanden, "welcbes das 
System abbalten kounte, sicb weit von der Gleichgewicbtslage zu ent- 
femen. TJm zu bestimmen, ob es in der That der Fall ist, miissen 
die iibrigen Bewegungsgleicbungen untersucbt werden. 

Wenn eine Hauptscbwingung existiren kann und das System im 
Zustand der Rube in eine ausserste Lage dieser Scbwingung gebracbt 
wird, so bescbreibt es die voUstandige Scbwingung und gebt daber 
durcb die Gleichgewicbtslage. Wenn jedocb T-^ Null ist, so kann F 
nie grosser als F^ und daber niemals gleicb Vq werden. Das System 
kann daber nicbt durcb die Gleichgewicbtslage geben. 

Es ist nicbt notbig, diese Erortertmg weiter fortzufiibren, da der 
Gegenstand im nacbsten Paragrapben eingebender besprochen wird. 

§ 469. Das fKnterium fm die Stdbilitdt Idsst sicli aticli aus den Glei- 
cJiungen ahleiten, welche die Meinen Schwingungen der Systeme um eine 
Ghichgewichtslage hestimmen. Wird das System auf seine Hauptcoordi- 
naten bezogen und sind diese 6, 9, etc., so bat man 

, 

worin 632? Constante sind und der Wertb von TJ in der 
Gleichgewicbtslage ist. Nimmt man eine der Lagrange^scbenGleicbungen 

dt d& de de 

als Vorbild fur alle, so erbalt man 

und ahnlicbe Gleichungen fiir 9, etc. Ist positiv, so liefert diese 
Gleicbung 6 als Function reeller Exponentialgrossen und das Gleich- 
gewicbt ist fiir aUe Storungen, die 6 alteriren, unstabil mit Ausnabme 
solcber, die den Coefficienten des Gliedes, welches den positiven Ex- 
ponenten enthalt, zu Null macben. Ist in negativ, so wird 6 durcb 
ein trigonometriscbes Glied ausgedriickt und das Gleicbgewicbt ist fiir 
alle Storungen, die’ mir 0 alteriren, stabiL Bei diesem Beweis wird 
vorausgesetzt, dass die Wertbe von &22, etc. nicbt versebwinden. 

SoU Z7 iu der Gleichgewicbtslage ein Maximum fur aHe moglicbeu 
Verriickungen des Systems sein, so miissen 632; sammtlicb 
negativ werden, Bei jeder bebebigen Storung wird alsdarin das System 



426 


Kapitel IX. Kleine Sdiwingungeii. 


um die Gleicligewiclitslage sctwingen und diese Lage stabil sein. 1st 
U ftir einen Tbeil der Verriickungen ein Maximum und fiir andere ein 
Minimum, so sind die Coefficienten 632 ; ^um Theil positiv und 
zum Tbeil negativ. Alsdann scbwingt das System, wenn es in gewissen 
Richtungen gestort wird, um die Gleicbgewicbtslage und weim die 
Storung in anderer Richtung gescbieht, kann es sicb immer weiter von 
der Gleicbgewicbtslage entfemen. Das Gleichgewicbt ist daber bei 
alien Storungen in bestimmten Ricbtungen stabil, bei anderen xmstabil. 
Ist U in der Gleicbgewicbtslage fiir alle Verriickungen ein Minimum, 
so sind die Coefficienten etc. sammtlicb positiv und das Gleicb- 

gewicbt mitbin fur Verriickungen in alien Ricbtungen unstabil. Man 
kann diese Resultate kurz so zusammenfassen; 

Das System schwingt um die Gleicligewichtslage iei alien Storungen, 
wenn die jpotentielle Energie fiir alle Storungen ein Minimum ist Es 
schwingt iei einigen und lei anderen nicht, wenn die potentieUe Energie, 
dbwolil stationary weder ein Maximum noch ein Minimum ist Es schwingt 
lei heiner Storung y wmn die potentieUe Energie fur alle Verrucicungen 
ein Maximum ist 

Aus diesem Satz folgty doss die Stdbilitdt oder Unstdbilitdt einer 
ffleichgewichtslage nicht von der Trdglieit des Systems, sondern nmr von 
der Krdftefunction olhangt. Man verfabre so: Man gebe dem System 
eine bmreicbende Anzahl kleiner willkiirlicber Verruckungen, so dass 
alle moglicben Verriickungen sicb aus ibnen zusammensetzen lassen, 
priife dann die von den Kraften bei diesen Verriickungen verricbtete 
Arbeit und bestimme daraus, ob die potentieUe Energie ein Maximum, 
Minimum oder keins von beiden ist. 

Wir baben bei diesem Beweis angenommen, dass bei der Ent- 
wickelung von U nacb Potenzen von 0 , etc. die niedrigsten Potenzen, 
die nicbt verscbwinden, die zweiten sind. Dies braucbt nicbt notb- 
wendiger Weise ricbtig zu sein, weU U ein Maximum oder Minimum 
sein kann, wenn 5, % etc. verscbwinden, vorausgesetzt, dass die niedrigsten 
Potenzen, die nicbt verscbwinden, von grader Ordnung und derart sind, 
dass sie dasselbe Vorzeichen ffir aUe Wertbe von 0 , tp, etc. bebalten. 
Von dieser TJnvoUkommenbeit ist der Beweis in § 467 frei. 

Beisp. 1. Ein vollkonunen fireier Massenpunkt befindet sicb tuiter der Ein- 
wirkung der Anziebung einer Anzabl festliegender Kbrper im G-leichgewicbt. Man 
zeige, dass das Q-leicbgewicbt, weim die Anziebung dem reciproken Quadrat der 
Entfemung proportional ist, unstabil ist. [Eamsbaw’s Theorem.] 

0 sei die Gleicbgewicbtslage, Ox, Oy, Oz bebebige drei recbtwinMige Axen; 
wenn dann Y das Potential der KSrper ist, so bat man 

, _dW , _a»F 

~ dx^ ^ ■ 

Da aber ibre Summe Null ist, so konnen l^^, l^^ nicbt sS<mmtIicb dasselbe 
Yorzeicben baben. 

Beisp. 2. Man weise daraus nacb, dass das Gleicbgewicbt einer Anzabl von 
Massenpunkten, die sicb gegenseitig abstossen und in einem Gefass eingescblossen 
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sind, nur daxm stabil sein kann, wenn sie sammtlicb auf der einscbliessenden 
Elache liegen . [Si rW Thomson, jetzt Lord Kelvin, Canibr. Math. Journal, 
Sonderdmck VJH, S. 100 ] 

Das CaTendisli’sclie Experiment. 

§ 470. Als Beispiel fiir die Art, in welcher sicli die Theorie der 
Sctwingungen praktiscli verwenden lasst, haben wir das Caven- 
dish’sche Experiment gewahlt. Es hat den Zweck, die Masse der 
Erde mit der eines gegebenen Korpers zu vergleichen. Die Art der 
Ausfiihrung mittelst einer Torsionswage wurde zuerst von Rev. John 
Michell vorgeschlagen. Als er starb, ehe er die Versuche beginnen 
konnte, nahm Cavendish den Plan wieder auf und veroffentlichte 
das Resultat seiner Arbeiten in den Fhil. Trans. 1798. Da die An- 
zahl der Versuche nur gering war, hielt man es fiir angezeigt, eine 
neue Bestimmung zu machen. Dementsprechend bewilligte die eng- 
lische Eegierung im Jahr 1837 die Summe von 10000 Mark zur Be- 
streitung der Kosten der Experimente. Die Theorie und die analytischen 
Formeln lieferte Sir Gr. Airy, wahrend Baily die Anordnung des 
Operationsplanes und die Aufgabe, die Versuche anzustellen, libemahm. 
Baily machte mehr als zweitausend Versuche mit Kugeln von ver- 
schiedenem Gewicht und verschiedener Grosse, die auf mannigfache Art 
aufgehangt waren und beschrieb sie ausfiihrlich in den Memoirs of the 
Astronomical Society^ VoIXIV, 1834. Die Experimente wurden im All- 
gemeinen auf die folgende Art ausgefiihrt' 

§ 471. Zwei Heine gleiche Kugeln werden an die Enden eines 
diinnen Stabes, der sogenannten Torsionswage, befestigt und der Stab 
selbst mit seinem Mittelpunkt G an einem Faden aufgehangt. 



Zwei grosse Kugelmassen A, JB werden auf den Enden eines Brettes, 
das sich frei um seinen Mittelpunkt 0 drehen kann, befestigt. Der 
Punkt 0 befindet sich vertical unter C und liegt so, dass die vier 
Schwerpunkte der vier Kugeln in einer horizon! alen Ebene sind. 
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Wird nun zuerst das Brett so gesteUt, dass es einen rechten 
Winkel mit der Torsions wage macht, so nimmt der Stab eine Gleicli- 
gewicbtslage an, die sogenannte neutrale Lage, in welcher der Paden 
keine Torsion hat. Sie moge in der Pigur mit Ca dargestellt werden. 
Werden alsdann die Massen A und 5 urn 0 in eine Lage ge- 

dreht, welche keinen sehr grossen Winkel mit der neutralen Lage der 
Torsionswage macht, so ziehen die Attractionskrafte der Masse A und 
B auf die Eugeln den Torsionsstab aus seiner neutralen Lage in eine 
neue Gleichgewichtslage , in welcher die Anziehung durch die Torsion 
des Padens balancirt wird. Sie wird in der Pigur durch CEi dar- 
gestellt. Der Ausschlagwinkel E^Ca und die Schwingungsdauer des 
Stabes um seine Gleichgewichtslage werden beobachtet. 

Alsdann wird das Brett AB wieder rechtwinklig zur neutralen 
Lage des Stabes eingestellt und in der entgegengesetzten Richtung 
herumgedreht, bis die Massen A und B in eine Lage Al^B^ in. der 
ISTahe des Stabes, aber auf die entgegengesetzte Seite von A^B^ kommen. 
Die Torsionswage voUfiihrt dann Schwingungen um eine andere Gleich- 
gewichtslage CE^ unter dem Einfluss der Anziehung der Massen und 
der Torsion des Padens. Wie zuvor wird die Schwingungsdauer imd 
der Ausschlagwinkel E^Oa beobachtet. 

Um die Beobachtungsfehler zu eliminiren, wird dieses Verfahren 
5fter wiederholt und werden die mittlerenResultate genommen. Die Lagen 
B^A^ und in welche die Massen abwechselnd gebracht werden, 

sind so genau moglich wahrend aller Versuche dieselben. Die neu- 
trale Lage Ga des Stabes halbirt nahezu den Winkel zwischen B^A^ 
und A^B^j da aber, me man gefunden hat, diese neutrale Lage mog- 
licher Weise in Polge von Aenderungen in der Torsionskraffc des Padens 
kleine Lagenandenmgen erleidet, so darf sie bei keinem Experiment 
als mit der Halbirungslinie des Winkels A^GB^ zusammenfallend an- 
gesehen werden. 

Es sei Ox eine im Raum festliegende Linie, von welcher aus die 
Winkel gemessen werden mogen. 6 sei der Winkel xGa, den die neu- 
trale Lage des Stabes mit Gx maeht; A und B die Winkel, welche 
die abwechselnden Lagen B^A^^ und A^B^ der Geraden, welche die 

Mittelpunkte der Massen verbindet, mit Gx bildet und es sei a =•“(-4 +5). 

Pemer moge x der Winkel sein, den die Torsionswage mit Gx zur Zeit # 
macht. 

N’immt man an, die Massen befanden sich in der Lage A^jB^^ so 
ist das Moment ihrer Anziehung auf die beiden Kugeln und den 
Stab um GO eine Punction des Winkels zwischen dem Stab und der 
Linie A^B^ allein. Es moge durch (p{A — x) dargestellt werden. Der 
ganze Apparat ist in einem holzernen Gehause eingeschlossen, um ihn 
vor Luftzug zu bewahren. Die Anziehung dieses Gehauses karm nicht 
vernachlassigt werden. Da sie bei verschiedenen Lagen des Stabes ver- 
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scliiedeii sein kanrij so sei ihr Moment um CO durch iIj(x) gegeben. 
Die Torsionskraft des Fadens ist ferner dem Winkel, um welch en er 
gedreht worden ist, nahezu proportional. Ihr Moment nm CO sei 
E{x — h). 

1st nun I das Tragheitsmoment der Kugeln und des Stabes fiir 
die Axe (70, so lautet die Bewegungsgleichung 

^ ^ ~ ^ ~ “ ^)- 

Es ist femer a — x eine kleine Grosse; sie werde mit | bezeichnet. 
Substituirt man fiir x und entwickelt nach dem Taylor’schen Satz in 
Potenzen von |, so ist 

- = 9 , (^ - a) + ^(a)-E(a-h) -a)- ^'(a) + E) t 


Setzt mau 

..2 _ 9>' (-4 — a) — + E 

n j 

und 

^ ^ . (p{A — a) + ^(a) — i:{a^h) 

SO erhalt man 

cc = 6 -j- Zj sin (ni -f- Z /') , 

worin L und L' zwei beliebige Constants sind. Daraus ergibt sich, 
dass der Winkel, den die Torsionswage in der Gleichgewichtslage mit 
der a?- Axe macht, e ist und die Schwingungsdauer um die Gleichgewichts- 
lage 2yt/n betragt. 

Wir woUen annehmen, die Massen wiirden jetzt in die andere Lage 
A 2 B 2 gebrachtj das Moment ihrer Anziehung der Kugeln und des 
Stabes ist nun — (p(x — die Bewegungsgleichung wird daher 

- 9>(^ - -B) -\-fix)-E(x - 6). 

1st a = X — I und setzt man fiir B seinen Werth 2a — A, so 
ergibt sich auf dieselbe Art, wie zuvor, 

X = e' ^ N Bm{nt N'), 
worin n denselben Wert, wie oben, hat und 


« r — qp(^ — a) + T^(a) — — &) 

e=a-\ 


ist. 

In diesen Ausdriicken sind die Anziehung ^ (a) des Gehauses, der 
Torsionscoefficient E und der Winkel b unbekannt. Sie verschwinden 
aber sanuntlich, wenn man e' von e abzieht. Man hat 


tp(A — a) _e—e' /2®\2 
I 2 '\T/ 


(A), 


■worin T die Zeit eiuer voUstandigen Schwingung der Torsionswage 
um eine der beiden gesforten Gleiohge'wichtslagen bedeutet. Auf diese 
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Art lasst sicb. die Anziehung qp (-4 — a) ermitteln, wenn der Winkel 
e — e' zwischen den beiden Gleicbgewiclitslagen und die Scbwinguiigs- 
dauer nm beide beobachtet werden kann. 


§ 472. Mit Unrecht hat man dem Cavendish’schen Experiment 
manchmal vorgeworfen, es werde dai&i angenommen^ die Anziehung der 
Kugeln A und JB sei gross genug, um gemessen zu werden, wahrend 
dock die viel grossere Anziehung der Gegenstdnde in der TJmgebung, 
wie z. B, des Smses etc. vernacJildssigt wurde. Dies ist nicht der 
Fall. Die Anziehung aUer fesfliegenden Kbrjger ist in der des Grehauses 
eingeschlossen. Sie werden daher nicht vemachlassigt, sondem elimini/rt. 
Gerade um diese Elimination vorzunehmen^ miissen sowobl e — e als 
die Schwingungsdauer beobachtet werden. In der That werden so 
zwei Gleichungen gebildet und aus ihnen diese Anziehung, die wir 
nicht nothig haben, eliminirt. 


§ 473. Die Function ^i{A — a) ist das Moment der auf die Kugeln 
und den Stab wirkenden Anziehungskraffce der Massen und des Brettes, 
wenn der Stab in eine Lage Cf gebracht wird, welche den Winkel 
Ay^CB^ zwischen den abwechsebiden Lagen der Massen halbirt. Es sei 
M die Masse eines jeden der Korper A und JB, m die einer der kleinen 
Kugeln, m' die des Stabes. Die auf m wirkende Anziehung von M sei 

durch dargesteUt, worin B den Abstand ihrer Mittelpunkte be- 

deutet. Sind (p, g) die Coordinaten des Mittelpunktes von A^ auf Gf 
als a;-Axe bezogen, so ist das Moment um G der auf die beiden Kugeln 
wirkenden A nziehungskraft der beiden Massen 




• eg 


eg 


4 


{(j,+ c)>+2»} 


worm c den Abstand des Mittelpunktes einer jeden kleinen Kugel von 
dem Centrum G der Bewegung bedeutet. Dieses Moment werde mit 
g,MmB bezeichnet. Das Moment der auf den Stab wirkenden An- 
ziehungskraffce der Massen lasst sich durch Integration ermitteln und 
sei g^Mm'Q, worin Q eine bekannte Function der liuearen Dimensionen 
des Apparates ist. Auch die Anziehung des Brettes kann man in 
Rechnung ziehen. Man erhalt so 

(p(A — a) = iiM{mP 

und wenn r der Radius einer der Kugeln ist, 

das mit I = wP' -f- ni'(^ bezeichnet werden moge, worin P und ^ be- 
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kaimte Fuactionen der linearen Dimensionen des Stabes und der Eugeln 
sind. Durcb. Substitution in die Gleicbung (A) ergibt sicb mitbin 




mP fn Q 



1st JE die Masse der Erde, It ibr Radius und g die Schwerkraft^ 
so ist ^ ^ Substituirt man fur so kommt 

M _ e — e' /2 b\2 1 

E~ 2 '\t) ' gE^' ’ 

Das Verbaltniss ^ wurde dem Verbaltniss der Gewicbte der Kugel 

und des Stabes, welche im lufUeerm Mamn gewogen warden, als gleicb 
angenommenj offenbar wurde es aber genauer gewesen sein, sie in der 
Luft zu wiegen. Denn, da die Massen die Luft sowobl wie die Eugeln 
anzieben, so ist der Druck der Luft auf der Seite einer Kugel, die der 
anziehenden Masse naber liegt, grosser als auf der weiter weg ge- 
legenen Seite, wobei der Unterscbied der beiden Druckkrafte der An- 
ziebung der Masse auf die von der Kugel verdrangte Luft gleicb ist. 


§ 474. Mittelst dieses Verfabrens wurde die Ermittelung der 
Masse der Erde auf die Bestimmung zweier Elements reducirt, (1) der 
Scbwingungsdauer des Torsionsstabes und (2) des Winkels e — e' 
zwiscben seinen beiden Gleichgewicbtslagen, wenn er unter dem Ein- 
fluss der Massen in ibren abwrecbselnden Lagen stebt. TJm sie zu 
beobacbten, wurde ein kleiner Spiegel an den Stab, im Punkt G be* 
festigt, dessen Ebene nabezu senkrecbt auf dem Stab stand. Eine Scala 
war in eine verticals Platte eingravirt, die von dem Spiegel 108 engL 
ZoU entfernt war, und das Bild der Scala im Spiegel wurde durcb ein 
Femrobr beobacbtet, das sicb grade iiber der Scala befand. Das Fem- 
robr war mit drei verticalen Faden in seinem Brennpunkt verseben 
Wenn sicb der Torsionsstab um seine Axe drebte, sab man das Bild 
der Scala in dem Fernrobr sicb horizontal iiber die Faden weg be- 
wegen und die Zabl der Scala, welcbe mit dem mittleren Faden zu- 
sammenfiel, bildete in jedem Moment die Ablesung. Die Scala bestand 

aus verticalen Stricben, die ~ engL ZoU von einander entfernt waren 
und die Zablen von 20 bis 180 trugen, um negative Ablesungen zu 


1) Bei B ally’s Experiment wurde ein genauerer Wertb von ^ benutzt. Ver- 
steht TTifl.Ti unter e die Abplattung des Erdellipsoids, unter m das Verbaltniss der 
Centrifugalkraft am Aequator zur Scbwere am Aequator, unter X die geographiscbe 
Breite des Ortes und unter It den Polarradius der Erde, so ist 

^ ^ ^ ® ~ (t " ®) ^ ■ 
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vermeiden. Der Winkel, um den sich der Stab gedreht hatte, wenn 
das Bild der Scala den Zwischenraum zwischen zwei Theilstriclien 

zurticklegte; war daher ^ = 73", 46, Die Theilstricbe warden 

aber durch Diagonallinien geschnitten nnd durch horizontale Linien in 
zehn gleiche Theile zerlegt, so dass man nicbt mir den zelinten Theil 
einer Abtlieilung klar unterscbeiden, sondem nach einiger tJebung auch 
noeb Briiclie dieser Zehntel ablesen konnte. Der Schwingungsbogen 
des Torsionsstabes war so klein, dass das Quadrat seines Bogenmasses 
vemachlassigt werden konnte; da er sich aber iiber mehrere Theilungen 
erstreckte, so liess er sich offenbar genau beobachten. Eine eingehende 
Beschreibung der Art, wie die Beobaehtungen ausgefhbrt wurden, 
wtirde hier zu weit fiiliren^ wir Terweisen den Leser auf den Bericht 
Baily^s. 

Bei dieser Untersuclmiig’ ist von der Wirknng des Widerstandes der Luft 
anf den Sohwingnngsbogen keine Notiz genommen ■worden. Sie wurde wenigstens 
zum Then dnrch eine besondere Manier, das Mittel ans den Beobaehtungen zu 
nehmen, elinainirt. Auf dieselbe Art wurde auch die Bewegung der neutralen 
Lage des Torsionsstabes berucksichtigt. 

Wir haben auch nioht in Betracht gezogen, welche relativen Dimensionen 
man den verschiedenen Theilen des Instrumentes am besten gibt, damit es bei 
mdglichster Haltbarkeit dock die genauesten Resultate liefere. Solche Be- 
trachtungen gehSren nicht in eine allgemeine Abhandlung der DTnamii. Bei den 
ursprunglichen Versuchen waxen die anziehenden Massen A nnd B gross nnd 
wurden in die Nshe der kleinen Eugeln m nnd m' gehradbt. Da eine rasche 
Schwingung des Stabes nicht zulSssig war, so nahm man das Tragheitsmoment JT 
des Stabes nnd der Kngeln gross und die Torsionskraft des Fadens klein. Die 
Grosse des Instrumentes war nicht handlich. C. Y, Boys bat vorgescblagen, eine 
Quarzfiber als tragenden Faden zu benutzen, wodurch der ganze Apparat so klein 
gehalten werden kann, dass die beiden Hauptschwierigkeiten, die Temperatur 
gleichmassig zu erhalten und grosse Eugeln als anziehende Massen zu yerwenden, 
sioh bedeutend reduciren. Siehe die Froceedmgs of the JRoyal Society, Mai, 1889. 

§ 475. ITnter der Annahme, dass die Dichtigkeit des Wassers, 
bei welcher ein Cubikdecimeter ein Kilogramm wiegt, die Einlaeit der 
Dichtigkeit sei, ergab sich als Endresultat aller Versuche fiir die mitt- 
lere Dichtigkeit der Erde der Werfeh 5,6747. 

Die wichtigsten Versuche, welche nach demselben Plan, aber spater 
als die von Baily angestellt wurden, sind Cornu^s und Bailie’s Bx- 
perimente. Siehe Gomptes Bmdus, Tome LXXYI, 1873 und TomeLXXXVI, 
1878. Sie brachten verschiedene Verbesserungen an dem Apparat an, 
die wir bier nicht besebreiben konnen und fanden als mittlere Dichtig- 
keit 5,56. Sie glaubten einen Irrthum in B ally’s Art, wie er seine 
Mittel nahm, entdeckt zu haben und berechneten sein Resultat, wenn 
dieser Irrtbum corrigxrt wurde, auf 5,55. 

§ 476. Man hat auch noch zwei andere Methoden zur Ermittelung 
der mittleren Dichtigkeit der Erde benutzt, Ln Jahr 1772 schlug 
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der englische Astronom Dr. Maskelyne vor, die Masse der Erde mit 
der eines Berges zu yergleiclien, indem man die Abweichung eines 
Bleilotbes in Folge der Anzieliung des letzteren beobachtet. Der Berg 
Scbehallien wurde dazu gewablt nnd man fand, dass die Dicbtigkeit 
der Erde etwas weniger als f unfinal die des Wassers betrage. Siehe 
FMl. Trans. 1788 und 1811. Nacb andern Beobacbtungen in der Nabe 
von Arthur’s Seat gab der englische Oberstlieutenant James von der 
Artillerie-Inspection die mittlere Dicbtigkeit zu 5,316 an. Siebe Phil. 
Trans. 1856. 

Die andere von Sir G. Airy benutzte Metbode bestand darin, die 
Scbwerkraft in der Tiefe eines Bergwerks mit der an der Oberflacbe 
durcb Beobacbtung der Scbwingungsdauer eines Pendels zu vergleichen. 
Man fand fur die mittlere Dicbtigkeit den Wertb 6,566. Siebe Phil. 
Trans. 1856. 

Innerbalb der letzten zebn Jahre bat man die Dicbtigkeit der Erde 
mittelst einer sebr empfindlicben Wage zu ermittelo gesucbt, die durcb 
Annaberung grosser anziebender Massen gestort wurde. Die Experi- 
mente leiteten Jolly in Mtincben und Poynting in Manchester. Das 
Resultat war 5,69. Siebe Poynting’s Adams Prise essay 1894. 


Beispiele 

(den ^Examination Papers*' entnommen, die auf der TJniversitat Cambridge und 
in den Colleges gegeben wurden). 


1. Ein gleicbfCrmiger Stab von der Lange 2 c rubt in stabilem Gleicbgewicht 
mit seinem unteren Ende auf dem Scbeitel einer Cycloide, deren Ebene vertical 
und deren Scbeitel nacb unten liegt, und gebt durcb einen kleinen glatten festen 
Ring, der sicb auf der Axe im Abstand 6 vom Scbeitel befindet Man zeige, dass der 
Stab, wenn das Gleicbgewicbt leicbt gestQrt -wird, kleine Scbwingungen mit seinem 


unteren Ende auf dem Bogen der Cycloide in der Zeit 
maobt, worm 2 a die Lange der Axe der Cycloide ist. 


-i/ ^e» + 3(6 — c)»} 
Y ^g(b^ — 4ac) 


2. Ein kleiner glatter Ring gleitet auf einem fcreisfSrmigen Drabt vom Radius a, 
der gezwungen ist, sicb um eine verticale Axe in seiner eigenen Ebene im Ab- 
stand c von dem Mittelpunkt des Drabtes mit der gleicbfbrmigen Wmkel- 
gescbwindigkeit co zu dreben, die durcb ca^{cy^~\- a) — g'Y^ gegeben ist; man 
zeige, dass sicb der Ring in einer Lage stabilen relativen Gleicbgewicbtes befindet, 
wenn der durcb ihn gebende Radius des kreisfSrmigen Drabtes mit dem Honzont 
einen Winkel von 45° macbt; man zeige aucb, dass der Ring, wenn er ein wenig 
verscboben wird, eine kleine Scbwingung in der Zeit 


ausfOhrt. ^ 0^8 + a) 

3. Eine gleicbfbrmige Stange von der Lange 2 a, die mittelst zweier gleicber 
paralleler Seile, von denen jedes die Lange h bat, an zwei Punkten in derselben 
borizontalen Linie bSngt, lasst man einen kleinen Winkel um die durcb ibren 
Mittelpunkt gebende Verticale bescbreiben; man zeige, dass die Dauer einer kleinen 


Scbwingung 27r^/^^ ist. 
Xtouth, Dynamik I. 


28 
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4. Zwei gleiclie scHwere St§ibe, die dnrcli ein Gelenk verbunden smd, das 
eine Bewegung in einer vertiealen Ebene znlasst, rotiren mn eine verticale durob 
das Geleni: gehende Axe und ein Faden, dessen Lange doppelt so gross, als jeder 
Stab, ist, wird an ihren Enden befestigt und tragt in seinem Mittelpunkt ein Ge- 
wicbt. Wenn Jif, M! die Massen eines Stabes und des Massenpunktes sind und 
2 a die Lange eines Stabes, zu beweisen, dass die Winkelgeschmndigkeit urn die 

yerticale Axe, ’weim die Stabe und der Eaden ein Quadrat bilden, 

ist; femer zu beweisen, dass, wenn das Gewicht in verticaler Riobtung um ein 
Geringes berabgedruckt und das System alsdann siob selbst uberlassen wird. 


V-. 


2al/2 


M+%M' 

M 


die Zeit einer kleinen Scbwmgung 


Y 


4al/2 M + ^M' 
Ibg ' M + 


1 st 


5. Ein Ring vom Gewicbt W gleitet auf einem Stab, der mit der Yerticalen 
den Winkel a macbt und ist mittelst eines elastiscben Fadens an einem Punkt 
in der Ebene des Stabes befestigt Der Punkt ist so gelegen, dass sein kleinster 
Abstand Yom Stab der natiirlicben Lange des Fadens gleicbkommt. Man beweise, 
dass, wenn 0 die Reigung des Fadens gegen den Stab in der Gleiobgewicbtslage 

W 

bezeicbnet, cotg 6 — cos d = — cos a ist, worm w den Elasticitatsmodulus des 
Fadens bezeicbnet Wenn femer der Ring ein wenig verscboben wird, so betragt 

1 /Wl t 

die Zeit einer kleinen Scbwingung Sar 1/ =— , wobei I die natiirlicbe 

Lange des Fadens bedeutet. Y 


6. Eine kreisfdrmige RSbre Tom Radius a entbalt einen elastiscben Faden, 
der an ibrem bScbsten Punkt befestigt ist, dessen Lange der Peripherie der 
RSbre gleicbkommt und an dessen anderem Ende ein scbwerer Massenpunkt be- 
festigt wird, der die Lange des Fadens, wenn er vertical berabbinge, verdoppeln 
wurde. Das System drebt sicb um den vertiealen Durcbmesser mit der Winkel- 

gescbwindigkeit • Man finde die relative Gleicbgewicbtslage und beweise, 

dass die Zeit einer kleinen Sebwingung des Massenpunktes, wenn er leiebt gestbrt 

wird, l/^ betragt. 

Y 9 


7. Das untere Ende A eines sebweren gleicbfbrmigen Stabes A.R ist an 
einer vertiealen Axe befestigt und ein elastisober Faden verbindet B mit einem 

A JB 

andem Punkt C der Axe, so, dass AG ^ — zr = a ist: das Ganze IS/Sst man um 

y2 

A 0 mit einer solcben Winkelgescbwindigkeit rotiren, dass der Faden sicb auf das 
Doppelte seiner natiirlicben L^ge ausdebnt und horizontal liegt, wenn sicb das 
System in relativem Gleichgewicbt befindet, und uberlasst es dann sicb selbst. 
Wenn der Stab in einer vertiealen Ebene leiebt gestSrt wird, zu beweisen, dass 


die Zeit einer kleinen Sebwingung ist, vorausgesetzt, dass der Stab 

sebwer genug ist, um den Faden auf seine doppelte L^ge auszudebnen. § 462, 


8. Drei gleiche elastisebe FS^den AJB^ JBC, CA umgeben einen Ereisumfang 
und die Enden bei A sind befestigt. Bei B und G sind zwei gleicbe Massen- 
pnnkte von der Masse m angebunden W^enn 2 die natiirlicbe LSnge eines jeden 
Fadens ist, wobei von ibnen angenommen wird, dass sie bestandig ausgedehnt sind, 
und X der ElasticitS^tsmodulus, zu zeigen, dass die Massenpunkte bei einer St6rung 



Beispiele (§ 476). 
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des Grleiclig’ewichtes sich. nach. den Intervallen srT/ in gleiclien Abst^den von 
A befinden. ^ ^ 

9. Ein Punkt von der Masse M. wird in die Nabe des Mittelpunktes eines 
glatten kreisfOnnigen borizontalen Tisches vom Radius a gelegt und Paden an 
ihm befestigt, die iiber n glatte Rollen laufen, welche in gleichen Abstanden auf 
deni Umfang des Kreises angebracbt sind; an dem andern Ende eines jeden Fadens 
ist ein PunM von der Masse M angebunden, man zeige, dass die Zeit einer klemen 


Scbwingung des Systems 2 


"(■ 


'2 -|- n 


ist 


n g} 

10. Zwei Scbeiben gleiten in einer kreisfSrmigen, Luft enthaltenden Rohre 
von gleicbfOnniger Bohrung und passen genau in die Aushbblung. Sie nebmen 
im Anfang eine solcbe Lage ein, dass die Linie, die ibre Mittelpunkte verbindet, 
durcb das Centrum der Robre gebt, und die Luft in der Rbbre bat anfanglicb 
ibre nat^licbe Dicbtigkeit. Die eine Scbeibe wird so in Bewegung gesetzt, dass 
die Aafangsgescbwindigkeit ibres Centrums eine kleine Grosse ist. Weim die 
TrSigbeit der Luft vemacblassigt wird, zu beweisen, dass der Punkt auf der Axe 
der Robre, der gleicben Abstand von den Centren der Scbeiben bat, sicb gleicb- 


fOrmig bewegt und dass die Scbvdngungsdauer jeder Scbeibe 2?r 




llajr . 


4:P 


ist, 


worin M die Masse einer jeden Scbeibe, a den Radius der Axe der Robre und P 
den Druck der Luft auf die Scbeibe in ibrem naturlicben Zustand bezeicbnet. 


11 Ein gleicbfbrmiger Stab von der Masse M und Lange 2 a kann sicb um 
eine feste horizontale Axe an seinem einen Ende dreben ; an das andere Ende ist 
ein Faden von der LSuge Z befestigt, dessen zweiter Endpunkt einen Punkt von 
der Masse w tragt. Wenn wabrend einer kleinen Scbwingung des Systems die 
Neigung des Fadens gegen die Verticale stets doppelt so gross, vrie die des Balkens 
bleibt, so ist M(8l — a) == 6m(Z + a). § 458. 

12. Eine Kegeloberflacbe, deren balber Winkel an der Spitze a ist, liegt fest 
und ibre Axe bildet mit der Yerticalen den Winkel 6; ein grader gJatter Kegel, 
dessen balber Winkel an der Spitze j3 ist, wird so in ibr Inneres gelegt, dass die 
Spitzen zusammenfallen, Man zeige, dass die Zeit einer kleinen Scbwingung 

ist, worin a den Abstand des Scbwingungsmittelpunktes des 
Kegels von der Spitze bedeutet. 

13. Eine Anzabl KOrper, deren Massenpunkte sicb mit Kraften anzieben, die 
dem Abstand proportional sind, sind im Stande, sicb auf gewissen Curven und 
Flacben zu bewegen. Man beweise, dass man die Lagen stabilen Gleicbgewicbtes 
findet, wenn man die Summe der Tragbeitsmomente A, JB, (7 des Systems far 
drei iien^ die recbtwinklig zueinander sind und durcb seinen Sobweipunkt geben, 
zu einem MiniTmiTn macbt. § 469. 

14. Ein Massenpunkt bewegt sicb innerbalb eines Dreiecks ABC und wird 
senkrecbt zu den Seiten mit Kraften angezogen, von denen jede ;i-mal seinem 
lotbrecbten Abstand von ibnen gleicb ist. Man zeige, dass seine Bewegung durcb 
zwei periodiscbe Ausdrucke von der Form P Bin{iy'(if*) + ®} gegeben ist, worin 
(1 — 1) (1 — 2) + 2 cos A cos P cos (7= 0 ist. 

Man zeige, dass die Wurzeln dieser quadratiscben Gleicbung reell und 
positiv sind. 

Man untersucbe den Pall, in welcbem das Dreieck gleicbseitig ist und veri- 
ficire das obige Resultat, obne von dem fruberen Beweis Gebraucb zu macben, 

28* 
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16. Die Kraft, mit der sicli zwei kleine Massen anziehen, ist dem reci- 
proken Quadrat des Abstandes proportional und in der Entfemung a einem 

sebr kleinen Bruch ^ des G-ewichts einer jeden Masse gleich. Sie sind mittelst 

zweier F§,den von der Lange I an zwei Punkten in einer horizontalen Ebene auf- 
gehangt und haben den Abstand a voneinander Man lasst sie Heine Schwingungen 
in derselben verticalen Ebene ausfdhren; zu beweisen, dass die Bewegung einer 
jeden aus zwei harmonischen Bewegungen zusammengesetzt ist, deren Perioden 
22 

sich nahezu wie 1:14 verhalten. 

na 



Kapitel 5. 

Specielle Probleme. 

Schwingungen eines schaukebideii Korpers im EaTim Yoa 

drei Dimeasionen. 

§ 477. Ein schw&rer Korper schwingt in einem Maim von drei 
Bimensionen mil einem Freilmtsgrad auf einer festliegeoide^i rauJien Flaclie 
von leliebiger Form derart, doss Izeine Rotation um die gememschaftliclie 
Normale stattfindet Man finde die Bewegung. 

§ 478. Die relative Indieatrix. Es sei 0 der Berabrungspuiikt, 
wenn der schwere Korper sicli im Gleicligewicht "befindet. Die gemein- 
same Normale sei die ; 0 -Axe und die beiden andern Axen mogen senk- 
recht auf einander stehen und in der gemeinsamen Beriihrungsebene 
liegen. Den Gleicliungen fiir die in der Nalie von 0 liegenden Theile 
der Flachen kann man die Gestalt 

s = j + 2 &a; 2 / + c/) + etc., 

/== i 2h'xy-\- c 3 /®) + etc. 

geben. Man lasse eine Ordinate sich. so um den Ooordinatenanfang 0 
dreLen^ dass der Theil 0 — / zwischen den Flachen constant und 
einer unbegrenzt kleinen Grosse ^ gleich ist. Sie beschreibt auf der 
iry-Ebene einen unendlich kleinen Kegelschnitt^ dessen Gleichung 

(a - a')x^ + 2(b — V)xy + (c - c')y^ = 2J 

ist. Jeder ihm ahnliche nnd ahnlich gelegene Kegelschnitt, der in 
der Beriilirungsebene liegt und dessen Centrum sich in 0 befindet^ 
heisst die relative Indieatrix der beiden Flachen. 

Ist OR ein Radiusvector dieser Indieatrix, so variirt der TJnter- 
schied der Krummungen der beiden durch die Normalebene 2 OR ge- 
machten Schnitte (oder ihre Summe, wenn sie in entgegengesetzten 
Richtungen gemessen werden) umgekehrt wie das Quadrat von OB. 
Dies folgt aus der Definition der Kegelschnitte nach einem bekaimten 
Satz der Raumgeometrie, So seien z. B. (r, z), (r, die Coordinaten 
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zweier Punkte auf den beiden Kriimmungskreisen in demselben Abstand 
von der ^^-Axe. Scbliesslicb wird 2q0 = und 2p'/ = r®; 0 — / 
ist aber gleicb J-j eliminirt man daber 0 und so variirt, wie man 
siebt^ der Unterscbied der Kriimmungen umgekehrt wie 0 ^. 

OJR sei die Tangent e an den rollenden Bogen, welcber durcb die 
geometriscben Bedingungen des Problems bestimmt wird; q, q\ die 
Kriimmungsradien der Scbnitte, welcbe die Normalebene durcb OR er- 
zeugt, seien positiv, wenn die Kriimmungen m mtgegengeset^ter Richiung 

stattfinden, und es moge 7 = “ 4“ ^ kann dann der Radius 

der relativen Krumrmmg heissen. 

Die drei folgenden Satze sind in der Dynamik von Nutzen. 

§ 479. 1. Satz. Die Momenfanaxe. Sind 01 und Oy zwei con- 
jugirte Durcbmesser der relativen Indicatrix und ist Oy eine Tangente 
an den rollenden Bogen, so ist OJ die Momentanaxe und wenn 6 den 
unbegrenzt kleinen Winkel bezeicbnet, der um die Momentanaxe be- 
scbrieben wird, so ist der roUende Bogen 6 gleicb 6s sinyOI. 

Um es zu beweisen, trage man in der yz-Eh&ne auf den Flacben zwei 
Liingen OJP und OP' ab, von denen jede a gleicb ist In der Grenze ist dann 
P'P der Nonnalen Oz parallel. P'P mCge die xy-Ebene m M scbneiden. Zieht 
man eine andre Ordinate Q'QNy die unbegrenzt nabe an P'PM liegt, so dass 
PP' ^ QQ' wird, so ist MN ein Bogenelement der relativen Indicatrix, welcbe 
durcb M gebt und daber parallel zu OJ, dem zu OM conjugirten Durcbmesser. 
Femer ist PQP'Q' ein ParaUelogramm. 

Die Ebenen OPQ^ OP'Q' sind scbliesslicb Bertlbrungsebenen in P und P' 
und rniissen sicb in einer Geraden OJ scbneiden, die parallel zu PQ oder P'Q' 
ist. Drebt man dann den Koiper um OJ, so werden die Berubrungsebenen in 
P und P* zur Deckung gebracbt und der eine KCiper roUt auf dem andem. 
OJ ist daber die Momentanaxe. 

Daraus nun, dass MN die Projection von PQ oder P'Q' auf die ajy-Ebene 
ist, folgt, dass OJ, welcbes parallel mit MN lauffc, die Projection von 0 J, der 
ParaUelen zu PQ oder P' Q' ist. Weil femer die parallelen Linien PQ und P'Q' 
als Tangenten an die Flacben unbegrenzt Heine Winkel mit der a;y-Ebene 
macben, so bildet aucb OJ einen unbegrenzt Heinen Winkel mit OJ. Wenn (p 
diesen kleinen Winkel und 6 den Eotationswinkel um OJ bezeicbnet, so wird die 
Bewegung des KCrpers durcb die Rotationen 0 sin g? um Oz und 0 cos 9 um 01 
dargestellt. Da 0 unbegrenzt Hein ist, so ist die erstere eine GrSsse zweiter 
Ordnung und zu vemacblassigen. Die letztere reducirt sicb auf 0. 

Um den zweiten Tbeil des Satzes zu beweisen, zerlege man die letztere 
Rotation in eine Rotation 0 cosyOJ um Oy und eine andre 0 sinyOJ um Ox. 
Die erste bat keine Wirkung auf den l^ngs Oy rollenden Bogen, die letzte Hefert 
offenbar or = 50 sin 2/ 0 J. 

§ 480. 2 . Satz. Der StabilitStscyDnder. Man trage auf der ge- 
meinscbaftlichen Normalen 0 ^ die Lange s sin^ 2 ^ OJ ab und bescbreibe 
einen Kreiscylinder, der diese Lange zum Durcbmesser seiner Basis 
bat und dessen Axe 01 parallel lauffc. Liegt der Scbwerpuntt des 
Koipers innerbalb dieses Cylinders, so ist das Gleicbgewicbt stabil. 
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liegt er ausserhalb und iiber der icy-Ebene, so ist es imstabil. Der 
Cylinder kann also Stabilitatscylinder genannt werden. 

Es folgt dies unmittelbar aus detn zweiten Ausdmck fiir das 
Moment der Schwere um Oi in dem nacbsten Satz. 

§ 481. 3. Satz. Die Schwingungsdauer. Wird der Schwerpunkt 
noit G und der Tragheitsradius des Korpers fur 01 mit K bezeicbnet, 
so findet man die Lange L des gleichwerthigen einfacben Pendels aus 

■^ = s cos • sin^yO J — OG • ^m^GOI 

und wenn die Verlangerung you OG den Stabilitatscylinder in V 
schneidet, so ist 

~ = (?Fsm2 G 01. 

Daraus ergibt sich, dass die Schwingungsdauer des Korpers die- 
selbe ist, wie in dem Fall, wenn die feste Flache eben ist und die 
Eriimmungen des oberen Korpers an dem Beriihrungspunkt so geandert 
werden, dass die relative Indicatrix die namliche bleibt, wie zuvor. 

§ 482. Der Beweis wird gefolirt, indem man die Momente urn die Momentan- 
axe nimmt, siehe § 448. Das Yerfahren lasst sich ungefahr so angeken Im 
Gleiohgewicht ist 0 der Beruhrimgspunkt und OGr vertical; bei dem BoUen des 
KSrpers anf der Elache z. B in der Ricbtnng yP sei, zur Zeit P der Berulirungs- 
punkt und 0% Cr' die von den Punkten 0 und G des KSrpers im Baum ein- 
genommenen Lagen. Diese Punkte 
sind in der Figur nicht angegeben, 

0 und O' liegen aber offenbar 
zwischen y' und P unbegrenzt dicbt 
aneinander und so, dass 0 O' senk- 
recht auf Py' stebt, wabrend G' 
sicb von G, von einem Punkt in 
Pr aus geseben, etwas nacb der 
recbten Seite bin entfemt. Man 
ziebe P W vertical und PF parallel 
imd gleicb O'G'. 1st PI' die 
Momentanaxe zur Zeit t, so ist 6 
der Winkel zwisoben den Ebenen 
TTPr und FPT. 

Um das Moment des Gewicbtes 
um pr zu finden, zerlege man 
die Scbwere parallel und senkrecbt 
zu pr. Die erste Componente bat kein Moment um PJ', die letztere ist g sinTTPP 
und mSge parallel zur Geraden KP wirken. Das gesucbte Moment ist das Product 
aus der Componenten der Scbwere und dem kurzesten Abstand zwiscben der Bicbtung 
dieser Kraft und der Geraden PI'. Dieser kiirzeste Abstand ist der Summe der 
Projectionen (mit den ricbtigen Yorzeicben) von PO', O'G' auf eine sowobl auf 
KP als auf PI' senkrecbt stebende Gerade gleicb. Diese Gerade sei PJS. Die 
Projectionen findet man mit Hulfe der spbSriscben Trigonometrie, Die Figur m5ge 
die spbariscben Dreiecke darstellen, welcbe von den Bogen, die den verscMedenen 
Winkeln am Mittelpunkt P gegenuber liegen, auf einer Kugel gebildet werden. 


X' 
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Pif sei femer eine Tangente an JPO* den rollenden Bogen und die Normale 
zur Placlie im Punkt P, Die Projection von PO' auf PH ist 

6 cos yPH = <j cos y PN cos NPH = ff sin y PF cos KPz\ 

Die Projection von O'G' ist dieselbe, wie die von PP, namlicli 

PF COB HPF= — PFsmWPF= — OG dsmWPF. 

Die Differentialgleiclmiig ist daher 

= — ^9[s PF sinTFPP • cos JSTP/ — OG sin^TTPP'}. 

Clb 

Man ersetze nun sinTTPP * cos PP^s^ durch das gleichwerthige cosTP’P^f'. 
In den kleinen Gliedem, die den Factor 6 entbalten, kann man die Accente ent- 
femen und Pj W dnrcli 0, G ersetzen Man erkalt so unmittelbar das eine 
Resnltat 

Um zu dem andem zu kommen, schreibe man die Momentengleicbung in 
der Form 

^ , ■r^ -r/ cos PP/ 

Wenn aber D der Diircbmesser des Stabilitatsoylinders ist, dessen Axe 
parallel PF lauft und wenn PTT den Cylinder in V schneidet, so hat man 

P 7 • cos KPW == D • cos KPz\ 

Substituirt man dies in die Gleiohung, so erhalt der Ausdruok in der Klammer 
die Form P7 — OG, was in der Grenze gleich GY ist. So findet man das 
zweite Resultat 

Man kann auch die Penoden mit Hdlfe der lebendigen Kraft ermitteln. 


Scliwmgiiiigen von Kegeln in dem Eanm von drei 
Dimensionen. 

§ 483. Sclwingniigeii you Kegeln in erster NSlening. Bin 

scJmerer Kegel von beliebiger Gestalt schivingt mf einer festliegenden 
rmlien Kegelfldche, wobei die beiden Sjgitsm msammenfaUen, Man soil 
die Haim einer Tdeinen Schwingung finden. 

Die Bewegung eines Kegels xnn seine Spitze als festen Punkt 
wird man am geeignetsten mit Hiilfe der sphaxischen Trigonometrie 
erortem. 

Es sei 0 die gemeinschaftliche Spitze, G der Schwerpunkt des 
beweglieken Kegels, OG = h, Wir nekmen an, die spkarisclien 
Dreiecke wiirden auf der mit dem Centrum 0 und dem Radius Ji be- 
schriebenen Kugel construirt. 01 sei die Momentanaxe des beweg- 
lichen Kegels, d. h, die gemeinschaftliche Erzeugende, langs welcher 
sich die beiden Kegel ber^ren. Sie schneide die Kugel in Z OW 
sei eine nach oben gezogene Verticale, welche dieselbe Kugel in W 
trifffc. Es seien die Bogen W1 = GI = r. In der Gleichgewichts- 
lage fallen die drei Geraden OW, OG^ 01 in dieselbe verticale Ebene 
und so sind sie in der Pigur dargestellt. 



441 


Schwingungen von Kegeln (§ 482—483) 


Es sei n die Neigung der verticalen Ebene GOI gegen die 
Normalebene auf die beiden Kegel durch 01. q' seien die halben 
Winkel an der Spitze der beiden graden osculirenden Kreiskegel, 
welche sicb langs O/beruhren^ nnd seien positiv^ wenn die Kriinmiungen 
entgegengesetzte Ricbtung baben. In der Figur 
sckneiden ihre zugehorigen Axen die Kugel in (7 ^ 

nnd D. 

1st K der Tragheitsradius des beweglichen 
Kegels fiir 07, so ist die Lange L des gleich- 
wertbigen einfacben Pendels durcb 

• / N sin 0 sin o' 

hi = (« - »') cos w - sm r sm ^ 

gegeben. 

Man erbalt dieses Resultat, wenn man die Momente tun die 
Momentanaxe nimmt, § 448. Ist G' die Lage des Scbwerpunktes zur 
Zeit t nnd d der Winkel zwiscben den Ebenen GOIj G'OI, so hat man 





d^e 

dt^ 


= M 


( 1 ), 


worm M das Moment der an G' angreifenden Bescbleunigung g um 
die Momentanaxe znr Zeit t ist. 

Ist OP eine benacbbarte Erzeugende des festUegenden Kegels 
nnd (f der Winkel P07, so muss das Moment M' nm OP der an G' 
angreifenden Bescbleunigung g eine Function von 0 und <? sein. Man 
hat daber bis zu kleinen Grossen erster Ordnung genau 

M^ = A& + Be ( 2 ), 

worin ALund B zwei Ausdrucke sind, die von der Gestalt des Kegels abbangen. 

Scbliesslich erbalt man, wenn OP die Momentanaxe zur Zeit t ist, 

0 sin (^ + pO “ ® P (py 

Durcb Elimination von 6 Oder 6 aus diesen Gleicbungen ergibt 
sicb die Scbwingungsdauer. 

Die Beziebungen (2) und (3) werden in den §§ 484 und 485 auf 
elementare Art abgeleitet. Das Yerfabren entspricbt Scbritt fiir Scbritt 
dem bei der Scbwingung der Cylinder angewandten (§ 441), der Haupt- 
unterscbied bestebt darin, dass die in der Figur fiir die Cybnder be- 
nutzten Geraden bier durcb spbariscbe Bogen ersetzt werden. Der 
Beweis fiir die Beziebung (3) bietet keine Schwierigkeit dar; in dem 
aUgemeinen Fall aber, in dem der roUende und der festbegende Kegel 
beliebige Gestalt baben, wird die fiir die Beziebung (2) erforderlicbe 
Figur ziemlicb verwickelt. In specieUen Fallen, wie wenn die fest- 
liegende Flacbe eine Ebene oder der roUende Kegel ein Umdrebungs- 
kegel ist, wird das Yerfabren bedeutend einfacher, wie an einigen 
Beispielen in § 486 gezeigt werden soli. Der Beweis, der sicb fiir 
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den einzelneiL grade in Betraclit gezogenen Fall am besten eignet, 
wird dabei noch einmal kurz skizzirt. 

Eine andre Methode. Betrachtet man die Tlieile von die 6 und 

6 m verdanlten sind, getrennt^ so erhalt man ihre Werfhe ohne eine 
complidrtere Figtcr nbthig m Jidben, als die in diesem Paragraphen 
gegebene, Der Beweis ist wie folgt. 

Nimmt man (1) an, es sei c = 0, so ist M* das Moment um 01 der an G 
parallel znr Verticalen WO angreifenden Beschleunigung g. Da der KSrper 
um 01 den Winkel 6 beschreibt, so ist derJBogen GG' =hB sin <r J. Zerlegt 
man g parallel und senkrecht zu OX, so ist die letztere Component e g sinTPX 
und ibr Moment um 01 ist g sinTl^X GG\ Substituirt man fiir die sphinsclien 
Bogen TFX und GI ihre Wertbe z undr, so wird das Moment — gJid sinrsin^f 

Nimmt man (2) an, es sei d = 0, so ist M' das Moment um die benacbbarte 
Erzeugende OP der an G parallel zu TTO angreifenden Beschleunigung g. Zerlegt 
man g in der Bichtung von und senlsrecht zu O 0 , so ist die letztere Compo- 
nente g sin W G und sie greiffc an 0 in der Richtung der Tangente an den Bogen 
OX an Um ihr Moment nTn zu finden, suchen wir dire Componente senk- 
recht zur Ebene OGP und multipliciren sie mit h sin OP Das Moment ist 
daher das Product von g sin TTO, sinXOP und h sin OP. Da sowohl a cosn 
als IGJP sin OP Ausdrdcke fur den senkrechten Abstand des Punktes P von 
dem Bogen OX sind, so wild das gesuchte Moment gh a Bin(^f — r) cos»z, worm 
z — r statt W G geschrieben wurde. 

Der Yollstandige Werth von M ist daher 

M g7i{ 6 OQsn sin(^f — r) — 0 sin r sin ^ . 

§ 484. Bei dem Rollen des schweren Kegels auf der FlSiche nimmt^ der 
Punkt auf der Kugel, der sich bei X im Gleichgewioht befindet, die Lage X^ ein 
und P ist der neue Beruhrungspunkt. Der Bogen XO mcJge die Lage X O er- 
halten und das Centrum Q des osculirenden Kegels sich nach C begehen^ 



^ = XP sei der durchroUte Bogen und 6 der Winkel, um den sich der Kegel 
gedreht hat. Da dieser Winkel in der Grenze dexselbe wie CJPC' ist, so hat man 
CC =0 sin Sowohl CG' cosec -j- als g cosec sind dem Winkel TDJP 

gleich. Man hat daher o = 0 . 



Sch-wingungen von Kegeln (§ 483—486). 
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§ 486. Die Yerticale OW trifpfc die Kugel in W. Um das Moment des 
Gewichtes um OP zn finden, muss man die Scliwere parallel und senkrecht zu 
OP zerlegen. Die erste Componente liat kein Moment, die zweite ist ^ sin TTP 
Die letztere m 6 ge parallel zur Geraden KO vrirken Das gesuchte Moment ist das 
Product aus dieser Componenten der Schwere und der Projection von OG' auf die 
Gerade OH, die senkrecht sowohl auf GJT als OP steht Die Seiten des spha- 
rischen Dreiecks HKP sind daher sammtlicli reclite Winkel. Im Gleichgewichts- 
zustand liegt G in der verticalen Ebene WOI und beim EoUen des Eegels 
bewegt sich G nach G\ so dass der Bogen GG' senkrecht auf W I und gleich 
0 sinr ist. Er m 6 ge WP m M treffen Die gesuchte Projection ist 

hcoaHG' = — h MG', 

da HM ein rechter Winkel ist. Weil PI mit PH einen Winkel macht, der in 
der Grenze gleich n wird, so hat man in der Grenze 

GM sinTTG sin ( 2; — r) 

(T cos n sin WI sin s 

Das gesuchte Moment, das den Kegel zurtick in seine Gleichgewichtslage drangt, 
ist ghamz{GM — GG'), das durch Substitution die Gestalt 

M = gli[G cos w sin ( 2 f — r) — 6 sin r sin 2 ? } 

erhalt. Setzt man dieses Moment mit verandertem Yorzeichen gleich E^cVd/dt^, 
so folgt daraus das zu beweisende Resultat unmittelbar. 

Zu dieser Gleichung kommt man auch mittelst der in § 509 angegebenen ana- 
lytischen Methode. Dort wird das hier benutzte geometrische Yerfahren durch Diffe- 
rentiationen ersetzt, die man bis zu jedem hbheren Grad der Ann’aherung aus- 
dehnen kann. 

§ 486. Beispiele. Beisp, 1 Wenn der obere Kcirper ein grader Kegel mit 
dem halben Winkel q an der Spitze ist und auf irgend einer Kegelflache liegt, 
so wird n = 0 und r = q. Der obige Ausdmck erhSlt dann die Form 

sin ( 2 ?+ p') sin* 9 

JiL sin(^4-(>') 

Beisp, 2 . Ein grader Kegel mit dem Winkel 29 an der Spitze und der 
Hc 5 he a, der mit seiner Spitze an einem festen Punkt an einer rauhen verticalen 
Wand aufgehangt ist, macht kleine Sehwingungen; man beweise, dass die Lange 

des gleichwerthigen Pendels ^ “^cos^p ~ " betragt. 

Der Kegel, wenn er sich im Gleichgewicht befindet, moge die Ebene in der 
Yerticalen Oz beriihren. Zur Zeit t sei die Erzeugende OH die Beruhrungsliiiie 
und zON~c^ OA aei die Axe. Zerlegt man die Schwere in der Richtung 
von und senkrecht zu der Linie ON und nimmt die Momente um die Momentan- 
axe ON, so hat man 

. 3 . 

= — sm<y • jasm^. 
dB 

Wenn nun der Kegel um ON den Winkel dt beschxeibt, so ruckt der Mittel- 

punkt A der Basis um den Bogen a sing • voran; ist nun AH senkrecht 

dt 

auf ON, so ruckt auch H um ebensoviel voran. H legt aber den Bogen OH- dts, 
das heisst a cos 9 der zuruck. Man hat daher ddfdt tg q • Setzt man 

diesen Werth von dO/dt in die obige Gleichung ein und entnimmt den Werth 
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von dem § 17, Beisp. 7, so findet man die Lange des gleichwerthigen Pendels 
ohne Schwierigkeit. 

Beisp. 8 Ein grader Kegel mit dem Winkel an der Spitze und der 
Hdbe a schwingt auf einer vollkommen raulien Ebene, die mit der Yerticalen 
den Winkel z macbt; die Lange des gleicbwerthigen Pendels ist 

a(l -[- 5 CQS^g) 

5 cos ^ cos z 

Man zerlege die Scbwere in g cos z in der Bicbtung die Ebene ab'wSjrts und 
eine dazu senkrecbte Componente, die zu vernacblSjSsigen ist Man verfabre dann 
weiter, wie bei der vorigen Aufgabe. 

Beisp. 4. Em grader Kegel, deasen Winkel an der Spitze 2p und dessen 
Hobe a ist, wird durcb eine seme Ase entbaltende Ebene getbeilt Die eine 
HSjlfte rubt im Gleicbgevacbt mit ibrer Axe auf der Erzeugenden eines festliegenden 
graden Kegels mit dem Winkel 2 an der Spitze und die Spitzen fallen zusammen ; 
man beweise, dass die Lange L des gleicbwertbigen Pendels durcb 

{97i»+16tg*e}^^^^- 8® sin2tg9'— 4tge 

gegeben ist, worin z die Neigung der Berukrungslinie gegen die nacb oben positiv 
angenommene Yerticale bedeutet. 

§ 487. Bedingnug far die stabile Oleichgewichtslage von Kegeln in 
erster Naherung. Die Stahilitatsiedingung m wenn ein schwerer 

Kegel im Gleicligewidht auf einem vollkommen rauhen im Baum festliegenden 
Kegel ruht. 

Offenbar muss die Lange L des gleicliwertliigen Pendels^ wie sie 
in § 483 gefunden wurde, eine positive Grosse sein. Dies fiUirt zu 
der folgenden Construction, die in der Figur auf S. 441 dargestellt 
ist. Man trage auf der gemeinschaftliclien Iformalen Cl der Kegel die 
Lange IS = s ab, so dass cotg s = cotg p + cotg p' ist. Ziebt man 
von S aus den Bogen SR senkrecbt zu IGW, so ist 

cos^^ = cotg5 • tg JJi. 

L ist alsdann positiv und das Gleichgewicht stabil, wenn der Schwer- 
punkt des beweglicben Kegels entweder unter der gemeinschaffclicben 
Erzeugenden der beiden Kegel oder tiber ibr unter einem solcben 
Y7inkel r liegt, dass 

cotg r > cotg z + cotg IB ist. 

Ist die Spitze 0 sebr weit entfemt, so werden die Kegel Cylinder. 
Alsdann reducirt sicb die Stabibtatsbedingung, wenn der Bogen 0 ein 
Quadrat ist, auf r < JBj was mit der Bedingung in § 442 tiber- 
einstimmt. 


Orosse tautoclirone Bewegnngen. 

§ 488. Wenn die Scbwingungen eines Systems nicbt klein sind^ 
so lasst sicb die Bewegungsgleiebung nicbt immer auf eine lineare 
Form reduciren und eine ^gemeine Eegel fur ibre Auflosung bann 
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nicht gegeben werden. Die Scbwingung kann aber noch tautochron 
sein und es ist manchmal wicbtig festzustellen, ob es der Fall ist. 
Verscbiedene Methoden zur Entscheidimg dieser Frage liefern die 
folgenden Paragraphen. 

Sobwingt ein Massenpunkt auf einer gegebenen glatten Curve 
entweder in einem luffcleeren Raum oder in einem Mittel, dessen 
Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist, so ist, wie wir wissen, 
die Schwingung um die Gleicbgewichtslage tautochron, wenn die 
Tangentialkraft P = m^s ist, worm s die Lange des von der Gleich- 
gewichtslage aus gemessenen Bogens und m eine Constante bedeutet, 
§ 434. Wenn daher irgend eine rectificirbare Curve gegeben ist, so 
lasst sich die richtige Kraft, welche eine tautochrone Bewegung hervor- 
bringt, sofort angeben. So ist die KeUenknie eine tautochrone Curve, 
wenn eine Kraft m^y in der Richtung der Ordinate angreiffc, da die 
Componente langs der Tangente offenbar ist. Die logaritlimisclie 
Spvrale ist fiir eine Centralkraft tautochron, die nach dem Pol ge- 
richtet ist, weil die Componente langs der Tangente ist, wenn 
= (I cos^a gesetzt wirdj daher bleibt die Zeit bis zur Ankunft am Pol 
fiir alle Bogen dieselbe. Ebenso sind die Epicycloide und Sypocydoide 
tautochrone Curven fiir eine Centralkraft, die entweder die Richtung 
nach dem Centrum des festliegenden Kreises oder von diesem Centrum 
weg hat und dem Abstand proportional ist; denn, da == As^ + P, 
so variirt die Componente langs der Tangente, namlich prdr/ds wie s. 
In alien diesen Fallen ist die Zeit bis zur Ankunft in der Gleich- 
gewichtslage die kleinste positive Wurzel aus der Gleichung tgnt= n/h 
(§ 434), worin 2Jcv der Widerstand und = ist. Die ganze 

Zeit von einer Lage momentaner Ruhe bis zur nachsten ist — • 

§ 489. Wenn die Bewegungsgleichung ^ 

do/H/n F eine homogene Function vom ersten Grud voTStellty so ist filT 
jede BuheUge des Systems die Zeit lis zwr Ankunft in die Lage, welche 
durch x — 0 definirt wird, dieselbe. 

Die homogene Function moge ^/’(■^^) geschrieben werden. Es 

seien x und g die Coordinaten zweier Systems, welche vom Zustmd 
der Ruhe in zwei versehiedenen Lagen ausgehen und es sei mfanglich 
X = d g = "icOf. Wie man sieht, verwandelt sich die Differential- 
gleichung des einen Systems in die des andem, wenn man % = %x 
setzt Wenn daher die Bewegung des einen Systems durch x^ (p(t, A, B) 
gegeben ist, so ist es die des andem durch g = A', P')- 2ur 

Bestimmung der willktirlichen Constanten A, P und A', B' hat man 
genau dieselben Bedingungen, dass namlich fOx t 0,^ 

= 0 sein muss. Da nur eine Bewegung aus einer einzelnen 
Reihe von Anfangsbedingungen folgen kann, so hat man A' = A und 
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B' = J5. Daher tleibt walirend der ganzen Bewegung ^== xx und 
X und § Yerschwinden somit gleichzeitig. Daraus folgt^ dass die Be- 
wegungen der beiden Systeme Yolltommen ahnlicb und die Zeiten 
gleich sind. 

Dasselbe Resultat erbalt man durch Integration der Differential- 
gleicbung. Setzt man dx/dt = px, so findet man nach der Elimination 
Yon Xy dass die Yariablen p und t getrennt werden konuen, indem man 
zeigt, dass p eine Function von B ist. Daher wird durch eine 

leichte Integration x = A(p(t -f- B). Fiir ^ = 0 ist dx/dt = 0 und 
daher (p{B) = 0. Auf diese Art findet man B, und x verschwindet 
fiir jeden Werth von A, wenn (p(t B) = 0 ist. 

Es ist zTi beachten, dass, wenn die Kraffc eine homogene Function von x und 
der Geschwindigkeit ist, die Bewegung nur in einein gewissen Sinn tautochron ist. 
Es kann vorkommen, dass das System erst nach unendlich langer Zeit in der 
durch £c = 0 bestimmten Lage ankommt oder dass die Zeit bis zur Ankunft 
imaginar ist !Nimmt man z B. an, die homogene Function sei m^x, worin 
positiv ist, 80 bewegt sich das System Yom Zustand der Ruhe aus immer von 
der Lage x = 0 hinweg. Der Werth von x wird offenbar durch eine Exponential- 
function von X dargestellt, welche nie aufhdrt mit der Zeit zu wachsen. Man 
muss daher bei der Anwendung des Satzes sich vergewissem, ob die durch die 
Gleichung 9 (i-(-jB) = 0 gegebene Zeit reell ist oder nicht. 

Im AUgemeinen lasst sich dieses aus den bekannten Yerhaltnissen eines 
jeden einzelnen Falles bestimmen. Die beiden folgenden allgemeinen Begeln 
kdnnen als Fiihrer bei der Entscheidung dienen Soil die Zeit vor der Ankunft 
in der Lage a; = 0 reell und endlich und die namliche von alien Anfangslagen 
aus sein, so muss die Lage x = 0 offenbar eine GleichgewicJitslage sein Denn 
ware es nicht der Fall und man brachte das System im Zustand der Ruhe un- 
begrenzt nahe an diese Lage, so wurde die Zeit bis zur Ankunft Null sein, es sei 
denn, die Beschleunigung w^re auch Null. Die Ankunftslage muss femer eine Lage 
stahilm Gleichgewichtes sein fur alle Verruckungen oder wenigstens fur die auf 
deijenigen Seite der Gleichgewichtslage, auf welcher die Bewegung stattfinden soil. 

§ 490. Der Lagrange’sclie Satz. Wenn 
(dxy f{x) . J^idx 

dt^ ~\ltJ 7w ^idt’ 

die Bewegungsgleichmg ist, worin F eine homogene Function ersten Grades 
und f(x) eine beliebige Function von x bedeutet, so Idsst sich mgen, dass 
fiir jede Lage, in die man das System bringen Icann, die Zeit bis mr 
Ankunft in der durch f(x) = 0 bestimmten Lage die namliche ist 

Dies ist der Lagrange’sche allgemeine Ausdruck fiir eine Kraft, welche eine 
tautochrone Bewegung verursacht. Er theilte die Formel in den Abhandlungen der 
Berliner Academie, 1766 und 1770 und an andem Orten mit. Einen andem sehr 
comphoirten Beweia, derVariationen sowohl als Differentiationen nSthig machte, gab 
D’Alembert. Lagrange scheint geglaubt zu haben, sein Ausdruck fiir^eine 
tautochrone Kraft sei sowohl nbthig als hinreichend. Dagegen haben Fontaine 
und^ Bertrand gezeigt, dass er zwar ausreicht aber nicht nothwendig ist. Gleich- 
zeitig reducirte der Letztere den Beweis auf wenige einfache Satze. In der 
neuesten Zeit hat Brioschi einen allgemeineren Ausdruck als den L a grange - 
schen gegeben; er scheint aber keine Fsille tautochroner Bewegung zu enthalten 
die nicht auch schon die Lagrange’sche Foimel lieferte ^ 
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Auf die folgende Art kann man zu dem Lagrange’schen Eesultat 
gelangen. Die Bewegung vom Zustand der Ruhe aus ist in Bezug 
auf den Punkt x = 0 tautocliron; wenn 


d^x 

dt^ 



die Bewegungsgleichimg ist. Setzt man x = q)(y), so ergibt sick leickt 

_L l^yy tr. 7p( ^y\ 

worin tp statt cp(y) gesetzt ist und die Accente wie gewohnlick die 
Differentialquotienten bezeichnen. Substituirt man = so batman 

dt^~ fXdtJ f\dt/ 


worin f an Stelle von f(y) geschrieben wurde. Die beiden letzteu 
Glieder dieses Ausdrucks sind eine homogene Function ersten Grades 
von f und dy/dt und damit ist die Lagrange’sche Formel bewiesen. 
Dieser Beweis ruhrt von Bertrand her. 

Die Bewegung geht von der Ruhe aus mit irgend einem Aufangs- 
werth von x und endigt, wenn a? = 0 ist. Wird daher x — (p{y) ge- 
setzt, so beginnt, wie ersichtlich, die Bewegung in der zweiten Gleichung 
mit dy/dt = 0 und mit einem beliebigen Anfangswerth von y und 
endigt, wenn (p{^y) = 0 ist. Nun verschvrindet im AUgemeinen dxjdt 
nicht fiir a; = 0, da das System mit Gesehwindigkeit in der Gleich- 
gewichtslage ankommt. Weil aber dxjdt = (p' (if) dy/dt ist, so ver- 
schwindet auch ^\y) nicht fiir a? = 0. Daraus folgt, da <p = (p -flif) 
ist, dass die Bewegung aufhort, wenn f(y) = 0 ist. 


§ 491. Die Wirknng eines widerstehenden Mittels- Wenn die 
Bewegung der Lagrange’sclien Forniel erdsprechend in eine^n luffleeren 
Baum tautochron ist, so ist sie es auch in einem Mittel, dessen Wider- 
stand der Geschwindigheit proportional ist Ein solcher Widerstand hat 
nur die Wirkung, dass er ein Zusatzglied, namlich 2Tiv, ersten Grades 
in die willkiirliche Function F einfuhrt, Der Satz riihrt von La- 
grange her. 

Ist der Widerstand -f- so gebe man der Lagrange'schen 
Gleichung die Gestalt 


d^x 

dt^ 










Setzt man den Coefficienten von gleich Jc, so ergibt sick durch 
Integration f{x) = Ce*'* + ^ * Wenn x von der Gleichgewichtslage 

aus, in welcher naeh dem Lagrange’schen Satz f{x) = 0 ist, ge- 
messen wird, so muss A= — h'G sein. Daraus folgt, dass fur dieses 
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Widerstandsgeset 0 die Bewegmg tautochron wird, wenn die gegebene 
Kraft 1) ist Dies stimmt mit den von Euler und 

Laplace erhalteneu Resultaten iiberein. 


§ 492. Man kann einen leiehten unahhdngigen JBeweis fur diesen Satis geben. 
Um die Sache zu yereinfacben, sei das System em Massenpimkt, der sick yon dei 
Rube aus auf einer glatten gegebenen Curve naob dem Punkt A der Gleicb- 
gewicbtslage bin unter der Einwiikung einer Tangentialkraffc P bewegt Die 
Bewegungsgleicbung ist 

ii — + P, 

dt 

welcher man die Form geben kann 

^ + 2J(e“«) Pe“, 


vorausgesetzt , dasa du/dt== — h'v^ d. b. ist. 

so wird 


^ + H-^+P.-^'*=o. 
dt^ ' dt ' 


Setzt man ds ~ dw, 


Die Zeit bis zur Ankunffc am Punkt «? == 0 ist unabbangig von dem Bogen, wenn 
man Pe“*^ = 7 n^^o setzt, § 434. Nun ist w — — -f- 0 und wenn s 

yon der Lage aus gemessen wird, in der w? = 0 ist, so bat man k' C = 1. Daber 
ist P =s= — 1), was mit dem zuvor erbaltenen Resultat iibereinstimmt. 

fC 


Die Zeit bis zur Ankunfb in die Lage w; == 0 wird durcb die kleinste positive 
Wurzel der Gleicbung tgnt ^ — n/k bestimmt, worin w* = m* — ft* ist, Sollte 
sein, so gelangt der Massenpunkt in die Lage w ^0 naob einer un- 
endbcb grossen Zeit , § 434 

Laplace bemerkt, dass der Ansdruok fiir die Kraft P yon dem Coeffi- 
denten k desjenigen Tbeiles des Widerstandes, welcber der Gesobwindigkeit 
proportional ist, nicbt abb^ngt, und dass ebenso die Zeit bis zur Ankunfb in der 
Gleicbgewicbtslage von dem Coeffidenten k' des Tbeiles des Widerstandes, der 
wie das Quadrat der Gescbwindigkeit yariixt, unabbangig ist. Mdcamgue celeste^ 
£d, I, S. 38. 


Beisp 1. Man finde eine glatte Curve derart, dass die Bewegung eines 
scbweren Massenpunktea in einem Mittel, dessen Widerstand 2k v -f- k'v^ ist, 
tautocbron wird. Da die Scbwere die allein wirkende Kraft ist, so aetzen wir 




k's). 


Beisp. 2. Man finde die Curve aucb for den Fall, dass die gegebene Kraft 
naob dem Coordmatenanfang gericbtet und gleich ist. 


§ 493. Die Bewegung auf einer ranBen C^cloide. JEm schwerer 
Massenpimkt gleitet von der Buhe aits auf ei/mr rauhm Cycloide, deren 
Axe vertical steM, in einem Mittd, dessen Widerstand der Q-eschwindigheit 
proportimal ist; mam, eeige, dass die Bewegung tautodiron ist. 

Der tiefste Piuikt der Cycloide sei 0, B der Massenpunkt, OB—s 
so, dass der Bogen von 0 aus in einer der Bewegung enigegengesetzten 
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Richtung gemessen wird. Die N’ormale in P mache mit der Verticalen 
den Winkel q sei Kriitnmungsradius im Punkt P und a der Durch- 
messer des Erzeugungskreises. Dann ist, nack bekannten Eigenschaften 
der Cycloide, s = 2asin^, q = 2a cobtIj. Es sei ^ der Reibungs- 
coefficient, g die bescbleunigende Kraft der Schwere und die Masse 
sei die Einheit. Wenn alsdann R der Druck auf den Massenpunkt 
ist, positiv genommenj wenn seine Richtung nach Innen geht und v 
die Gescbwindigkeit, so hat man 

-^ == — g sijiTp — 2kv^ ^ = R — g cos 11 / . . (1). 

Durch Elimination von R wird die Bewegungsgleichung 

+ = 0 . . ( 2 ), 


worin tga = g. Man kann ihr die Form geben 


jl(e^v) + 2Jc(e^v) + ^ Bm(il/ — f) = 0, 


cos Ip 


wenn ^ d. h. u = — ist. Setzt man ds = dw^ so 


wird 
Nun ist 


^ + 2;fc^ + ^ = 0. 

dt^ I dt ' cos rp vr J 


w — J * • 2a coBipdil/ = 2a cos sin(^ — a). 

Die Gleichung reducirt sieh daher auf 
d^v) 


dt* ' ^ dt ' 2ooos*« ^ 


Die Bewegung ist daher tautochron, § 434. Auf welchen Punkt der 
Cycloide man den Massenpunkt im Zustand der Ruhe aucb setzen mag, 
er wird stets den durch w; = 0, d. h. ip = a bestimmten Punkt A in 
derselben Zeit erreichen. Dieser Punkt in welchem die tautochrone 
Bewegung endigt, ist offenbar eine ausserste Gleichgewichtslage, in 
welcher der Grenzwerth der Reibung der Schwere grade das Gleich- 
gewicht halt. 

Die Zeit bis zur Ankunft in A wird durch die kleinste positive 
Wurzel der Gleichung tg = — n/Jc gegeben, worin 

7^2 _ gi 2 a cos^ a 

ist, wahrend die ganze Zeit von einer momentanen Ruhelage bis zur 
nachsten 3r/w ist. 

So lange sich der Massenpunkt in derselben Richtung bewegt, 
behalt die Constante ft dasselbe Vorzeichen, § 159. Die Bewegung 
ist daher durch 

Bo nth, Dynandk. 1 


29 



450 


Kapitel X. Specielle Probleme. 


sm(^ — s) = Ae'~^^ sin (nt + -S) 

gegeben, -worin, wie zuvor, n^-^Jc^ = g/2aoos>^s nnd A sowie B Con- 
stante sind. Wenn der Massenpunkt in der nachsten Eriilielage ankommt, 
so beginnt er entweder znriickzukehren oder bleibt daselbst im Zu- 
stand der Rube, je nacbdem der Werth von ^ in diesem Punkt grosser 
Oder Heiner als der Reibungswinkel ist. 

Der Tautocbronismus derBewegung lasst sich auch. aus dem Lagrange’schen 
Theorera ableiten. Verfalirt man "wie in § 491 nnd setzt den Coefficienten von 

gleich - — , so erh^-t man einen Wertb fur f(s), welclier die Lagrange’sche 
Grleicliung zur Gleichung des Maesenpnnktes anf der Cycloide maclit. 

§494 Historiselies. Dass eine glatte Cycloide in Inffcleerem Raum Tantockrone 
ist, hat zuerst Hnygensin seinem Horologium oscillatorium^ 1673 bewiesen Newton 
dehnte den Satz auf den Pall aus, in welchem derWiderstand 2/t:?; ist und bewies auch, 
dass eine glatte Epicycloide fur eine Centralkraft tautochron ist, welche variirt, 
wie der Abstand. Dass die Schwingungen auf einer Cycloide tautochron sind, 
wenn die Curve rauh ist, hat Bertrand aus der Lagrange’schen Pormel ab- 
geleitet. Liouville, Bd. XIII, 1848 Er schreibt den Satz Necker zu, der ihn 
in den Memoires des savants etrangers, Bd. IV, 1763 verdffentlichte Euler be- 
stimmte praktisch die Kraft, welche eine glatte Curve tautochron macht, wenn 
der Widerstand Zj'zj® ist, Medhanica 1736 Sem Result at dehnte spater Laplace 
auf den Fall aus, in welchem der Widerstand %hv Id ist, M6eamque eileste^ 
Bd. 1, S. 36 Puiseaux schneb erne Abhandlung hber glatte tautochrone Curven 
m luftleerem Raum und ebenso fiir schwere Kdrper, wenn der Widerstand 
ist, Liouville, Bd. IX, 1844 Er bemerkt, er habe den Gebrauch von Reihen, 
khnlich denen von Poisson in seiner Mecanique angewandten, vermieden; § 197. 
Er bespncht den Tautochronismus im luftleeren Ramn, wenn die Kraft centrale 
Richtung hat und wie der Abstand variirt, und zeigt, dass die Curve eine Epi- 
cycloide, Hypocycloide oder eine gewisse Spirale ist. H^ton de la Goupilli^re 
beweist, dass die Epicycloide, wenn rauh, ebenfalls tautochron ist und weist kurz 
darauf hin, dass der Tautochronismus auch bei einem Widerstand ^hv bestehen 
bleibt, Liouville, Bd. XTH. Darboux zeigt in einer Anmerkung zu der Meca^ 
n?que von Despeyrous, 1884, dass, wenn die Reibung in Rechnung gezogen 
wird, die einzigen tautochronen Curven die von Puiseaux besprochenen sind. 


§ 495. Die Bewegang auf einer beliebigen panhen Curve. Ein Massenpunkt 
bewegt sich, von der Ruhe ausgebend, auf eiaer rauhen Curve von gegebener 
Gestalt in einem Mittel, dessen Widerstand Tdv^ ist, unter der Wirkung von 
Kraften, die nur von der Lage des Punktes abhangen. Zu beweisen, dass die 
nothwendige Bedingung dafiir , dass die Zeit bis zur Ankunft in der Gleichgewichts- 
lage von dem besohriebenen Bogen nicht abhange. 


ist, worm P = G — den Ueberschuss der 

Tangentialkrafb G uber den Theil y,H der Reibung 
und m eine Coustante bedeutet. Man finde auch die 
fur die Zuriicklegung des Weges erforderliche Zeit 
Es sei A der Punkt, m dem die tautochrone 
Bewegung endigt, M die Lage des Massenpunktes 
zur Zeit AM so dass also s von A aus in der Richtung gemessen wird, 
die der Bewegung entgegengesetzt ist. Die Tangente in M m6ge mit der x-Axe 
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den Winkel Tp machen und mSge gleichzeitig mit s wachsen. Die Tangential- 
nnd IToirmalcomponenten der Elraft seien (r and Jff, die Richtung der Tangential- 
componente G geht naeli A zu und die der Normalcomponente JET nach auswarts 
d li. der Riclituiig entgegengesetzt, in welcher p gemessen wird. Wir nehmen 
an, Q bleibe fur den ganzen Bogen positiv 
Die Bewegungsgleicbungen sind daher 
01 ® /?01 

— = + ( 1 ). 

Da der Massenpunkt von der Rube ausgeht, so sind, wie man siebt, It und S 
Anfangs gleicb und baben daber dasselbe Vorzeicben Wir 'wollen annebmen, 
H sei w'abrend der ganzen Bewegung positiv, so dass die gegebene Kraft den 
Punkt nacb auswarts drangt Daraus folgt, dass aucb B wabrend der ganzen 
Bewegung positiv ist Die Beihung loird daher fortwahrend durcli yuB dargesteJlt 
ohm jede Unstetigheit in deni Vorzeichen von yi, wie sie eintreten wurde, icenn B 
das Vorzeichen wechselte ohm eine entsprechende Aenderung in der Bichtmig der 
Beibv/ng. (Siebe § 159 ) Durcb Elimination von B findet man 

= + 

Es sei P = G — yiH die ganze gegebene BIraft, welcbe den Massenpunkt 
langs der Tangente gegen den Punkt A drangt. Es lasst sicb beweisen, dass P 
wabrend der ganzen Bewegung, bis der Punkt A erreicbt ist, positiv sein muss. 
Ware P in irgend einem Punkt B Null, so wiirde der Massenpunkt, wenn er im 
Zustand der Rube nacb B gebracbt wird, dort im Gleicbgewicbt verbarren und 
die Zeit bis zur Ankunft in A wiirde daber von alien Punkten aus nicbt dieselbe 
sein Man ersiebt daraus aucb, dass im Punkt A die Kraft P Null sein muss 
(Siebe § 490.) Setzt man ds/d'ip fur q, so wird Gleicbung (2) 

— 2(ft + Fp) = — 2eP; 

daber 


worin a den Winkel bezeicbnet, den die Tangente in A mit der x-ks.Q macbt. 
Da np wabrend der ganzen Bewegung grosser als a ist , so muss die Integrations- 
constante c* positiv sein. 

Es ist zu beacbten, dass das Integral auf der recbten Seite von der Lage 
des Punktes, von welcbem der Massenpunkt ausgebt, unabbSngig ist und nur von 
der Gleicbung zwiscben der Bogenlange und dem Neigungswinkel der Tangente 
der Curve und dem Punkt A abbangt Wir wollen das Integral mit z^ bezeicbnen 
und uns z als Coordinate des Massenpunktes denken. Es ist dann z = wenn 
der Punkt von der Rube ausgebt, und z = 0, wenn er in dem durcb ip ^ a be- 
stimmten Punkt A ankommt. 

Ist die Curvengleicbung gegeben, so kann man sicb vorstellen, 'ip und s 
seien als Functionen von z ausgedrflckt. Setzt man dann 


so ist die Uebergangszeit T von g = e bis g = 0, ■wie man leicbt siebt, 

2’= f 


\ dz 


29 
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Um die Form der Fimction 9 zu finden, welche dieses Resultat Ton dem 
Bogen unabhSugig macht, seize man den Differentialquotienten Ton T nach c 
gleicli Null Substituirt man = c | , so wird 

dc 

^ V — b J 
0 


’=r^ 

JVC- 


’=/V(£|)i 


■[/(i-l*)’ ~ ^ 1/(1-!*) 

Das Integral l!-a.Tni nur dann fClr alle Wertbe von e Null sein, wenn 9 p'(c|) = 0 
ist ware g)'(c|) nicht Null, so kdnnte man dadurch, dass man c klein genug 
annimmt, bewirken, dass go' (c|) dasselbe Vorzeichen von | = 0 bis | = 1 behfilt; 
jedes Element des Integrals wurde anf diese Weise dasselbe Vorzemhen baben 

und ibre Summe kSnnte nicbt Null sein. Setzt man nun gp(s) = — , so wird 

die Uebergangszeit 2'=«/2»ra. 

Scbreibt der Kurze wegen u = — — h so ist P aus den beiden 

Glleicbungen ^ 

a 

zu ermitteln. Integrirt man die erste von 'tjj = a bis -9 , d. h. if = 0 bis , und 
setzt in die zweite ein, so erhalt man ds^ = 2j^Pe^^ds. Durch Diffe- 

rentiation und Reduction ergibt sich 

p _ C Qd'ip und daber m 




Daraus, dass P far 1/; = a verscbwindet, ergibt sich die Bestatigung des 
Satzes, dass der Punlct, in welchem die tautoohrone Bewegung endigt, eine Gleich- 
gewichtslage sein muss ; § 489 

Beisp. Man zeige, dass dieses G-esetz fur die Kraft in dem Lagrange’schen 
Ausdruck fdr tautocbrone Bjr3<fbe enthalten ist. 

Vergleicht man die Lagrange’sche Gleichung in § 491 mit Gl. (2) dieses 
Paaragraphen Glied fOr Glied, so findet man einen Ausdruck fur /*(s), d. h. — P, 
welcher mit dem obigen iibereinstimmt 

Dadurch, dass die Bedingung des Tautochronismus aus dem Lagrange’schen 
Ausdruck abgeleitet mirde, haben wir bewiesen, dass die Bedingung msr&ichend 
iat; die Art, wie der Beweis in diesem Paragraphen gefuhrt wurde, zeigt, dass 
sie auch nothwendig ist. 


§ 496. Beisp. Euler Theorem, Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer 
glatten Curve unter der Wirkxmg einer Tangential kraft P, die eine Function 
des Abstandes s des Massenpunktes von der Gleichgewichtslage A ist, und die 
Zeit bis zur Ankunft in A von einer beliebigen Ruhelage aus hangt von dem 
Bogen nicht ab. Man beweise, dass, wenn die Bewegung im luftleeren Raum 
stattfindet, P=cs und dass P in einem Mittel, dessen Widerstand ist, 

gleich c (e* ^ — l) ist, 

Der Satz wird am beaten auf die Art wie in § 495 bewiesen und nicht als 
specieller Fall aus dem allgemeinen Theorem abgeleitet. 

§ 497. Man bestimme, wie die Zeit bis zur Ankunft: in der Gleichgewichts- 
lage A in § 496 sich andem wurde, wenn der Widerstand in ^Tcv um- 

ge^ndert wird. 

Die Bewegungsgleichung (2) des § 496 wird jetzt 

4 ^ = ^ 4- A/i,* _ 2 )i;e — P 

dt 9 
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Grrosse tautoclirone Bewegungen (§ 495—498). 


imd kann, wie in § 495, gesckrieben werden 




vorausgesetzt, dass u = — — Jo's ist, Setzt man e^ds — dw^ so wird 

2* 4t +«“■?= 0. 

dt ‘ 


dt^ 


Die Zeit bis zur Ankunft in dem durcli w =s= o bestunmten Piinkt A wird un- 
abhangig von dem Bogen, wenn man das letzte Glied m^io gleich setzt. Es ist 

dann P = m^e~^J^e^ds , also derselhe Werth von P wie zuvor Die Zeit bis zur 

Ankunft in der Gleichgewichtslage ist jetzt durcb die kleinste positive Wurzel 
der Gleichung tg nT = — n/k gegeben, worin — k^^ wahrend die Zeit 

von einer Ruhelage bis zur n^cksten itjn ist, § 434. 


§ 498. JEJpicycloiden u s. w. Enter der Annabme, dass die Curve rauh, 
der Widerstand 2kv, die Krafb central und gleich Xr und die tautocbrone Penode 
gegeben sei, zu beweisen, dass die Differentialgleichung der Bahn q ip ist, 
worin ^ (1 + wyA) = 1 + und X positiv ist, wenn die Elrafb abstossend vrirkt. 
Die Constante ist eine Punction der Periode, deren Werth in § 497 angegeben 
vmrde; ist der Widerstand Null, so wird die tautocbrone Periode nj^m, Man 
bestimme auch die in der Gleichung enthaltenen Curven 

In diesem Pall ist G — — X dp/drij^ H = Xp; siehe die Pig. S. 460. Da k'=0 
ist, so nimmt die Bedingung fur den Tautochronismus die einfachere Form 
— dP/d'ifj — fiP an. Setzt man fur P seinen Werth G — yi>H ein, so erhSJLt 
man sofort das gevTunschte Resultat 

JJm die Gwrven ^ = ip m erhaltm, beachte man, dass bei der Epicycloide, 

vvenn a und 5 die Radien des festen bez. roUenden Kreises sind, — == 1 — 7 ‘~ x ' o m 
ist, wSihrend bei der Hypocycloide 5 negativ ist. ^ \a-\-%o) 

( 1 ) Wenn i einen negativen Werth hat, so ist die Curve eine Hypocycloide. 
Dazu gehort, dass m^/X algebraisch kleiuer als — 1 ist, wahrend (i jeden be- 
liebigen Werth haben kann. Die Centralkraft ist daher eine anziehende Kraft. 

( 2 ) Ist i positiv und kleiuer als die Einheit, so ist die Curve eine Epicycloide. 

Dazu gehbrt, dass m^/X'^ 0 und die Centralkraft stbsst daher ab. 

(3) Ist i positiv und grOsser als die Einheit, so nimmt die Curve andere 

Pormen an. Setzt man « = 1 a®, so -wird ihre Differentialgleichung offenbar 

d^p/d'tf}^ — a^p. Lasst man die x-Axe um den Coordinatenanfang rotiren und 
dabei den geeigneten Wiokel beschreiben, so lasst sich das Integral auf eine der 
Pormen 

reduciren. Da bei jeder Curve die Projection des Radiusvectors auf die Tangente 
dp/d^ ist, so hat man 

r* = p* + {dp/dtp^y cotg ('ll) — 0) = dp/pdnp . 

Man kann daher die Polarcoordinaten r, 6 durch f aJs Hulfswinkel ausdi-iicken. 
Zeichnet man nun die Curven auf, so kommt man zu zwei Arten von Spiralen, 
je nachdem man die oberen oder unteren Yorzeichen nimmt und ausserdem zu 
einer logarithmischen Spirale, wenn derWinkel § durch die Gleichung sin* § = !/% 
gegeben ist. 

Da die beiden Arten von Spiralen nieht durch den Coordinatenanfang gehen, 
so findet man den Gleichgewichtspunkt, in welchem die tautochrone Bewegung 
endigt, dadurch, dass man tg ip = l/ft macht, unter qp den spitzen Winkel ver- 
standen, den der Radiusvector mit der Tangente bildet. Bei der logarithmischen 
Spirale ist der Coordinatenanfang der Gleichgewichtspunkt, denn die Centralkraft 
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versdiwindet in ihin. Bei der ersten Art von Spirale variirt der Winkel g?, d. li. 

von fiir 7fj==>0 bis arc tg 1/a, wenn rp niiendlicb gross -wird, und bei 

der zweiten Art variirt <p von Null bis arc tg l/o£ Daher hat die erste oder die 
zweite Art von Spirale einen G-leichgewichtspunkt und ist tautochron, je nachdem 
ft Oder a; wobei der Bogen, der zu beschreiben ist, auf der Seite der Grleich- 
gemchtslage liegen muss, auf welcher tg q) ist Die logarithmische Spirale 

wird ebenfalls tautochron sein und der Bogen am Kraffcecentrum endigen, wenn 

fi,> a. 

Aus dem gegebenen Werth von i geht hervor, dass ft® — a® — imyX; daher 
ist m®/! positiv oder negativ, d. h die Centralkraffc stosst ab oder zieht an, je 
nachdem ft > a oder <] a isi Da i > 1, so muss im ersten Fall ft® > m®/l sein 

Man hat also die folgenden Falle: (1) die Kraft zieht an; ist m®/l — 1, so 
ist die Curve eine Hypocycloide; ist m®/i > — 1 aber <[ 0, so ist die Curve die 
erste Spirale oder die logarithmische Spirale, je nach der Lage des Punktes, in 
welchem die Bewegung endigen soli; (2) die Kraft stosst ab, d. h. m®/l > 0; die 
Curve ist eine Epicycloide oder die zweite Spirale, je nachdem ft® < oder >-m®/l. 
Ist w®/! = — 1, so wird der KrtiminuiigBradius q unendlich gross und die Curve 
eine grade Linie. 


§ 499. Beisp 1. Ein System, das einen Freiheitsgrad hat, ist durch 2 
U = f (6) definirt. Man beweise, dass die Bewegung tautochi'on ist, wenn 

U = oj dd| . [Man setze Mdd = ds und benutze § 496.] [Appell.] 


Beisp. 2. Ein System, das zwei Freiheitsgrade hat, ist durch 
2T = Ar®+ 2J50>'+ agj'®, U=F{e,cp) 
definirt, worin A, 5, C gegebene Functionen von 6, tp sind. Man stelle den 
Zwang fest, der in das System eingefuhrt werden muss, damit die Bewegung 
tautochron werde. [Man nehme an 9 = f (6) und benutze Beisp 1 ] 

[Appell, Comptes Rendus, 1892.] 
du® 

Beisp. 3. Wenn die Bewegungsgleichung = pt;® -|- q ist, worm p und g 

ds 

gegebene Functionen von s sind, zu beweisen, das die Bedingung fiir den Tauto- 
chronismus pq — 2 dq/ds = 4wi® ist. (Man folge der Methode in § 494.) 

[Appell, Traits de Mecanique, Bd. 1, 1893] 


Sctwiiigmigen you Cylindem imd Kegela in zweiter 

AnnaheiTing. 

§ 600. StakilitStsbedingnng flip Cylinder bei Annahernngen bSherer Ordnnngen. 
Wenn wie in § 441 ein schwerer Cylinder im Gleichgewicht auf einer Seite eines 
festliegenden rauhen Cylinders ruht, so besteht die Stabilitatsbedingung darin, 
dass der Schwerpunkt innerhalb eines gewissen Kreises, des sogenannten Stabili- 
tatskreises, liegen muss. Liegt der Schwerpunkt auf dem Umfang dieses Kreises, 
so heisst das Gleichgewicht zunkchst neutral^ im Allgemeinen jedoch ist es entweder 
stabil oder unstabil und ist nur ein hdherer Grad der AnnSiherung erforderlich, 
um zwischen beiden Zust2nden zu unterscheiden. Jeder Grad der Amdherimg 
Idsst sich emfach dadv/rch erreichen^ dass man erne geioisse Grdsse so oft diffe- 
r&fizirt^ his man zu einem JResuJtat 7co7nmt, welches von NvM verschieden ist. JDas 
Vorzeichen dieses Besultates entscheidet uber die Stahilitdt oder UnstahUim des Gleich- 
gewichtes Die Grosse des Besultates in Yerhind/mg mit gewissen anderen BJlementen 
setzt ims im den Btamd, die Bewegwngsgleiclmng zu hilden. 

§ 601. Im Gleichgewichtszustand liegt der Schwerpunkt in der durch den Be- 
riihrungspunkt gehendenVerticalen. DerKdrper m6ge sich um irgend einen Winkel 0 
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gedreht haben, so dass in der Figur G die Lage des Scliwerpunktes und I der Be- 
rukningspunkt ist, I V moge dieYerticale sein, Cl I) die gemeinscbaffclicheNoiniale der 
beiden Cylinder, C und D die Knimn] ungsmittelpunkte iiirer 



Querscbnitte. Es sei p = Cl, q = BI und — J- -1 , 

so dass z der Radius der relativen Krionmmig ist 

Es moge IG = r, die Winkel GIG — GIV = tp 


und JP= ds sein Man hat danu die vier folgenden Hulfs- 


gleichungen 


dr 


dn _ cos n 1 
ds r Q 


d(p 1 cos ds 

ds~~ z r ’ 'dB 


Da 6^ J der Radiusvectoi der oberen Curve auf eiuen in Bezug auf ihn feat-* 

liegenden Coordinatenanfang G bezogen und ^ — n der Wmkel ist, den dieser 

2 

fladiusvector mit der Tangente in I bildet, so ergibt sich die erste dieser Hulfs- 
gleichungen von selbst. Um die zweite zu erhalten, beachte man, dass G der 
Kriimmungsmittelpunkt ist, der Abstand GG daher ebenso vrie der Krummungs- 
radius constant bleibt, wenn sich I die kleine Strecke ds langs des Bogens bewegt 
Nun ist 

GG^= r*+ p* — 2pr cos n 

und daher 

0 =: (r — p cos n) dr + pr sin n du 


Substituirt man fiir dr seinen Werth aus der ersten Hiilfsgleichung , so er- 
hSlt man unmittelbar die zweite. Was die dritte angeht, so bemerke man, dass 
qp + % der Winkel ist, den die Normale D J an die untere im Raum festliegende 
Curve mit einer G-eraden bildet, die ebenfaUs im Raum festliegt. Daher ist 

^ ^ = i ^ woraus die dritte Gleichung folgt, wenn man die zweite zu Hulfe 

ds ds p 


ninunt. Die vierte Gleicbung wurde in § 441 bewiesen; der Beweis lasst sich fol- 
gendermassen zusammenfassen, Sind (7P, DP' die beiden Normalen, welche sich 
in einer Geraden befinden, wenn sich der Korper um den Winkel dO gedreht hat, 

so ist dd = PCI + P'DI, woraus sich dd = (— 4--^) =— ergibt. 

\p p / z 


§ 602 Im Gleichgewichtszustand muss sich der Schwerpunkt des Kdrpers 
vertical uber dem Stiitzpunkt befinden. Daher ist 9 = 0 . In jeder andem Lage 
des Kdrpers ist der Werth von 9 durch die Reihe 


dip , d^cp s® 
ds ^ ds® 1 2 


etc. 


gegeben. 

Wenn in dieser Reihe der erste Coefficient, welcher nicht verschwindet, 


positiv und von ungrader Ordnung ist, so bewegt sich offenbar die Linie IG nach 
derselben Seite der Verticalen, nach welcher sich auch der Kbrper bewegt. Das 
Gleichgewicht ist daher unstabil fur Verruckungen nach beiden Seiten der Gleich- 
gewichtslage. Ist der Coefficient negativ, so ist es stabil, Ist das Glied dagegen 
von einer graden Ordnung, so andert es mit s sein Vorzeiehen nicht; das Gleich- 
gewicht ist daher fur eine Verruckung nach der eiuen Seite stabil, nach der 
andem unstabil. 

Der erste Differentialquotient ist durch die dritte Hulfsgleichung gegeben; 


dtfif dr 

den zweiten findet man aus dieser, wenn man sie differenzirt und ffir und - - 
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aus den andem substituirt; den dritten duroli Wiederholnng des Yerfabrens und 
so jeden der ubrigen, wenn es nStliig ist. 


§603, Yerschwindet der erste Differentialqnotient nicht, so ist das Grleicb- 

gewicht stabil oder unstabil, je nacbdem sein Yorzeichen negativ oder positiv ist. 
Dies ftilirt zn der Bedmgung, dass t kleiner bez. grosser als n cos sein muss, 
was mit der in. § 441 gegebenen Regel Ubereinstmimt 

1st — » 0 so bat man r = ;? cos n und der Scbwerpunkt liegt mitbin auf 
ds 

dem Umfang des Stabilitatskreises Durcb Differentiation ergibt sicb 


d^q> 

ds^ 


1 /1\ , 2Bin^co9yi sinn 

ds\z)~^ r* TQ 


( 1 ) 


und "wenn man fCir r und z ibre Wertbe einsetzt 




1st dieser Differentialquotient nicbt Null, so ist das Gleicbgewicbt filr Yer- 
ruckungen nacb der einen Seite der Gleicbgewicbtalage stabil, for solcbe nacb der 
andem Seite unstabil. 

Ist dagegen aucb « 0 , so differenzire man (1) nocb eimnal. Nacb einigen 
Reductionen findet man 


(L) 4- Jl> fi J-l'^ — Mi! ('i'i _ 3 tg« n /£ , 

Das Gleichgewicbt ist stabil oder unstabil, je nacbdem der Ausdruck negativ 
oder positiv ist. 

1st der Querscimitt ein Ereis oder eine Gerade, so lassen sicb diese Aus- 
drucke sebr yereinfacben. 


§ 604. Beisp 1. Ein schwerer KSrper rubt in neutralem Gleicbgewicht 
auf einer rauhen Ebene, die mit dem Horizont den Winkel n macbt Man zeige, 

dass das Gleicbgewicbt, wenn ^ nicht gleich tg ist, stabil for Yerriickungen 

nacb der eiuen Seite und unstabil fiir solche naoh der andem Seite ist. Wenn diese 
Gleichung aber besteht, so ist das Gleicbgewiobt stabil oder unstabil, je nacbdem 

positiv Oder negativ ist. ds wird dabei positiv genommen in der Ricbtung 

des Bogens, welcbe die Ebene himbgekt, 

Man zeige, dass damit aucb gesagt ist, dass das Gleicbgewicbt stabil oder 
unstabil ist, je nacbdem der Mittelpunkt des Kegelscbnittes innigster Beriibrung 
mit dem oberen XSrper ausserhalb odes innerhalb des Stabilitatskreises liegt. 


Beisp. 2. Wenn eine convexe Kugeloberflacbe auf der Spitze einer festliegenden 
convexen Kugeloberflacbe in zunacbst neutralem Gleicbgewiobt ruht, so ist das 
Gleicbgewicbt in der That unstabil. Wenn aber die concave Seite der unteren 
Placbe nacb oben gebt, so ist das Gleicbgewicbt stabil oder unstabil, je nacb- 
dem ibr Radius grosser oder kleiner als der doppelte der oberen Flacbe ist und 
wird in der That neutral, wenn ibr Radius doppelt so gross als der der oberen 
Placbe wird. 

Die beweglicbe Kugelflacbe muss in diesem Beispiel natftrlicb so aqui- 
libiirt werden, dass sicb ibr Scbwerpunkt in einer H6be dber dem Stdtzpunkt 
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befindet, fiir welcbe das Gleichgewicht bei einer ersten Annaherimg neutral ist 
Wenn z. B. der Radius der unteren PlSiClie doppelt so gross als der ihrige ist, 
so liegt ihr Schwerpunkt auf ibrer Oberflacbe, d. h. in einem Abstand yom Be- 
riihrungspunkt, der doppelt so gross als ihr Radius ist. Der Schwerpunkt liegt 
ausserhalb Oder innerhalb der oberen Plache, je nachdem der Radius der unteren 
mehr oder weniger als das doppelte desjenigen der oberen betr%t und wenn die 
untere Plache eben ist, so hegt der Schwerpunkt im Centrum In diesem letzteren 
Fall ist femer das Gleichgewicht in der That neutral. 


§ 505. Sehwingungen von Cylindern bei Annaherungen hoherer Ordnungeii. Bis 

tu einem "bdiebigen Orad der Anndherwig die allgemeine Bewegiingsgleichimg eines 
Cylinders m bilden, der um eine GleichgewicTitslage sclmingt 

Behalt man die bishenge Bezeichnung bei, so ist mit Bezug auf die Fig. 
S. 465 die Gleichung der lebendigen Erafb 


worin TJ die Kraffcefunction und h den Tragheitsradius des Rorpers fur seinen 
Schwerpunkt bedeutet Differenzirt man sie nach 0, wie in § 448, so wird 


/7 2 t 1 



de ■ 


Die rechte Seite der Gleichung ist nach § 340 das Moment der Krafte um die 

dr 

Momentanaxe und daher in unserm FaU gr sin g> Substituirt man fur aus 
den HuKsgleichungen in § 501, so wird die Bewegungsgleichung mitbin 

Qc^^r^) — + TZ = gr sintp. 


Man verfahre so, wie in § 502. Man entwicHe jeden Coefdcienten nach 
dem Taylor’schen Theorem nach Potenzen yon 0, welches man so zu wahlen hat, 
dass es in der Gleichgewichtslage verschwindet. Dazu hat man die successiven 
DifferentiaJe dieser Coeffioienten bis auf eine beliebige Ordnung nSthig und muss 
sie durch die Anfangswerthe von tp, n und r allein ausdriicken. Die ersten 
Differentiale sind in den Hulfsgleichungen, § 501, enthaJten. Um die andem zu 
finden, differenzire man diese Hulfsgleichungen successive so lange, bis man so 
yiele Differentialquotienten erhalten hat, als eiforderlich sind. 


§ 506. Die GleicJnmg bei erster Nahenmg zu bilden. Die Anfangs- oder 
Gleichgewichtswerthe von n und r seien a und h. Die Gleichung ist dann 

, + = sin?). 

Man hat r sin g? bis zur ersten Potenz von B zu finden. Hun erhSilt man 
durch Substitution aus den Hulfsgleichungen 

d , . . dr . , dcp ... /I cosm\ 

— (r sin 9) = ^ sm qp + r cos 9 = z sm w Bin gj + rz cos qp —J 


und durch Reduction daher 




) r cos qp — z cos (qp — n). 


Im Gleichgewicht liegt G in der durch den Beruhrungspunkt gehenden 
Verticalen und ist daher der Anfangswerth von qp Hull. Die Bewegungsgleichung 
ist mithin 
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clieselbe wie in § 44=1. 




(fe — COS 0L)gB^ 


§ 507. Die Gleichung lei zioeiter Annaherimg zu lilden Der bereits gefundene 
erste Differentialquotient von r sin gj muss noch einmal differenzirt werden und 
nur die Glieder sind beizubebalten, welche fiir qp = 0 nicht verscbwinden. Man hat 


• N J 


d 1 , 8in2o; 

5! cos a T — 

ds z ' h 


sin CL 


Die Bewegungsgleichung bei zweiter Annaherung ist daher 

+ + 27 j^siiia “f" ” 

/ -,x ^ . 9f d 1 , sin 2 a sin of 10® 

= _(aeos«-7i)^0+ — 


und kann auf die Form gebracht werden 

, 5? cos Of — 7i 

worm 






hz sin Of 


^ 0,9 , 1 f f? 1 , Sin 2 Of sinal . , 

+ _| ist. 


Nimmt man an, a sei von Null verschieden, so erhalt man die AuflSsung 

+ a®i 
"6^ 


e = A sm(«i + 5) + m+B), 


worin A und B zwei unbestimmte Constante smd und das erste Glied die erste 
Ann’aherung darstellt Daraus geht horvor, dass die erste Annaherung im Wesent- 
liehen genau ist, es sei denn, dass a klein, d h. das Gleichgewicht nahezu neutral 
ware. Die kleinen GHeder haben die Wirkung, dass sie die Schwingungsweite 
nach der unteren Seite des Gleichgewichtes um ein Geringes grosser als die nach 
der oberen machen. 


§ 508. Schwingnngen von Kegeln hei Annaherangen hiiherer Ordnnngen. Die 

allgemeine Bewegungsgleichung fm einen schiveren Kegel zu finden, der auf einem 
festhegend&n volTkommen rauhen Kegel rollt 

Wir woUen ebenao verfahren und dieselbe Bezeichnung benutzen, wie' in 
§ 483. Ein Unterschied existirt jedoch Da sich der bewegliche Kegel nicht im 
Gleichgewicht befindet, so liegt sein Schwerpunkt nicht in der Verticalebene WO I. 
Wie zuvor seien die Bogen IG^r^ IW ^ z und die Winkel GlC^n, 

Ist SI die Winkelgeschwindigkeit des beweglichen Kegels um seine Moment an- 
aze G J, so hat man nach § 448 


dt^ i dt 


( 1 ), 


worin D das Moment der Schwere um 01 bezeichnet. 

Bei dem NoUen des Kegels bewegt sich der Punkt I auf dem Durchschnitt 
des festen Kegels mit der Kugel. IB = ds sei der in der Zeit dt besehriebene 
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Bogen Am vortlieilli affcesten ist es, s zur Coordinate zu nehmen, durch welche 
die Lage des Kegels bestimmt wird. 

Auf dieselbe Art wie in § 484 findet man 



at sm Q sm ^ ^ 

Um mm das Moment der Scbwere um OJ zu ermitteln, gehen wir ■\\deder 
so vor, wie in § 486 Zerlegt man die Schwere in der Richtung und senkrecht 
zu OIj so bat die erstere Componente kein Moment, wahrend die letztere ^ sinjsr 
ist. Diese letztere moge parallel zur Geraden 
KO wirken, JS^WI ist alsdann em Bogen in 
einer verticalen Ebene. Das gesucbte Moment 
ist dann das Product aus den Componenten der 
Scbwere und der Projection von OG auf OH, 
wenn H der Pol des Bogens KWI ist. Das 
Moment ist daber ghmizto^HG Um cos H G 
zu finden, verlangere man SG bis zum Durcb- 
scbnitt M mit KWI In dem recbtwinkligen 
Dreieck GIM ist dann 

sin GM = sin GI sin GIM 
Das Moment L ist daber 

i = — gh sinr sin;? sin (w — ip) . . (3) 



Wenn die Form der Kegel bekannt ist, so kann man K, r, z, n und ip 
durcb 8 Oder irgend eine andere beliebige Coordinate ausdrucken. Die Bewegungs- 
gleicbimg ist dann bekannt. 

Die Ausfubrung geschiebt mittelst der vier folgenden Hulfsgleicbungen* 


dr 

ds 

dn 

ds 


dz 

sin w , ^ sm Ip 

cotg r COS n — cotg q 


== cotg z coQ Ip cotg q' 


• • ( 4 ) 


Der Beweis derselben wird dem Leser iiberlassen. Man erbalt sie auf dieselbe 
Art, wie fruber bei dem Cylinder, mit dem einzigen Unterscbied, dass man 
spbariscbe Dreiecke statt ebener zu benutzen bat. 


§ 609. Bis zu einem heliebigm Grad der Anndherung die Bewegimgsgldchung 
eines graden Kegels zu finden, der um &ine Gleichgewichtslage schwingt 

Da der Kegel grade ist, so bat man K^ constant Die Bewegungsgleicbung 

ist daber K^ ^ L, worm SI und X die in den Gleichungen (2) und (3) in 
dt 

§ 608 gegebenen Wertbe baben. 

Wir bemerken, dass in der Gleichgewichtslage X = 0 und daber n = ip ist. 
Die Coordinate s m6ge so gewahlt sein, dass auch sie in dieser Lage verschwindet. 
Man bat daber nun SI und X naeb Potenzen von $ zu entwickeln. Dazu benutze 
man das Taylor’ scbe Theorem imd erbSIt so 

^ (dL\ ,(d^L\ s* , 

worin die Klammem angeben, dass s nacb der Ausfubrung der Differentiation 
gleicb Null zu setzen ist. Diese Differentiationen lassen sicb sammtlicb ohne 
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Schwierigkeit ausfiiliren, wenn man deE in (3) fur L gegebenen Ausdruck benutzt 

dv dz 

uud best'^dig dae Werthe fur j-, etc. aus deu Hulfgsleiohungen (4) sub- 

dS CLS 

stituirt. Man kajan St auf dieselbe Art bebandeln. 

Die Bildung der Bewegungsgleicbung wird auf diese Art auf die Differentiation 
eines bekannten Ausdrucks und die Substitution bekannter Functionen reducirt. 

Man kann diese Metbode benutzen, um die Bewegungsgleicbung bis zur 
ersten Potenz zu erhalten. Man hat so 


^ ~ { sin T sin Bin(n — 'ifj)}i 

Cut els 


Substituirt man fur St und behalt auf der rechten Seite nur die G-lieder bei, 
die far tp = n nicht verschwinden , so erhalt man 


d^s f . , . sm o sin o 

- 1 “ = — sin (; 2 ? — r) cos n / , , r — sm r sm 2 ; s , 

gh dt^ I ^ ^ sm (9 + 5 >) J 


■was mit dem Resultat in § 483 ubereinstimmt 

1st der Kegel kein grader, so kann man Z"* durch r und n ausdriicken und 
auf dieselbe Art verfahren 


§ 510. Beisp. Ein schwerer grader Kegel ruht in neutralem Gleichgewicht 
auf der Oberflache eines andem graden Kegels, der im Baum festliegt und ihre 
beiden Spitzen fallen zusammen. Man zeige, dass die Bewegungsgleicbung mit 
Binscbluss der Quadrate kleiner GrQssen 


Z® d^s _ sin 0 sin q' sin(r — z) sinfe — r) 

gh dt^ ~ sin (9 + q) sinr sin^ 


{ cotg^f + Scotgr — cotg^ } — 

D 


ist. 
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1) Ueber die vier aquivalenten Pnnite eines Korpers. 


In § 44 wurde gezeigt, dass man vier Massenpunkte yon gleicher Masse 
finden kann, welche das namliche Tragheitsmoment, wie ein beliebiger KOrper 
besitzen, und angegeben, "wie man ilire Lage mittelst eines Tetiraeders bestimmen 
kann. Aus § 42, Beisp. 3 lasst sick jedoch nock eine andere Construction ab- 
leiten, der ein Ellipsoid zu Grunde liegt 

In § 42 kandelt es sick kurz um das Folgende. Das Legendre’scke 
Ellipsoid for den Sckweipunkt des K5rpers ist, wie in § 29 erklSit wurde, von 
gleickem Moment einerseits wie der Edrper, und andererseits auck vier gleichen 


ZM. 1 

Massenpunkten, yon denen jeder die Masse -g kat und an seine ricktige 


Stelle gebrackt ist, und einem fiinften Massenpunkt aquivalent, der den Rest der 
ganzen Masse des Kbrpers kat imd im Sckwerpunkt 0 liegt. Setzt man nun die 
beliebige Grosse gleick 3/6, so ist die Masse des fiinften Punktes Null. 

Um die yier aquivalenten Punkte eines KOrpers zu ermitteln, construire man 
ein Ellipsoid, das dem Legendre'scken Ellipsoid for den Sckwerpunkt 0 aknlick 
ist, dessen Dimensionen aber in dem Verkaltniss 1 : |/3/5 reducirt sind. Die ge- 
suckten Punkte sind vier auf diesem Ellipsoid liegende Punkte derart, dass ikre 
excentriscken Linien (§ 40) gleicke Winkel miteinander macken; mit andem 
Worten, sie Regen in den vier Eckpunkten des in das Ellipsoid eingesckriebenen 
Tetraeders von kleinstem Yolumen. 

Ist der KSrper gegeben, so kann man das Ellipsoid gleicken Momentes aus 
seiner Definition in § 29 ableiten und die vier Massenpunkte dann an ikre 
ricktige Stelle bringen. Wenn umgekeh/rt die Lage der vier Massenpunkte, sagen 
wir ABGD, bekannt ist, so ist das EUipsoid gleichen Moments for ikren Sckwer- 
punkt dem das Tetraeder ABGJD umsckreibenden Ellipsoid Slknlick, dessen Mittel- 
punkt im Sckwerpunkt liegt und dessen lineare Dimensionen in dem Yerkaltniss 
j/3/5 : 1 vergrOssert sind. "Wie in § 43, ist das Ellipsoid gleicken Moments auck 
dem eingesckriebenen Ellipsoid aknlick, welches jede Seitenfiacke in ikrem Sckwer- 
punkt beriikrt, dessen lineare Dimensionen aber im Yerkaltniss 1 : }/i5 grosser 
sind. Es ist auck dem Ellipsoid aknlick, welches jede Kante in ikrem Mittel- 
punkt beriikrt und dessen lineare Dimensionen man in dem Yerkaltniss 1 : yZ 
vergroasert kat. 

Die Halbaxen des eingesckriebenen Ellipsoids sind in § 46 durck eine 
Gleickung dritten Grades kestimmt worden, deren Coefficienten Punctionen 
der Seitenflachen und Eanten des Tetraeders sind. Die Lage der Aien ist 
auck geometrisch bestimmt' worden. Die Haupttragkeitsmomente ergeben sick 
daraus leickt. 
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Man Vg-nn die AnzaJbl der aquivalenten Punkte nur dann auf weniger als 
Tier reduciren, wean eine Ebene Torhanden ist, fvir welche das ^ftagbeitsmoment 
des Kbrpers Null mrd. Die aquivalenten Punkte liegen selbstverstan^oh in dieser 
Ebene Wenn der Eorper eine LameUe ist, die in der jey- Ebene liegt, so wd 
das Legendre’sche Ellipsoid eine diinne Soheibe (stark abgeplattetes Ellipsoid), 
die von der Ellipse 

X2 r® _ 6 
Emy^ M 

begrenzt wird Reducirt man die Liniendimensionen dieses Ellipsoids im Yer- 
baltniss 1 : 90 ist die 5 auf der recbten Seite durch eine 3 zu ersetzen 

Einen der Massenpunkte kann man passender Weise auf das Ende C der X-Axe 
der reducirfcen Scbeibe setzen; er liegt mithm scbliesslicb im Sobwerpunkt 0 
Die iibrigen drei befinden sicb dann auf einem elliptiscben Schnitt, ■welcber der 
£C 2 /- Ebene parallel ist und die Yerl^ngerung von CO derart in einem Punkt N 

trifFfc, dass der Sobwerpunkt aller vier Punkte in 0 liegt. Offenbar ist ON OC 
und ist der elliptiscbe Scbnitt dem Hauptscbnitt durcb die a; 2 /-Ebene abnlich, 
bat aber lineare Dimensionen, die m dem YerbaJtniss 3 : 2'|/2 reducirt sind. 

Die LameUe ist jetzt gleicben Momentes mit vier Massenpunkten. ^ Soil der 
im Sobwerpunkt liegende eliminirt werden, so sind die Massen der iibrigen drei 

von i M auf — zu bringen und mitbin ibre Abstande vom Sobwerpunkt in 

dem Yerbaltniss von 2 : yS zu vermindern. Die drei Massenpunkte liegen somit 
auf einer Ellipse, welcbe man erbklt, wenn man die linearen Dimensionen der 
die reducirte Scbeibe begrenzenden Ellipse in dem aus den beiden obigen Yer- 
bkltnissen zusammengesetzten Yerbaltniss, d. b. in dem YerbSltmss von y3:y2 
reducirt. Die EUipse, auf welcber die drei Punkte liegen, ist daber durcb 

^ 2 

Smx^ M 

gegeben. Damit stimmt das Resultat uberein, zu dem wir in § 44 auf anderem 
Weg kamen. 

2) Ueber den Beweis der Lagrange’schen Uleichungen. 

Der Beweis der Lagrange’sohen Gleiebungen in den §§ 397 bis 399 
lasst sicb etwas anders fiibren, wenn man als Lemma eine YeraUgemeinerung 
des in dem ersten Beispiel des letztgenannten Paragrapben gegebenen Theorems 
benutzt. 

Lemma. L sei irgend eine Function der Yariablen x, y, etc., y\ etc 
und t. Wenn man £c, etc. als Functionen irgend welcber unabbangiger Yariablen 
0, 9 , etc. und t ausdruckt, so wird 

dtde' de^Kdtdx' dxJ de Kdtdy' dy/de^ * ^ 
Um den Beweis zu fiibren, setze man 


, a = /■(*, 0, gj, etc) (1), 

daber 

( 2 ), 


mit ahnlicben Ausdriicken fur y, ;gf, etc., worin die etc. sicb auf die dbrigen 
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Yaariablen qp, 'tfj^ etc bezieben und die Indices paxtielle Differentialquotienten 
angeben. 

Da 0 in den Ausdruck L sowohl durcb a?, etc., als x', y\ etc. eingefiihrt 
wird, wSthrend 0' nur mittelst x\ y\ etc. auftritt, so erbiilt man die partiellen 
Differentialquotienten 


dL dL dx dL dx' cL cL hx . , 

do dx do dx' do ^ ^ dO' “I” ® 




Differenzirt man (2), so ergibt sich 


und daraus 


Da 


dx' __ dx 

do 


dt do' do \dt dx' dx) dO ® 


dx' 


=/;„ + /-o„0'+ete =-|| 


ist, so verscbwinden nacb (2) die G-lieder in der zweiten Zeile. Das Lemma iat 
somit obne die Annabme bewiesen worden, dass die Beziebungen zwiscben den 
Variablen x, y^ etc und 0, qp, etc von t unabhiingig sind. 

Um nun mit diesem Lemma die Lagrange scben Gleichungen zu bevreisen, 
setze man D = T + 27, worin 


2r== Sm{x'^-\- 2/'®+ 


ist und x^ y^ z die Coordinaten des Massenpunktes m darstellen 
Man erbalt 


^d_L 

dtdO' 


dL 

do 






Die reckte Seite dieser Gleicbung ist, wenn sie mit SO multiplicirt wird, 

das virtuelle Moment aller Krafte m^x" — fiir eine Yemickung d0, wilbrend 

man die entsprecbenden Yerriickungen von x, y^ etc. durcb DijBferentiation der 
Gleicbung (1) nacb 0, obne t zu variiren, findet. Nacb dem D’Alembert'scben 
Princip befinden sicb diese Erafbe aber im Gleicbgewicbt und ist die Summe ibrer 
virtuellen Momente for irgend eine mit den zur Zeit t geltenden geometriscben 
Gleicbungen vereinbare Yerruckung Null. Die recbte Seite der Gleicbung (4) 
verscbwindet mitbin Damit ist die Lagrange’scbe Gleicbung der zweiten Art 
bewiesen 

Setzt man T statt L in (4), so ist 


d dT 
dt dO' 




( 6 ). 


Da die recbte Seite, wenn sie mit ^0 multiplicirt wird, das virtuelle Moment 
der Effectivkraffce mx", etc. ist, so stellt der Lagrange’scbe Ausdruck auf der 
linken Seite, nacbdem man ibn mit d0 multiplicirt bat, ebenfalls das virtuelle 
Moment der Effectivkrafte des Systems fOr eine YerrCickung SO dar. 

Ebenso erbalt man, wenn man T anstatt L in (3) scbreibt, 
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Die linke Seite ist daher nach Multiplication mit die Summe der virtuellen 
Momente der BewegungsgrSssen der verschiedenen Massenpunkte des Systems ffir 
eine Verruckung dO 

Die Fundamentalgleicliung (A) ist aus den Prinoipien der Differential- 
recknung okne irgend welche Bezugnahme auf mechanisclie Theoreme abgeleitet 
worden Setzt man D = T' + 27, so druckt sie aus, dass die Summe der virtuellen 
Momente der Effective und gegebenen Erafte far eine Verruckung dd immer 
denselben Werth bat, durch welche Coordinaten man auch diese Krafte aus- 
drucken mag 



Anmerkungen 

von H, IdelDraaim. 


Es BoUen in den folgenden Anmerkungen die vom Verfasser gegebenen 
Literatumacliweise vervollstandigt werden, und namentlich soil zur Ergiinzung 
der engliscben Literaturangaben auf einige nichtenglisclie Werke und Abband- 
lungen hingewiesen werden, in denen der Leser verscMedene der im Text be- 
handelten oder angedeuteten Fragestellungen weiter verfolgen kann. (Auf pag. 78 
und 144 sind bereits solobe Zusatze gemacbt.) 

Kapitel L 

§ 8, pag 6. Eine abnliclie Zusamm enstellung findet man bei: 

Eeye, Einfache Darstellung der Tragbeitsmomente ebener Eiguren (Zeitscbrift 
deutscber Ingenieure XIX, pag. 401) 

Eine Aufeablung der in der Praxis am baufigsten zu berechnenden Trag- 
beitsmomente findet man aucb in: 

Des Ingenieurs Tasehenbucb Die Hiitte, 1. Abtbeilung, 16 Anflage. Berlin 189C 
§ 26, pag. 21 Eine von Hesse eingefiibrte, dem reciproken Triigbeitaellipsoid 
confocale Flacbe ist das „imaginare Bild“ eines KOrpers. Seine Gleicbung ist: 

^ Zmy^ M' 

Man vergJeicbe bierzu die 26^ Vorlesung von: 

Hesse, Vorlesungen uber analytiscbe Geometrie des Eaumes. Leipzig 1876. 

§ 86—38, pag. 26 — 29. Wir machen darauf aufinerksam, dass die ersten 
Arbeiten von Eoutb fiber Ersetzung eines Kbrpers durch ein aquivalentes Punkt- 
system (z. B. Note of tbe moments of inertia of a triangle. Quart. Journal of 
Matbematics VI, 1863, pag. 70—78) filter sind, als die von Eeye 1865 verQffent- 
lichte, welcbe pag. 29 citirt wird. 

§ 60 — 63, pag. 46 — 48. Das System sammtlicher Haupttrfigbeitsaxen bildet 
einen „tetraedralen Complex**, und die in diesen Paragrapben gegebenen Sfitze 
beruben auf den Eigenscbafben dieser Liniencomplexe. Wie sicb die Tbeorie der 
tetraedralen Oomplexe allmfilig entwickelt bat, kann man nacblesen in Eap. 8, 
§ 2 von: 

S. Lie u. G. Scheffers, Geometrie der Berubrungstransformationen L Leipzigl896. 

(Die ersten Entwicklungen von Eoutb fiber das System der Haupttragbeits- 
axen finden s^'cb bereits in der ersten Auflage des Originals, 1860.) 

Kapitel m. 

§ 103, pag. 85. Der in Deutschland und Oesterreicb for vergleicbende Scbwere- 
messungen fiblicbe Pendelapparat ist bescbrieben in der Arbeit: 

E. V. St erne ck, Der neue Pendelapparat des k. k. Militfir-geograpbiscben In- 
stituts (Z. f. Instrumentenkunde VIH, 1888). 

Mi t demselben werden eben jetzt zablreicbe Messungen aucb auf auslfindisoben 
Stationen vorgenommen. 

§ 108, pag. 90. Neuerdings sucbt man nacb andem absoluten Binbeiten ffir 
die Lfinge. Man vergleicbe bierzu: 

A. Micbelson, Die Interferenzialmetboden in der Metrologie und die Auf- 
steEung einer Wellenlfinge als absolute Einheit Journal de Physique 3 (3). 
1894, p. 6—22. 

Eoutb, Dyuamik. I. 30 
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Kapitel IV. 

§ 165, pag. 161. Eine Zusammenstellung der Silteren Versuehe uber Reibung 
ernes Wagens findet man bei: 

M. Rtiblmann, Allgemeine Maschinenlelire III, 2. Auflage. Braunschweig 1877. 
Kapitel I: Ueber Strassenfiihrwerke. 

§ 167, pag. 163 Hierzu vergleiche man: 

M. Ruhlmann, Geschichte der technischen Mechanik, Leipzig 1886. §41: Ge- 
schichte der Ermittlung der Steifheit von Seilen 
Auf die sehr verstreute neuere technische Literatur iiber diesen Gegenstand 
konnen wir hier nicht eingehen 

§ 175, pag 168. Die Mallet’sche Erdbebentheorie ist veraltet und sie wird 
hier nur als ein Beispiel der Untersuchungen iiber den Stoss gebracht Modeme 
Anschauungen uud Erfahrungen findet man ausser in den am Schlusse des Para- 
graphen genannten Schriften insbesondere niedergelegt in: 

JSoUetino della Societd Seismologica Itcdiana, und Seismological Jomnal of Ja^an. 
An deutscher Literatur vergleiche man den Bericht von Dr. B Rudolf: Die 
Portschritte der Geophysik der Erdrinde. (Geographisches Jahrbuch XVlil, 1896.) 

Kapitel Y. 

g 235 — 237 ^ pag. 213 — 215. Untersuchungen fiber Analogic zwischen Statik 
und Elnematik sind in Deutschland in erster Linie von M6bius angesteUt worden. 
So findet man einen Beweis des am Schluss von § 237 ausgesprochenen Satzes in : 

M6bius, Gesammelte Werke m, Leipzig 1886. Beweis eines neuen von Herm 
Chasles in der Statik entdeckten Satzes, nebst einigen Zus*atzen (zuerst er- 
schienen in Crelle’s Journal IV, 1829). 

Man vergleiche auch die folgende Arbeit: 

M 6 b i u s , Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen. Ges. W erke I 
pag. 545 (Crelle’s Joum. X Vlil, 1838), 
sowie: 

Mob ins, Lehrbuch der Statik. Leipzig 1837 (Werke IE). 

Die in § 237 genannten „conjugirten Krafte“ und „conjugirten Axen^ sind 
nichts anderes als conjugirte Axen eines Mbbius’sohen NuRsystems. Man vergl. : 

MObius, Ueber eine besondere Art dualer Verhaltnisse zwischen Figuren im 
Raum. Werke I, p. 489 — 615 (CrelleX, 1833). 

Den Namen „Null8ystem“ hat v, Staudt in seiner Geometrie der Lage 1847 
eingefiihrt. Auf spatere Darstellungen der Beziehung zur Liniengeometrie , die 
ausserordentlich zahlreich sind, kSnnen wir hier in Kurze nicht eingehen. 

§ 278, pag. 249. Wegen der Zusanunensetzung endJicher Schraubungen und 
Drehungen vergleiche man nooh Kap. I, § 7 von: 

P. Klein und A Sommerf eld, Ueber dieTheorie desKreisels Heftl. Leipzigl897, 
femer; 

Study, Von den Bewegungen und Umlegungen. (Math. Annalen 39, 1891.) 

Kapitel VII. 

§ 333 , pag. 302. Eine Auseinandersetzung fiber die aitere Geschichte des 
Princips der Erhaltung der lebendigen Kraft findet man auch in dem bekannten 
Buch von 

Mach, Die Entwioklung der Mechanik (3. Auflage, Leipzig 1897) 
und im zweiten Kapitel von: 

E. Duhring, Kntische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik. 

Berlin 1873, 

§ 393, pag. 347. Das Princip des kleinsten Zwanges hat Hertz in verall- 
allgemeinerter Form unter dem Namen: „Princip der geradesten Bahn^^ als Grund- 
gesetz der Mechanik aufgestellt auf pag. 162 seines Werkes; 

Die Principien der Mechanik. Leipzig 1894. 
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Xapitel Vm. 

§ 399, pag 367. Die Lagrange’sche Function heisst bei Helmholtz „kine- 
tischee Potential^*. Vgl : 

H Y. Helmholtz, Ueber die physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten 

Wirkung. (Wissenschaftliche Abhandlungen HI, Leipzig 1895, zuerst erschienen 

in Crelle’s Journal 100, 1886.) 

d T 

§ 402, pag. 360. Fiir die Grossen u = u. s yt. gebrauchen Klein und 

Co 

Sommerfeld in ihrem oben citirten Buch die Bezeichnung „Impulscoordimten^‘ in 
Anlehnung an den Yon Poinsot, Lord Kelvin u A ausgebildeten BegnfF des Im- 
pulses, fur welchen man im Englischen auch momentum (linear bez, angular m.) aagt. 

§ 410, pag 369. Die in der Anmerkung gegebene Transformation ist eine 
y,Beruhrwigstransf(yt‘mation^^ Mit aolchen Transformationen operirt Jacobi be- 
standig in semen Voi'lesungen uber Mechanik (herausgegeben von Clebsch, Berlin 18C4). 
Spater ist der Begriff der Beruhrungstransformation in seiner Allgemeinheit von 
Lie entwickelt worden, der auch den '^2smen,,Beruhrungstransformati(m^‘ eingefuhrt 
hat. In abstracter Form ist die Theorie dargestellt in dem Buch: 

Lie, Theorie der Transformationsgruppen H. Leipzig 1890 

Eine sehr schone Einfuhrung in die Theorie gibt das oben (zu § 60) citirte 
Buch von Lie und Scheffers. 

§ 422, p, 378. Die von J J Thomson als ,jkinostlienisdhe^^ bezeichneten 
Coordinaten nennt Helmholtz „cyclische“, in einer Reihe von Arbeiten, welche 
in Band HI seiner ,,'Wissenschaftlichen Abhandlungen“ zusammengestellt sind, und 
von denen die erste: 

Studien zur Statik monocyclischer Systeme 
zuerst 1884 in den Berl. Akademieberichten erschienen ist Ueber die Aufstellung 
der Lagrange’schen Gleichungen im Falle cyclischer CoorJmaten vergleiche man 
auch pag. 320 ff, des ersten Bandes von 

Thomson und Tait, Natural philosophy. 24 ed Cambridge 1886. 

§ 427, pag, 382. Die j,Dissipationsfunction^^ wird ausfuhrlich behandelt auf 
pag. 136 ff. des Bandes I von 

Rayleigh, The theory of sound. 24 edition London 1894. 

§ 429, pag. 382. Systeme mit Bedingungsgleichungen, welche die Differential- 
quotienten der Coordinaten enthalten, heissen nach Hertz ,,nicht holononie Syste7ne‘^ 
im Gegensatz zu ,fholonomen^^ (Principien der Mechanik, pag. 96). Doch ist die 
Mechanik solcher Systeme schon finiher behandelt von 

A. Voss, Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik (Math.Annalen 26,1885). 

Die Geltung der Integralprincipien fdr nicht holonome Systeme ist untersucht 
in der Arbeit: 

0. Holder, Ueber die Principien von Hamilton und Maupertuis. GOttinger 

Nachrichten 1896. 

Kapitel IX. 

§ 462, pag. 418. Den Satz, dass mehrfache Wurzeha der Lagrange'schen 
Determinante nicht LOsungen von der Form {At -j- B)smpt ergeben, hat zuerst 
Weierstrass bewiesen. (Berliner Akademieberichte 1868.) 

§ 444, pag. 433. Eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten bis 1895 an- 
gestellten Messungen uber Erddichte findet man in den „Deutschen Geographischen 
Biattem‘‘ XVin, Bremen 1895, pag. 63. Auf eingehende Angaben der Fachliteratur 
in diesem grade jetzt so viel bearbeitetem Gebiet mussen wir hier verzichten. 

§ 490, pag. 446. In sehr allgemeiner Weise hat das Problem der Tautochrone 
angefasst 

S. KOnigs in Comptes Bendus 1893, 116, pag. 966 — 968. 
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